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ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 1

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f : [0,1] −−−→ E une fonction nulle en 0 et dérivable en 0 à
droite.

Démontrer que :
n∑

k=1
f

(
k

n2

)
−−−−−→
n→+∞

1

2
f ′

d (0).

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 2

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f : R −−−→ E une fonction dérivable en 0 telle que :

∀x ∈ R, f (2x) = 2 f (x).

Démontrer que f est linéaire.
f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 3

Soient n ∈ N, O2n+1(R) := {
A ∈M2n+1(R) : A⊤A = I2n+1

}
et une application M : R −−−→M2n+1(R) de classe C 1 véri-

fiant :
∀ t ∈ R, M(t ) ∈ O2n+1(R)

Démontrer que, pour tout t ∈ R, la matrice M ′(t ) n’est pas inversible.
f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 4

Pour tout (n, x) ∈ N∗×R, on pose :

Dn(x) := det



x 1 0 . . . 0

x2/2! x 1
. . .

...

x3/3! x2/2! x
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

xn/n! . . . . . . x2/2! x


[déterminant d’une matrice de Mn(R)] .

Calculer Dn(x), pour (n, x) ∈ N∗×R.
f
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ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 5

Soient E un R-espace vectoriel normé de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E, a,b des réels tels que a < b
et f : [a,b] −−−→ E une fonction continue par morceaux.

Démontrer que : (∀ t ∈ [a,b], f (t ) ∈ F
) =⇒

∫ b

a
f (t ) dt ∈ F.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 6

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme || · || et f : [0,1] −−−→ E une application de
classe C 2 telle :

f (0) = f ′(0) = f ′(1) = 0 et
∣∣∣∣ f (1)

∣∣∣∣= 1.

Démontrer que :
sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣ f ′′(x)
∣∣∣∣⩾ 4.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 7

Soient I un intervalle de R, (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et f : I −−−→ E une application dérivable, qui ne s’annule
pas sur I .

Démontrer que l’application :

g

∣∣∣∣ I −→ R
t 7−→ ∣∣∣∣ f (t )

∣∣∣∣
est dérivable sur I , puis exprimer, pour tout t ∈ I , g ′(t ) en fonction de f (t ) et de f ′(t ).

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 8

Soient a,b des réels tels que a < b, (E , || · ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et f ∈C 1([a,b],E) telle que
f (a) = 0.

Démontrer que : ∣∣∣∣∣∣∣∣∫ b

a
f (t ) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣⩽ (b −a)2

2
sup

t∈[a,b]

∣∣∣∣ f ′(t )
∣∣∣∣ .

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 9

Étudier la limite éventuelle de
n∑

k=1
sin

(
k

n

)
sin

(
k2

n2

)
lorsque n tend vers +∞.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 10

Étudier la limite éventuelle de
n∑

k=1
sin2

(
1p

k +n

)
lorsque n tend vers +∞.

f
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ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 11

Soient a,b des réels tels que a < b, (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et f ∈ C 0([a,b],E) non identiquement nulle. On
suppose que : ∣∣∣∣∣∣∣∣∫ b

a
f (t ) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∫ b

a

∣∣∣∣ f (t )
∣∣∣∣ dt

et on note u le vecteur normalisé de
∫ b

a
f (t ) dt .

Comme E = Vect(u)⊕Vect(u)⊥ :

∀ t ∈ [a,b], ∃ !(α(t ), v(t )) ∈ R×Vect(u)⊥ , f (t ) =α(t ) ·u + v(t ).

Q1. — Démontrer que les fonctions α et v sont continues sur [a,b].

Q2. — Démontrer que le vecteur
∫ b

a
v(t ) dt est orthogonal à u.

Q3. — Démontrer que
∫ b

a
α(t ) dt =

∫ b

a

∣∣∣∣ f (t )
∣∣∣∣ dt .

Q4. — Démontrer que, pour tout t ∈ [a,b], α(t )⩽
∣∣∣∣ f (t )

∣∣∣∣.
Q5. — En déduire que, pour tout t ∈ [a,b], f (t ) = ∣∣∣∣ f (t )

∣∣∣∣ ·u.
f
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