LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

PROBABILITES

par David Blottiere, le 20 février 2024 a 15h43

ENONCE DE I’EXERCICE 1

Soit n € N*.

Q1. — Soit E un ensemble fini de cardinal n. Dénombrer le cardinal de 'ensemble des couples (X,Y) € 2(E)? tels
que X Y.

Q2. — Une urne contient n boules. On en tire une poignée aléatoirement, on remet les boules dans 'urne et on en
tire une deuxiéme poignée. Quelle est la probabilité pour qu'aucune boule n’ait été tirée deux fois?
O

ENONCE DE I’EXERCICE 2
Soit (p,n,m) €]0,1[xN x N. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ 98(n, p) et
Y ~%B(m,p).

Démontrer que la variable aléatoire Z = X + Y suit la loi binomiale de parameétre p et de taille n + m.

ENONCE DE IEXERCICE 3
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. On tire au hasard deux parties A et B de E et on définit les variables
aléatoires I = Card(An B) et U = Card(AuU B).
Q1. — Déterminer laloi de I.

Q2. — Calculer les variances de I et U.

ENONCE DE LEXERCICE 4

Soit n € N*. Soit une urne contenant n boules blanches et n boules noires. On tire les boules 2 par 2 jusqu'a ce que
l'urne soit vide.

Déterminer la probabilité de tirer une boule blanche et une boule noire au i-éme tirage, ou i € [1, n].

ENONCE DE L’EXERCICE 5 INDICATIONS

Soit (p, q) €]0,1[x]0, 1[. Soient X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p et Y une variable
aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre q. On suppose que X et Y sont indépendantes.

Déterminer la probabilité que la matrice :

X 1
0 Y
soit diagonalisable.
O
ENONCE DE ’EXERCICE 6
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A, oit A € R}.
Q1. — Calculer P(X € 3N).
Q2. — Ftudier la limite éventuelle de P(X € 3N) lorsque A tend vers 0 par valeurs positives.
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 7

Soit (A, p) €10, +o0[x]0, 1[. Considérons deux variables aléatoires X et Y a valeurs dansN. telles que :
o X suit la loi de Poisson de parametre A ;

o pourtoutneN, laloideY sachant (X = n) est la loi binomiale de parametres (n, p).

Déterminer la loi de Y, puis donner son espérance et sa variance.

ENONCE DE ’EXERCICE 8

On note & l'ensemble des nombres premiers et ( la fonction définie par :

Soient s > 1 et N une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que :

VneN’, P(N:n)zc(s)ns.

Pour tout nombre p € 2, on note X, l'indicatrice de 'événement (p | N).

Démontrer que les variables X, ot p € 22, sont mutuellement indépendantes.

ENONCE DE ’EXERCICE 9

On considere une suite (X,) nen* de variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p €]0,1[. On pose :

T:=inf{neN\{0,1} : X, = X,,—1 =1} [temps d'arré].

Q1. — Démontrer que T est presque sirement fini.
Q2. — Calculer P(T =2) et P(T = 3).
Q3. — Soit ne N\{0,1}. Exprimer P(T = n+2) et fonctionde P(T =n+1), et P(T = n).

Q4. — Démontrer que T posséde une espérance et la calculer.

ENONCE DE ’EXERCICE 10

Soit p €]0,1[. On considere une suite de variables aléatoires (X;)nen+ définies sur le méme espace de probabilités
(Q, <, P), indépendantes, suivant toutes la loi B(p). On pose, pour toutr e N* :

T,:=inf{neN" : X1 +...+ X, =r}  [tempsdarrét].

Q1. — Démontrer que, pour tout r € N*, T, est une variable aléatoire sur I’espace probabilisable (Q, 7).
Q2. — Reconnaitre la loi de T;.
On fixe un entierr > 2.
Q3. — Calculer, pour tout entier n > r, P(T; = n).
Q4. — Démontrer que la variable aléatoire T; est presque stirement finie.

Soient Y1,..., Y, des variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilités (Q, «/,P), indépendantes, sui-
vant toutes la loi 4 (p).

Q5. — Déterminerlaloide Y; +...+ Y;.

Q6. — Démontrer que T, posséde une espérance finie et la calculer.
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O
ENONCE DE ’EXERCICE 11 UN CORRIGE
Soit (), &/, P) un espace probabilisé. Soit (A,) nen Une suite d'événements telle que la série Z P(A;) converge.
n=0
+00
Q1. — Pour tout n € N, posons B;, := U Ag. Démontrer que la suite (By),en est décroissante pour 'inclusion. Que
k=n

dire de la suite (P(By)) nen?

+00
Q2. — Démontrer que P(B;;) < Z P(Ay), pour tout n € N. Que dire de P(
k=n

A

n=0

Nous considérons l'ensemble A formé des éléments w € Q tel qu'il existe une infinité d’entiers n € N tels que w € A,
ie.:
A:={weQ: lensemble {neN : we A,} estinfini}.

Q3. — Démontrer que A est un événement, puis que P(A) = 0 (lemme de Borel-Cantelli).

ENONCE DE ’EXERCICE 12

Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p €]0,1[.

Déterminerlaloide X + 7.

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.

Reconnaitre la loi conditionnelle de X sachant (X +Y = n).

ENONCE DE ’EXERCICE 14

Soient a € R* et (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N> dont la loi est donnée par :

1 jt+k
(j+k) (5)

Y(j,keN?, PX=j,Y=k=
(j,k) e ( ] ) e 1K

Q1. — Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Q2. — Démontrer que 2X*Y posséde une espérance et la calculer.

ENONCE DE ’EXERCICE 15

Soient A €]0,1[ et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. On suppose que pour tout n e N* :

A

PX=n=——.
nn+1)(n+2)

Q1. — Calculer A.
Q2. — Démontrer que X possede une espérance et la calculer.

Q3. — Lavariable aléatoire X admet-elle une variance?
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ENONCE DE I’EXERCICE 16

Soit n € N*. Soit E un ensemble fini a n éléments.
Q1. — Déterminer le nombre de couples (4, B) € 22(E)? tels que Ac B.
Q2. — Déterminer le nombre de couples (A, B) € 2(E)? tels que ANB = ¢.

Q3. — Déterminer le nombre de triplets (A, B,C) € P(E)3 tels que A, B, C soient deux-a-deux disjoints et AUBUC = E.
\

ENONCE DE ’EXERCICE 17

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.

Pour chaque boule blanche, il gagne deux points, pour chaque boule noire, il perd trois points.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules blanches tirées, et Y la variable aléatoire donnant le
nombre de points du joueur.

Q1. — Déterminer la loi de la variable aléatoire X, son espérance, sa variance.

Q2. — Déterminer la loi de la variable aléatoire Y, son espérance, sa variance.
Dans la suite, on suppose que les tirages se font sans remise.

Q3. — Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

Q4. — Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.

ENONCE DE I’EXERCICE 18

Une personne effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts.

On suppose que les n appels constituent n expériences aléatoires indépendantes et que pour chaque appel, la proba-
bilité que le correspondant réponde vaut p €10; 1[.

Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de correspondants ayant répondu.

Q1. — Donner laloi de X. Justifier.

La personne rappelle une deuxieme fois les n — X correspondants qui n'ont pas répondu au premier appel.
On noteY la variable aléatoire donnant le nombre de correspondants joints au cours de la seconde série d'appels.

Q2. — Soiti € [0,n]. Déterminer P(Y = k| X = i), pour tout k € [0, i].
Q3. — Montrer que laloi Z = X + Y suit une loi binomiale donc on déterminera les parametres.

Q4. — Déterminer I'espérance et la variance de la variable Z.

ENONCE DE ’EXERCICE 19

Q1. — Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soit n € N*, soient Xy, ..., Xy, des variables aléatoires finies, mutuellement indépendantes, de méme loi, admettant
un moment d’ordre 2. On pose X = X1 +...+ Xj,.

Q2. — Montrer que:
V(Xi)

na?

X
VYa>0, P(';—E(Xl)

>a)<

Application : on effectue n tirages successifs et mutuellement indépendants d’'une boule, avec remise, dans une urne
contenant 2 boules rouges et 3 boules noires.

Q3. — Donner une valeur de n a partir de laquelle la proportion de boules rouges obtenues est comprise, avec une
probabilité de 95%, entre 0.35 et 0.45?
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ENONCE DE I’EXERCICE 20

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d'une boite formée de trois compartiments identiques numérotées de
1 a 3 pouvant chacune contenir n boules. On lance simultanément les n boules. Elles viennent se ranger aléatoirement
dans les 3 compartiments. On note X la variable aléatoire qui, a chaque expérience, associe le nombre de compartiments
restés vides.

Q1. — Préciser les valeurs prises par X.
Q2. — Déterminer P(X = 2) puis donner la loi de X.

Q3. — Calculer E(X). Déterminer la limite de E(X) quand n tend vers +oo et interpréter le résultat.

ENONCE DE ’EXERCICE 21

Q1. — Enoncer et démontrer la formule de Bayes.

1
On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour un dé pipé, la probabilité d’obtenir 6 vaut >

Q2. — On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On le lance et on obtient 6. Quelle est la probabilité que le dé soit
pipé?

Soit n € N*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés et on le lance n fois. On obtient n fois le chiffre 6.
Q3. — Quelle est la probabilité p, que le dé soit pipé?

Q4. — Déterminer la limite de la suite (p,). Interpréter le résultat.

ENONCE DE I’EXERCICE 22

On dispose de deux urnes U; et Us.

L'urne Uy contient 2 boules blanches et 3 boules noires.

L'urne U, contient 4 boules blanches et 3 boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard et on tire une boule
dans l'urne choisie.

On note sa couleur et on la remet dans l'urne d’oii elle provient. Si la boule était blanche, le tirage suivant se fait dans
l'urne U, . Sinon, le tirage se fait dans l'urne Us.

Pour tout n € N*, on appelle B,, I'événement «la boule tirée au n-eme tirage est blanche »et on note p, = P(By,).

Q1. — Calculer p;.
Q2. — Montrer que pour tout n € N* :

4

=——pp+t-.
Pn+1 35pn 7

Q3. — En déduire la valeur de p,, pour tout n € N*.

ENONCE DE ’EXERCICE 23

Soient X etY deux variables aléatoires finies indépendantes.

Les variables aléatoires X + Y et X — Y sont-elles toujours indépendantes?

ENONCE DE I’EXERCICE 24

Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1, n].
Q1. — Exprimer E(X) en fonction des P(X > k), ke N.
On suppose les variables aléatoires X et Y de loi uniforme.

Q2. — Déterminer I'espérance de min(X, Y), de max(X,Y) puisde | X - Y.
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ENONCE DE I’EXERCICE 25

Soit n € N*. On munit &,, de la probabilité uniforme. Pour toute permutation o € G, notons X(0) le nombre de
points fixes deo.

Déterminer 'espérance et la variance de X.

ENONCE DE ’EXERCICE 26

Une urne contient n boules blanches et n boules rouges.
On préleve des boules sans remise jusqu’a ce que toutes les boules rouges aient été tirées.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de tirages nécessaires au tirage de toutes les boules rouges.

Q1. — Déterminer la loi de X.

Q2. — Déterminer I'espérance et la variance de X.

ENONCE DE LEXERCICE 27

Soient X3,..., X, des variables aléatoires finies, mutuellement indépendantes, de méme loi. On note m leur espérance
et o leur variance.

1 n
Q1. — Calculer I'espérance et la variance de X = — _ Xj.
ni=o

Q2. — Calculer 'espérance de

1 & 2
Y (X - X)°.
1k:l

ENONCE DE ’EXERCICE 28

Soit p €]0; 1. Pour tout n € N, soit X,, une variable aléatoire de loi B(n, p).

0.

Démontrer que, pour tout k€ N, P(X,, < k)

n—+oo

ENONCE DE ’EXERCICE 29

Soit (Q, o/, 2P) un espace probabilisé. A toute variable aléatoire X : Q — N, on associe sa fonction caractéristique
qui est l'application définie par :
R — C
PXN o E(ei™X),

Soit X: QO — N une variable aléatoire.

Q1. — Justifier que la fonction ¢ x est bien définie.

Q2. — Montrer que @x est de classe € et 2m-périodique.

Q3. — Calculer ¢x(0), ¢’ (0) et 'y (0).

Q4. — Soit p €]0, 1[. Calculer la fonction caractéristique d'une variable aléatoire X de loi 2(p).

Q5. — Soit (n, p) € N* x]0, 1[. Calculer la fonction caractéristique d'une variable aléatoire X de loi 28(n, p) (n € N*).
Q6. — Soit X: Q — N une variable aléatoire. Soit n € N. Démontrer :

P(X—n)—i 2n (1) e 1" dr
“WES5 ) Px .

Q7. — En déduire que deux variables aléatoires X: Q — N et Y: Q — N vérifiant ¢ x = ¢y, ont méme loi.

Q8. — Soient X: Q — Net Y: Q — N deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que @ x+y = @x @y.
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ENONCE DE I’EXERCICE 30

Soient p€10,1[ et r e N*.

On dépose une bactérie dans une enceinte fermée au temps t = 0.

On envoie un rayon laser dans cet enceinte chaque seconde.

Le premier rayon est envoyé au temps t = 1.

La bactérie a une probabilité p d’étre touchée par le rayon. Elle meurt quand elle a été touchée r fois.
Les tirs de laser sont mutuellement indépendants.

Notons X la durée de vie de la bactérie.

Q1. — Déterminer la loi de X.

Q2. — Prouver que X admet une espérance et la calculer.

ENONCE DE ’EXERCICE 31

Soient Ne N* et pe]0; 1[. Posons g =1 - p.

On considere N variables aléatoires X3,..., Xy, mutuellement indépendantes, de méme loi géométrique de para-
metre p.
Q1. — Soit i € [1, N], soit n € N*. Déterminer P(X; < n) et P(X; > n).

On considere la variable aléatoire Y = min X;.
1<i<N

Q2. — Déterminer P(Y > n). En déduire P(Y < n) puis P(Y = n).

Q3. — Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

O
ENONCE DE I’EXERCICE 32
Soient X, Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N, indépendantes et vérifiant pour tout k € N :
PX=k=P(Y =k =pd-pF
avec p €]0,1[. On pose U = max(X, Y) etV =min(X, Y).
Q1. — Déterminer la loi du couple (U, V).
Q2. — Déterminer les lois marginales du couple (U, V).
Q3. — Lesvariables aléatoires U et V sont-elles indépendantes?
ENONCE DE IEXERCICE 33

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans [a; b], aveca,be Reta< b.
Q1. — Montrer que X admet une espérance m et une variance o2 et que me [a, b].

PosonsY=X-met:

t=Y yP(Y=y) ; s=Y y¥P(¥Y=y) ; u=P{Y=0).
y=20 y=0
Q2. — Démontrer ¢* < su.
Q3. — Calculer 'espérance et la variance de Y. En déduire < (02 - s) Q-uw).
o2
Q4. — En déduire < ik
b—a)?
Q5. — Conclure que a? < %
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 34

Soit p €]0,1] et soit n € N*.
Une variable aléatoire X a valeurs dansN* suit une loi binomiale négative de parametres n et p si:

k-1
VkeN*, PX=k = (n l)pn(l —-pkn
Q1. — Démontrer qu'’il s’agit bien d'une loi de probabilité.

Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi géométrique de méme para-
metre p.

Q2. — Démontrer que Xj +...+ X, suit une loi binomiale négative de parametres n et p.

Q3. — En déduire 'espérance et la variance d'une loi binomiale négative de parametres n et p.

ENONCE DE I’EXERCICE 35

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.
Q1. — Pour quelle valeur de 7 la probabilité P(X = n) est-elle maximale?

Q2. — A nfixé, pour quelle valeur de A la probabilité P(X = n) est-elle maximale?

ENONCE DE ’EXERCICE 36

Soient X, Y deux variables aléatoires suivant des lois géométriques de parametres respectifs p et q.

Montrer que la variable aléatoire max(X, Y) a une espérance et la calculer.

ENONCE DE I’EXERCICE 37

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs réelles possédant un moment d’ordre 2, non nulle presque siirement
et telle que E(X) > 0.

Démontrer que :

E (X)?
V0 €l0,1], P(X>0EX) > (1-6)° #X)Z) [inégalité de Paley-Zygmund] .

ENONCE DE I’EXERCICE 38

Soient G, l'ensemble des permutations de l'ensemble [1,n] et & la probabilité uniforme sur l'espace probabilisable
(&1, 2(Gn)).

Pour tout k € [1, nl, soit Xy la variable aléatoire détectant si k est un point fixe d'une permutation de G, définie
par:

G, — R
Xk 1 siok)=k
g 0 sinon.

On définit également la variable aléatoire N qui compte le nombre de points fixes d'une permutation de S, définie
par:
N G, — R

o +— Card(kell,n]:ok)=k}).
Q1. — Que peut-on dire des variables aléatoires X;, X,..., X ?
Q2. — Soit k € [1, n]. Déterminer I'espérance et la variance de Xj.
Q3. — Soit (i, j) € [1, n]*. Calculer Cov(X;, X;).

Q4. — Calculer I'espérance et la variance de N.
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INDICATIONS POUR L’EXERCICE 5 ENONCE

On nous demande de calculer la probabilité de I’événement :

X(w)

X 1 . . _ .
A= ((0 Y) est dlagonahsable) = {w €eQ: ( 0 Y(w))

est diagonalisable} .

On commence par reformuler ’assertion :

X 1
‘Lo Y

) est diagonalisable »

en déterminant une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice (déterministe) de la forme :
a 1
0 b

soit diagonalisable sur R, ou1 (a, b) € RZ.

Ensuite, on pourra appliquer la formule des probabilités totales par rapport au systeme quasi-complet d’événe-
ments associé a la variable aléatoire Y pour calculer la probabilité de 'événement A, reformulé apres une étude de
réduction.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 11 ENONCE
Q1. — PourtoutneN:

+00
U Ak

k=n+1

+o0o
By:=J Ak=4AnuU
k=n

=A,UBu

donc Bj,+1 < By,. La suite (By,) ,en est donc décroissante. D’apres le théoréme de continuité monotone pour une pro-

babilité :
P(B,) — P('Q\IB,,).

Q2. — Par sous-additivité d'une probabilité :

+00 +0o
VneN, 0<P(B,)=P|JAr|< Y PAp.
k=n k=n
Comme la série de terme général P(A;) converge :
+00
> P(Ap) 0  [reste d’'une série convergente].
k=n n—+oo
Par théoreme d’encadrement :
P(B,) —= 0.
D’apres la question 1 et 'unicité de la limite, P( N Bn) =0.
neN
Q3. — Nous allons démontrer que :
+00 +00
(x) A=[)Bn=[] U 4
neN n=0 k=n

ce qui livrera que A est un événement (intersection dénombrable d'unions dénombrables d’événements) et que
P(A) =0 (question 2). La propriété (x) est équivalente a :

_ +00 +oo
A:={weQ: l'ensemble {keN : we A} estfini} = | J () Ak
n=0 k=n
que nous démontrons par double inclusion.
Soit w € A. Comme 'ensemble {k € N : w € A} est fini, il existe n(w) € N tel que :
{keN: we A} < [0, n(w)].

Nous en déduisons que w n'appartient a aucun des Ag, ol k > n(w) + 1. Ainsi :
+00 +00

+00 _ _
we N A< U N A

k=n(w)+1 n=0k=n

+00 +oo
Soitwe | J [ A. Alors, il existe n(w) € N tel que:
n=0 k=n

+00

we [ A
k=n(w)

Ainsi w n'appartient a aucun des Ag, ol k > n(w). Lensemble {k € N : w € A} est donc inclus dans [0, n(w) — 1]
et par suite fini. Donc w € A.
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