LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

ENDOMORPHISMES DES ESPACES EUCLIDIENS

par David Blottiere, le 6 février 2024 a 21h16
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§ 1. CCINP
ENONCE DE I’EXERCICE 1
Soient (E,( -, -)) un espace euclidien et u € £ (E). On suppose que, pour tout x € E, [|u(x) || =] x|].
Q1. — Démontrer que, pour tout (x,y) € E2, {u(x), u(y) )= (x, y).
Q2. — Démontrer que u est bijectif.
Q3. — Démontrer que I'ensemble des isométries vectorielles de E muni de la loi o est un groupe.
Soientve ZL(E) et (e, ey,...,e,) une base orthonormée de E.
Q4. — Prouver que:
veO(E) < (v(e1),v(es),..., v(ey)) estune base orthonormée de E.
ENONCE DE I’EXERCICE 2
-2 -2 1
On considere la matrice A=| -2 1 -2
1 -2 =2
Q1. — Justifier que A est diagonalisable.
Q2. — Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que P~! = PT et PTAP = D.
0
ENONCE DE IEXERCICE 3
Soient A et B deux vecteurs de 4y,1 (R) linéairement indépendants. Posons M = BTA+ATB.
Q1. — Démontrer que M est diagonalisable.
Q2. — Déterminer le noyau de M, puis les valeurs propres de M.
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 4

Soit (E,{ -, -)) un espace euclidien de dimension n > 3. Soient a et b des vecteurs unitaires de E, non colinéaires.

Posons :
E — E

u x — (a,x)ya+{(b,x)b.

Démontrer que u est un endomorphisme autoadjoint de E et déterminer ses éléments propres.

0
ENONCE DE I’EXERCICE 5
Pour tout Ae M, R), posons :
1 (A -A
w75 h)
Q1. — Supposons que A € O, (R). Démontrer que ®(A) € Oz, (R).
On suppose que A = Lfr -1
Q2. — Caractériser A.
Q3. — Les matrices A et ®(A) sont-elles diagonalisables?
0
ENONCE DE ’EXERCICE 6
Soient E un espace euclidien et u € O(E). Posons v =u— 1.
Q1. — Démontrer que Ker (v) = (Im(v))l.
Pour tout n € N*, posons :
1 & &
Up:=— Z u”.
n <o
Notons p le projecteur orthogonal sur Ker (v).
Q2. — Démontrer que, pour tout x€ E :
tn(0) —1s p(x)
—+
0
ENONCE DE ’EXERCICE 7
Soit (ay, ..., an) € R™ un n-uplet de réels non tous nuls. Posons :
0 a@ ... ap
ay 0o ... 0
A= )
an 0 0
Q1. — Démontrer que A est diagonalisable.
Q2. — Quel estle rang de A? Qu’en déduit-on sur son spectre?
Q3. — Calculer A%, En déduire le polyndéme caractéristique de A ainsi que son spectre.
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 8

Soit A= (a; j)1<i,j<n € Fn(R). On suppose que toutes les valeurs propres de A, que l'on sait étre réelles, sont positives
ou nulles.

2

Q1. — Démontrer que, pour tout (i, j) € [1, nl?, a; ; < ai,iaj,j.

Q2. — Soit p € [1, n]. Que dire de A si, pour tout i € [1,n] telque i > p, a;; =0?

ENONCE DE L’EXERCICE 9

Déterminer les matrices M € M, (R) telles que M M'M=1,.

ENONCE DE I’EXERCICE 10

Soit A€ %, (R). Supposons qu'il existe k € N* tel que AF = I,.

Démontrer que A% = I,,.

ENONCE DE EXERCICE 11

Soit A € #,(R) une matrice non nulle.
Q1. — Montrer que Tr(A?) #0.

(Tr (A))?
Q2. — Montrer que
T

Tr (A?)

< Rg(A).

ENONCE DE ’EXERCICE 12

Soit A€ My (R). PosonsS= = (A+AT).

1
2
Q1. — Démontrer que S est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles.

Q2. — Notons 1; <... < A, lesvaleurs propres de S. Soit 1 une valeur propre réelle de A. Démontrer que 1; < p < Ay,.
\

ENONCE DE EXERCICE 13

Soient (E,( -, -)) un espace euclidien, a un vecteur unitaire de E et k € R\ {—1}. Considérons :

E — E

u
x — x+k{x,a)a.

Q1. — Démontrer que u est un endomorphisme autoadjoint.
Q2. — Démontrer que u est un automorphisme de E.

Q3. — Déterminer les éléments propres de u.
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ENONCE DE ’EXERCICE 14

Soit E un espace euclidien muni d'un produit scalaire noté ( - , - ). On pose, pour tout x € E, || x|| = v/(x, x). Pour
tout endomorphisme u de E, on note u* l'adjoint de u.

Q1. — Un endomorphisme u de E vérifiant, pour tout x € E, {(u(x), x) = 0 est-il nécessairement ’endomorphisme
nul?

Q2. — Soit u € Z(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(@) uou*=u*ou
(b) V(x,y) € E%, (ux),uy))={(u*),u* ®).
(© VxeE, |lux)Il=Ilu")Il.

ENONCE DE ’EXERCICE 15

Q1. — Soit A€ .%;, (R). Prouver que :
Ae#[(R) = Spec(A)c]0,+o0l.

Q2. — Prouver que, pour tout A € %, (R), A%e y,f (R).
Q3. — Prouver que, pour tout A € %, (R), pour tout B € yn* R) :
AB=BA = A’Be R).

Q4. — Soit A€ %} (R). Prouver qu'il existe B € ., (R) telle que A= B2.

ENONCE DE ’EXERCICE 16

Soient (E,( -, - )) un espace euclidien et (u,v) € £ (E)2.
Q1. — Déterminer (u*)*.
Q2. — Déterminer (uov)*.

Soit A = (e, ..., e,) une base orthonormale de E. Notons A = Matg(u) et B=Matg(v).
Q3. — Quelle relation lie Aet B?

Q4. — Retrouver le résultat de la question 2 a ’aide du résultat de la question 3.

O
ENONCE DE ’EXERCICE 17
Soient (E,( -, -)) un espace euclidien et u € £ (E).
Q1. — Démontrer que Ker (1*) = (Im ())* et Im (u*) = (Ker (w))) ™.
Désormais, on suppose que u> = 0.
Q2. — Démontrer que Ker (u+ u*) = Ker (u) nKer (u*).
Q3. — Démontrer que u + u* est inversible si et seulement si Ker (u) = Im (u).
O
ENONCE DE ’EXERCICE 18
Soit S = (si»f)lgi,jgn € #*(R). Notons Ay, ..., Ay les valeurs propres de S.
Q1. — Démontrer qu'il existe une matrice P € O, (R) telle que P~ SP =D, ou D = Diag(Ay,...,An).
Q2. — Soit i € [1, n]. Exprimer le coefficient s; ; de S en fonction des A et des coefficients py , de P.
n n
Q3. — Soit f: R; —— R une fonction convexe. Démontrer que Z flsid< ) fQAA.
i=1 i=1
Q4. — En déduire que det(S) < s1,1...Sn,n-
O
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§ 2. MINES TELECOM

ENONCE DE ’EXERCICE 19

Soient Ae #;F (R) etU € O, (R).
Démontrer que Tr (AU) < Tr (4).

ENONCE DE I’EXERCICE 20

Soit n € N*. Munissons R, [X] du produit scalaire -, - ) défini par :

1
Y (PQ) € R,y(X], (P,Q):zflp(x)Q(x) dx.

Posons
R,[X] — R, [X]

i p  — q-xyp-2xP.

Démontrer que u est un endomorphisme autoadjoint de (R, [X],({ -, - )) et déterminer ses valeurs propres.

ENONCE DE ’EXERCICE 21

Q1. — Rappeler la définition d'une matrice symétrique positive et en donner une caractérisation spectrale.
Q2. — Soit A€ ., (R). Démontrer que A" Ae &, (R).

Q3. — Soit S€ %, (R). Démontrer qu'il existe une matrice R € %,/ (R) telle que R*> = S.

§ 3. NAVALE

ENONCE DE I’EXERCICE 22

Soit A€ &, " (R). Notons (Xp,) pen la suite de matrices carrées définie par Xo = I, et, pour tout p €N :

1 -1
Xpor = 3 (X + 4X51).

Démontrer que la suite (X,) pen est bien définie et qu’elle converge vers une matrice R € FHH(R) telle que R%2=A.
O

§ 4. CENTRALESUPELEC

ENONCE DE I’EXERCICE 23

Soit A= (aj,j)1<ij,j<n € On(R).
Démontrer :

Z a;,j| < n.

1<i,j<n




LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

ENONCE DE I’EXERCICE 24 UN CORRIGE

Pour Ae 4, R), on pose :
B — SR

Pa M — AMAT.

On veut démontrer que |det(® 4)| = |det(A)| ntl

Q1. — Démontrer que ® 4 est un endomorphisme de %, (R). A-t-on ® 45 = ® 4 0 D, pour tout (A, B) € 4, (R)??

Q2. — Démontrer que I'application :

FR?  — R

<.’.>‘ (M,N) +~— (M, N):=Tr(MN)

définit un produit scalaire sur %, (R).
Q3. — Déterminer I’adjoint de ® 4 pour ce produit scalaire. Conclure lorsque A est orthogonale.
Q4. — Déterminer une base de ., (R). Conclure lorsque A est diagonale, puis lorsque A est symétrique.

Q5. — Soit A€ GL,(R). Montrer que
300,59 €0,R) x % ([R), A=0S.

Conclure lorsque A est inversible.

Q6. — Conclure dans le cas général.

ENONCE DE ’EXERCICE 25

Soit E un espace euclidien. NotonsT I'ensemble des endomorphismes u de E tels que, pour toutx € E, || u(x) || < || x1l.

Q1. — Démontrer que I' est convexe et contient O(E).
1
Q2. — Soit u € T'. Démontrer que, s'il existe deux éléments distincts f et g de I tels que u = 3 (f+g),alors u¢ O(E).

Q3. — Soit v € GL(E). Démontrer qu'il existe p € O(E) et s€ L (E) telsque u=pos.
Q4. — Démontrer que le résultat précédent reste vrai pour v € £ (E).

Q5. — Démontrer la réciproque de la question 2.

ENONCE DE ’EXERCICE 26

Q1. — Soient A€ <7, (R) et S € #,(R). On suppose que A+ S € O,(R). Démontrer que S§2 - A% = I, et que AS = SA.

Q2. — Dans chacun des cas suivants, dire s’il existe A € /3 (R) telle que A+ S € O3(R).
1 0 0 2 0 0
(@ S=| 0 1/2 0 (by S=|1 0 -1/4 0
0 0 1/2 0 0 1/2

Q3. — Soit A € o/3(R). Démontrer que toute valeur propre réelle de A est nulle.

Q4. — Soit A € R. Monter I'équivalence des assertions suivantes.
(a JAeo,R), A2:/II,, (b) A=0o0u(A<0etn estpair)

Q5. — Soit S € «#3(R). A quelle condition existe-t-il A € «/3(R) telle que A+ S € O3(R)?
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ENONCE DE I’EXERCICE 27

Soit A= (aj,j)i<i,j<n € 5’”” (R). Pour tout couple de matrices colonnes (X,Y) € Mn,l(R)z, posons :

(X, vy=xTAy.

Q1. — Démontrer que (-, - ) est un produit scalaire sur .4, 1 (R).
On notell| - || la norme associéea{-, -)etS=ajo+...+an-1,n+an,1-
Q2. — Démontrer que :

1
Tr(A):s+5(||e1—e2||2+...+||en_1—en||2+||en—e1||2).

Q3. — Démontrer que |S| < Tr (A).

ENONCE DE ’EXERCICE 28

On note ¥, (R;) l'ensemble des matrices symétriques réelles a coefficients positifs.

Q1. — Une matrice de %, (R;) peut-elle avoir des valeurs propres strictement négatives? Peut-elle n’avoir que des
valeurs propres strictement négatives?

Soit Ae &, (Ry). Notons Ay < ... < Ay, ses valeurs propres et (Xi,..., X,) une base orthonormée de 4,1 (R) telle que,
pour touti € [1,n], AX; = A; X;. Pour tout « € R, posons :

[ A aX,
wo-l, 3y )

Q2. — Démontrer que Aq,...,A,-1 sont des valeurs propres de B(a).
Q3. — Onnote ety les deux autres valeurs propres de B(a). Exprimer +y et By en fonction de 1, et a.

Q4. — Trouver A€ % (R;) de valeurs propres —1 et 2 et « € R tel que B(a) ait pour valeurs propres —1, —2 et 4.

§ 5. MINES-PONTS

ENONCE DE I’EXERCICE 29

Soient (E,( -, -)) un espace euclidien et (f,g) € £ (E)2.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe u € O(E) telque g = fou.

ENONCE DE I’EXERCICE 30

Soient (A, B) € %,(R)? et f: R — R une fonction polynomiale bijective telle que f(A) = f(B).

Démontrer que A = B.

ENONCE DE ’EXERCICE 31

Soit A€ GL,(R) telle que A> = AT
Q1. — Démontrer que AS = I, etque A€ O, (R).

Q2. — Soit f 'endomorphisme de R" canoniquement associé a A. Démontrer que la dimension de Ker (f2 + f +id)
est paire.

Q3. — Réduire A dans une base orthonormale.
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ENONCE DE I’EXERCICE 32

Soient (A, B) € &%, (R)? telles que ABA=BetBAB=A.
Q1. — Démontrer que A® = B2,
Q2. — On suppose A inversible. Démontrer que A et B sont des symétries orthogonales qui commutent.

Q3. — On ne suppose plus A inversible. Montrer que Ker (A) = Ker (B) et Im (A) = Im (B).

ENONCE DE I’EXERCICE 33
Soit A= (ai,j)1<i,j<n € n(R). On suppose que toutes les valeurs propres de A, que l'on sait étre réelles, sont stricte-
ment positives.

Q1. — Démontrer que pour tout i € [1,n], a;; > 0.
Tr (A) )”

Q2. — Démontrer que det(A) < (

Q3. — En considérant la matrice D = Diag( ) et la matrice B = D AD, démontrer que det(A) <

1 1
m,...,\/m

al..-an,n-

Q4. — Soit M = (m; j)1<i,j<n € A, (R). Démontrer que det(M) < Y m? .

~,
1l

—_
Il

—

ENONCE DE I’EXERCICE 34

Soient (S, T) € &,/ * (R)2.
Q1. — Démontrer que det(S) +det(T) < det(S+ T).
Q2. — det(S)V" + det(T)V" < det(S+ T)V/™.

ENONCE DE ’EXERCICE 35

Q1. — Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par &, (R).

Soient (A1, ..., Ap) € F{T(R)P et (Ay,...,Ar) €RP. On pose :

A=MA1+...+ A, Ay et B=|A1| A1 +...+ A, Ay

Q2. — Démontrer que |det(A)| < det(B).

ENONCE DE ’EXERCICE 36

Soient A = (@i, j)1<i,j<n € y,:""(R) etB= (bi,j)lsi,jgn € yn++(R). Posons C = (a;,j bi,j)lgi,jgn-

Démontrer que C € %, (R). Le résultat subsiste-t-il si A et B sont simplement supposées positives?

§6. X

ENONCE DE ’EXERCICE 37

Soit A€ Mp(R).

Démontrer qu'il existe P € O, (R) telle que PT AP ait tous ses termes diagonaux égaux.
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ENONCE DE I’EXERCICE 38

Soit Ae M, (R) tel que XTAX>0, pour tout X € 4,1 (R).
Comparer Ker (A) et Ker (AT).

ENONCE DE ’EXERCICE 39

Soient (E,( -, - )) un espace euclidien et u € & (E). Posons :

f E — R
x — w1 =(ux), x)2.

Q1. — Lafonction f est-elle minorée?

Q2. — A quelle condition f est-elle majorée? Déteminer alors sa borne supérieure.

ENONCE DE I’EXERCICE 40
Soient (E, -, -)) un espace euclidien de dimension n et f € #(E). Notons A1 < ... < A, ses valeurs propres. Soit
(e1,...,en) une base orthonormée de E telle que, pour touti € [1,nl, f(e;) = A; e;. Soitr € [1, n].

Q1. — Notons G, = Vect(ey,...,er) et H, = Vect(er,...,e,). Notons g, 'endomorphisme induit par f sur E; et h,
I’endomorphisme induit par f sur F,. Démontrer que :

Ar= max (g (x),x)= (hy(x), x).

min
xeGr, [l x]I=1 xeHy, [l x]I=1

Q2. — Notons </, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension r. Démontrer que :

Ar=min| max (f(x),x)|= max min  { f(x),x) [théoréme du minimax].
Fegol, | xeF, || x||=1 Feoly_r41 | X€F, || x]I=1
O
ENONCE DE UEXERCICE 41
Soit (E,{ -, - )) un espace euclidien. Soit (f,g,h) € £ (E)° tel que: fog=h,goh=f, f = f* etdet(f) #0.
Démontrer que f, h et h sont diagonalisables dans une méme base.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 42

Soit Ae %, (R).

Démontrer que A est positive si et seulement si, pour toute matrice B € 5”; (R), Tr(AB) > 0.

ENONCE DE ’EXERCICE 43

Soit (A, B) € #,F (R)?.
Q1. — Supposons A définie positive. Démontrer que AB est diagonalisable et que son spectre est contenu dans R*.

Q2. — On ne suppose plus A définie positive, mais seulement positive. Démontrer que le résultat de la premiere
question subsiste.
0
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ENONCE DE ’EXERCICE 44

Q1. — Soit P € GL,(R). Démontrer que P P est symétrique définie positive.
Q2. — Soit A€ % *(R). Démontrer qu'il existe P € GL,(R) telle que A= PT P.

Q3. — Soit A€ 4, (R). Démontrer que A est diagonalisable dans .4, (R) si et seulement s’il existe une matrice symé-
trique définie positive S telle que AT = S~ AS.
0

ENONCE DE ’EXERCICE 45

Soit A€ My (R).

Démontrer que les propositions (i) et (ii) sont équivalentes.
(i) A possede m vecteurs propres linéairement indépendants.

(ii) Il existe une matrice symétrique positive S, de rang m, telle que SAT = AS.

ENONCE DE I’EXERCICE 46
Soient Be€ %" (R) et A€ .4, (R) une matrice dont toutes les valeurs propres complexes sont de module strictement
inférieural.
Montrer qu'il existe une unique matrice K € %, (R) telle que K— AH AT = B.
ENONCE DE I’EXERCICE 47

Soit A€ 4, (R).
Q1. — Démontrer que AT A est symétrique positive.

Q2. — Démontrer qu'’il existe deux matrices orthogonales U et V et des réels positifs A,,...,1, tels que :
M
An

Q3. — En déduire que A est la somme d’au plus 7 matrices de rang 1.

ENONCE DE ’EXERCICE 48

Q1. — Soit A= (a;,j)1<i,j<n Une matrice symétrique positive. Démontrer que :

n
det(A) < []a;;  [inégalité d’ Hadamard)].
i=1

Soient (E,( -, - )) un espace euclidien de dimension n et f € & (E) défini positif. Notons A1,..., A, les valeurs propres
de f et of l'ensemble des bases orthonormeées de E.

Q2. — Démontrer que :

n n
[TAi= inf  J[(f(e),ei).
i=1

(e1,...en)ed i=1

10
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§ 7. ENS

ENONCE DE ’EXERCICE 49

Soit A € %, (R) une matrice a coefficients strictement positifs. Notons p := N rsna)iA) [A].
eSpec

Montrer que p est une valeur propre de A de multiplicité 1 et que le sous-espace propre associé a p est engendré
par un vecteur dont toutes les coordonnées sont strictement positives.

1l s'agit du théoréme de Perron-Frobenius.

ENONCE DE I’EXERCICE 50

Soient E un espace euclidien de dimension n, f un endomorphisme autoadjoint de E et G un hyperplan de E. Notons
p la projection orthogonale de E sur G et g l'endomorphisme induit sur G par po f.

Q1. — Démontrer que g est symétrique.
Notons Ay < ... < Ay les valeurs propresde f et A} < ... < A}, _, les valeurs propres de g.

Q2. — Démontrer que :

M <o KA1 <A < A [théoréme d’entrelacement de Cauchy] .

ENONCE DE ’EXERCICE 51

On note T, R)** I'ensemble des matrices a coefficients réels, de format (n, n), triangulaires supérieures, avec des
coefficients diagonaux strictement positifs.

Q1. — Soit Ae & *(R). Démontrer que :

31PeJ,R)*", A=P'P  [décomposition de Cholesky].

Q2. — Soit A€ GL,(R). Démontrer que :

31(Q,Re0,R) xIT,(R**, A=QR [décomposition QR].

11
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 24 ENONCE

Q1. — (a) Soient (M, M) € %, (R)? et (A1, A») € R?. Par propriétés du produit matriciel :
DA My + Ao M) = AAL My + Ao M) AT = M AMI AT + A AMo AT = 11 ® 4 (M) + Ao @ 4 (Mo).

Lapplication ® 4 est donc linéaire.
(b) Soit (A, B, M) € 4, (R)3. Par propriété de la transposée d’un produit :

®a5(M) = ABM(AB)" = ABMBT AT =®,(BMB") = ® ,(®5(M).

Nous en déduisons que ® 4p = ® 40 Dp.

Q2. — (a) Par propriété de la multiplication matricielle et linéarité de la trace, pour tout (M;, M>, N) € ¥, (R)3, pour
tout (A1,A2) € R? :

(AlMl +/12M2, N) =T1‘((11M1 +/12M2)N) = Al Tr (M7 N) +12T1‘(M2N) = Al (M;, N) +AZ<M2, N).

Lapplication ( -, - ) est donc linéaire a droite.
(b) Par propriété de la transposée d'un produit, pour tout (M, N) € LR :

(M, N)=Tr(MN)=Tr(MN)") =Tr(N"M") =Tr (NM) = (N, M).

Lapplication ( -, - ) est donc symétrique.
(c) Pour tout M € %, (R), on calcule :

Lapplication ( -, - ) est donc positive.
(d) Une somme de réels positifs qui est nulle a tous ses termes nuls. Nous déduisons alors de (x) que si M € %, (R)
vérifie (M, M) alors tous les coefficients de M sont nuls. L'application ( -, - ) est donc définie.

Q3. — (a) Soit (M, N) € .%,(R)?. Par propriété de la trace d’'un produit :
(®4(M), Ny =Tr(AMATN) = Tr(MATNA) = Tr (M® 47 (N)) = ( M, ® 47 (N) ).

Par caractérisation de I'adjoint ®% = ® 4.
(b) Supposons que A€ O, (R). D’apres (a) :
q):k‘\:q)AT :(DAfl.

D’apres la question 1 :
DPpo®y-1 =P, =ide,R) = Py-10D4

donc @4 est un automorphisme de .%;,(R) d’inverse @ 4-1. Nous en déduisons :
= (@)
i.e. @4 est une isométrie vectorielle de %, (R). Puisque :
det(A) = +1 et det(®y) ==+1

nous savons |det(® )| = |det(A)]™*.

Q4. — (a) Lafamille:
B = (Ei,ihgign # (Ei,j +Ejvi)1<i<j<n

est une base orthonormée de %, (R).
(b) Supposons qu'il existe des réels 11,...,1,, tels que :

n
A=) AxEpp.
=1

Nous calculons, pour tout i € [1,7] :
®A(Ei ) = AT E;

12
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et, pour tout (i, j) € [1,n]> telque i < n:
(DA(Ei,j + Ej,i) =A; A] (Ei,j + Ej,i)-

Donc la base 28 est une base de vecteurs propres pour @ 4 et, des calculs précédents, nous déduisons que :

n n n
|det((DA)|:(n|/1i|2)( I1 M,-||Aj|)=(ﬂmi|2)/ I1 |Al~||A,-|:(Hmi|) IT 12l
i=1 1<i<j<n i=1 1<i#j<n i=1 1<i,j<n

Comme :

det(A)| = [[IAil et T =11 (lw 11 |Aj|) = [T (121" 1det(A)]) = Idet(A)*"
i=1 1 j=1

1<i,j<n i= i=1

il vient :
|det(® )| = |det(A)| \/Idet(A)[*" = |det(A)|"**.

(c) Supposons que A €.%,(R). Par théoréme spectral, il existe (B, D) € O, (R) x 2, (R) tel que :
A=PDP" =pPDP™\.

Alors det(A) = det(D) et d’apres la question 1 :
Dyp=PpodPpodp-1.

Toujours al’aide de la question 1 :
Ppodp-1 =0p, =idy,r) = Pp-10Pp

donc ®@p est un automorphisme de %, (R) d'inverse ®p-1. Nous en déduisons que :
®4=Dpodpo(Pp)!
puis det(® 4) = det(®p). Grace au résultat établi en (b) pour les matrices diagonales :

|det(®4)| = |det(®p)| = |det(D)|"*! = |det(A)|"*!.

Q5. — (a) La matrice AT A est symétrique réelle. Pour tout vecteur X non nul de .4, ; (R), le vecteur AX est non nul
(A est inversible) et :

XTATAX = || AX|*>0 [l - I est la norme euclidienne usuelle sur .41 (R)].

Lamatrice AT Aestdonc symétrique définie positive. Il existe donc des réels strictement positifs 11,...,1, et P € O, (R)
tels que :
AT A=PDiag(A1,...,A)P".

Posons :

S::PDiag(\//l_,...,\/)L_n)PT.

La matrice S est symétrique et vérifie S> = AT A. La matrice Q := AS™! est orthogonale :
QTQ=(5")"ATAS=(sT) ' ATAS=5"1ATAS=S!$257 = 1,

Nous en déduisons que :
A=QS

ol (Q,5) € On(R) x F(R).
(b) D’apres la question 1:
|det (@ 4)| = |det (Do Ds)| = |det(Pg)| Idet (@)].

D’apres les questions 3 et 4 :
|det(@g)| = Idet(@|™! et |det(®s)|=]|det(S)|"*!.

Nous en déduisons que :
|det (@ 4)] = Idet(Q)|"*" |det(S)|"*" = |det(A)|"*.

Q6. — Soit A€ 4, (R). D’apres la question 5, pour tout x € R\ Specg(A4) (complémentaire d'un ensemble fini) :

13
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|det(®a-x1,)| = Idet(A—xI,)|"*!.

Les applications :
R — R
x — det ((I)Afxln )

R — R

et x — det(A-xI,)

sont continues puisque polynomiales en x. Nous en déduisons que les applications :

R — R
x — |det(A—xI,)|"*!

R — R

x o— |det(@a,)]

sont continues. Comme ces derniéres coincident sur R\ Specg(A), qui est dense dans R, elles coincident sur R et en
particulier en 0. Ainsi :
|det (@) = [det(A)]"*.

14
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