LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

THEOREMES DE LEBESGUE ET INTEGRALES A PARAMETRE

par David Blottiere, le 12 janvier 2024 a 19h57
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§ 1. MISCELLANEES

ENONCE DE ’EXERCICE 1

. +00 xn
Etudier la limite éventuelle de f i dx lorsque n tend vers +co.
0o X

ENONCE DE I’EXERCICE 2

Soit f: Ry —— Ry une fonction continue intégrable surRy.

Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général u,, :=n f T+ 7
0

ENONCE DE L’EXERCICE 3

n 2 n +00 2
Q1. — Démontrer quef (1——) dt —— e ! dr
0 n n—+oo 0

n w2
Q2. — Démontrer, que pour tout n € N*, f (1 - —) dt=vn sin?"*(u) du.
0 n 0

/2
Pour tout n € N, posons Wy, := f sin”(r) dt.
0

QLILLI

n+l

Q3. — Démontrer que la suite (W,) ,en+ est décroissante, puis que pour tout n € N*, W45 = Py W,, et en déduire
n

un équivalent de W;,.

+00
7
Q4. — Démontrer quef e dr= g
0

S 2. CCINP

ENONCE DE ’EXERCICE 4

1. — Démontrer que pour tout n € N, la fonction: f,: t— —————
Q duep I 1+12+1the

- est intégrable sur [0, +ool.

+00 1 .
Q2. — Pour tout n €N, on pose u, := f To 2ot dt. Etudier la limite éventuelle de la suite de terme général
0 e

Up.

O
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ENONCE DE I’EXERCICE 5

On pose pour toutn € N :

1
etun::f fn(x) dx.
0

Q1. — Etudierla convergence simple, puis uniforme, de (f},) sen sur [0, 1].

Q2. — Déterminer la limite de la suite (uy,) ;eN-

ENONCE DE LEXERCICE 6

Q1. — Enoncer le théoréme de dérivation pour les intégrales a paramétre.

t

+00
2
Q2. — Démontrer que la fonction f: x— f e " cos(xt) dt est de classe €' surR.
0

Q3. — Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont f est solution.

ENONCE DE LEXERCICE 7

Soit f: R* —— R une fonction de classe €". Supposons f et f' intégrables sur [0 ; +ool.

+00o

Q1. — Soit x > 0. Déterminer la limite de la suite de terme général u,,(x) := f n cos(t) sin" () f(x1r) dr.
0

Q2. — Préciser le mode de convergence de la suite de fonctions de terme général u,, sur 10, +ool.

ENONCE DE LEXERCICE 8

xn

+00
Déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général f —
0 1+ xn*

ENONCE DE LEXERCICE 9

Pour tout n €N, posons :
10,1 — R
fn x2n+1 ln(x)
x2-1

Q1. — Démontrer que, pour tout n € N, f, estintégrable sur ]0,1].
1
On pose, pour toutn €N, J, := f fn(x) dx.
0

Q2. — Démontrer que la suite (J,,) ,en est convergente et déterminer sa limite.

1 & 1
Q3. — Démontrer que, pourtout n€N, Jy =~ ) —.
4 k=n+1 k
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ENONCE DE ’EXERCICE 10

Pour tout n € N, posons :

10,40 — R
fa . o n (1+%)
x(1+x?2)"
Q1. — Démontrer que, pour tout n € N*, f;, est intégrable sur ]0, +ool.

+00
Q2. — Démontrer que la suite de terme général f fn(x) dx converge vers une limite a préciser.
0

0
ENONCE DE 'EXERCICE 11
Soient a, b deux réels tels que0 < a< 1< b. Soit f € €¢1([a,b],R) telle que f(1) #0. Pour tout n € N, posons :
la,b] — R
X
L I AN
1+x"
Q1. — Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f;;) sen.
b 1
Q2. — Démontrer que f fn(x) f fx) dx.
a n—+oo J,
1 In(2
Q3. — Démontrer que f ) dx ~ Lf(l).
a n—+oo n
ENONCE DE ’EXERCICE 12
- : o o0 sin(nt) e S -
Vérifier que la suite de terme général Pl dt est bien définie, qu’elle converge et déterminer sa limite.
o n
)
ENONCE DE EXERCICE 13
Pour tout n € N*, posons :
R — R
4
In . n (1 x? )Zn
VT 2n?
Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d'un segment [a, b].
+00
Démontrer que f fn(x) g(x) dx g(0).
oo n—+0o
0
ENONCE DE UEXERCICE 14
+oo 1
Déterminer la nature de la série de terme général uy, := (—1)" f —— dx
o (1+x3)n
ENONCE DE ’EXERCICE 15
oo 14"
Démontrer I'existence et étudier la convergence de la suite de terme général f —_—
0 Vi+rn
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 16

Démontrer :

In?(x) o ("
j(; dx—22—(2n+1)3.

2
1+x =0

ENONCE DE ’EXERCICE 17

1
1+x"

1
Pour tout n €N, posons a,, := f
0

Q1. — Ftudier la convergence de la suite (@) nen.

1
Q2. — Déterminer un développement asymptotique de a,, avec une précision de I'ordre de o (—)
n

ENONCE DE ’EXERCICE 18

n
1
Pour tout n e N*, posons Hy, := Z %
k=1

Q1. — Démontrer que, pour tout € N* :

1 1 ll_xn+1 H
f x"In(1-x) dx=- f dx=——2*1
0 n+lJo 1-x n+1

Q2. — Démontrer que, pour tout € N* :

n
f (l_f)nln(x) dx:L (ln(n)_Hn+l)
0 n n+1

On rappelle que H,, e In(n) +y +0(1), oty désigne la constante d’Euler.

Q3. — Démontrer que :

+00
f e “In(x) dx=-y.
0

[ —
T'(1)

ENONCE DE ’EXERCICE 19

+00

Q1. — Soit n € N*. Démontrer que la fonction x — x e™"* est intégrable sur [0, +oo[ et calculer I, := f xe ™ dx.
0

+oo  @VX
Q2. — Calculer f dx apres avoir justifié I'existence de cette intégrale.

0 l-e V¥

ENONCE DE I’EXERCICE 20

Soient p, k e N*. Posons :
10,1] — R
X —  xP (n(x)*.

fp,k

1
Q1. — Démontrer que fp,k est intégrable sur ]0,1]. On pose : My i = j(; fp,k(x) dx.

Q2. — Exprimer M, en fonction de M), ;1.

1
Q3. — Soit n e N*. Exprimerf (xIn(x))" dx en fonction de n.
0
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Q4. — Démontrer que :
1 +00 (_1)n
f x*¥dx = Z —.
0 =0 (n+1)"
ENONCE DE I’EXERCICE 21

Pour tout n € N*, posons :

1

1 1 +00
Upi=| ——dx et V, :=f —_—
" fo (1+x3)" "Th (1+)"

Déterminer la nature des séries numériques » U, et Y V.

n>1 n>1
ENONCE DE IEXERCICE 22
Soit a € R. Pour tout n € N*, posons :
R+ I R
2sh(x) .
>
Jn . o Six 0
a six=0.
Q1. — Pour quelle valeur de a la fonction f;, est-elle continue?

Dans la suite de l'exercice, a désignera le réel pour lequel f,, est continue.
Q2. — Démontrer que pour tout n € N*, la fonction f;, est bornée.

Q3. — Démontrer que la fonction f;, est intégrable sur [0, +oco[, pour tout n > 2.

+00
Q4. — Pour tout n > 2, exprimer f fn(x) dx comme la somme d'une série.
0

ENONCE DE ’EXERCICE 23

2

1
Q1. — SoitneN*.PosonsIn::f :
0 x+ﬁ

Soit f € %9([0,1], R). Supposons que la fonction :

10,1] — R
fx)
o=y
est intégrale sur]0,1].
Q2. — Démontrer que la fonction :
10,1] — R
X
X —_— &
X
est intégrable sur ]0, 1].
Q3. — Pour tout n € N*, posons :
1
X
= /T 1 dx.
0 X+ 7

MPI-MPI* 2324

dx.

dx. Calculer I, et déterminer la limite de la suite (I;1),>1.

P 1
Etudier la convergence de la suite (J,,) ,en+ et déterminer un développement asymptotique de J;, de précision o (—)
n

O
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ENONCE DE I’EXERCICE 24

Posons :
10, +o00[ — R

f x  — +Zoo(—l) e vV,

n=0

+00
Démontrer que f est définie, continue et intégrable sur 0, +ool, puis calculer / f(x) dx.
0

ENONCE DE ’EXERCICE 25

+oo arctan(¢
Q1. — Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f: x — f T() dr.
0

) . .. . L *o0 arctan(t)
Q2. — Déterminer la limite de la suite de terme général
0

M+ l—3/2
O
ENONCE DE I’EXERCICE 26
Etudier le domaine de définition de la fonction :
too sin(xt
fix— [ e ! (xt) dr.
0 t
puis déterminer une expression simple de f.
ENONCE DE ’EXERCICE 27
Posons :
R — R
f . T sin(t)
o 1+cos2(xt)
1
Q1. — Calculer f )
Q2. — Donner une méthode pour calculer f(n), pour tout n € N.
Q3. — Lafonction est-elle continue (resp. uniformément continue) sur R?
ENONCE DE I’EXERCICE 28
Posons
R — R
f T
X — f cos(xcos(0)) d6.
0
Q1. — Démontrer que f est de classe € sur R.
Q2. — Pour tout x € R, calculer x [ (x) + f'(x) + x f (x).
O
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ENONCE DE I’EXERCICE 29

Posons :
R — R

f Pl

x ———
o 1+1¢t*

Q1. — Démontrer que f est bien définie et que pour tout x € R, f(x) + f(—x) = 1.
Q2. — Calculer f (k) pour k€ {-2,-1,0,1,2}.
Q3. — Frtudier les limites éventuelles de f en —oo et en +oo.

Q4. — Déterminer un équivalent de f(x) — 1 quand x tend vers +oo.

Q5. — Démontrer que f est convexe sur R; et concave sur R_.

O
ENONCE DE L’EXERCICE 30
Soit f € €°(R,R) une fonction bornée. Posons :
R — R
+00
1 x — f e ! fx—1) dr.
—00

Q1. — Démontrer que f est définie et de classe €2 sur R.

Q2. — Exprimer g” en fonction de g et de f.
0

ENONCE DE ’EXERCICE 31

Posons :
/2
f: x—»f (sin(2))* dt.
0

Q1. — Démontrer que f est définie et continue sur ] —1, +ool.
Q2. — Calculer f(1).

Q3. — Démontrer que, pour tout x > —1,
(x+2) f(x+2)=(x+1) f(x).
Q4. — En déduire un équivalent de f(x) en —1%.

Q5. — Démontrer que f est de classe €Lsur]—1,+ool.

Q6. — Démontrer que :

/2 /2 /2 5
f In(sin(1)) dtzf In(cos(#)) df = lf 1n(sm(2t)) dr.
0 0 2 Jo 2

Q7. — En déduire f'(0).

ENONCE DE I’EXERCICE 32

Etudier les variations de la fonction f définie par :

10,+0c0[ — R
+00
f x . f cos(t) dr.
0 t+x



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

ENONCE DE I’EXERCICE 33

Notons f la fonction définie par :

10,+oo[ — R

2
f +ooe—tx
e [T
0 1+

1
Q1. — Calculer f(0) al’aide du changement de variables u = T

Q2. — Etudier les variations de f et déterminer sa limite en +oo.

ENONCE DE I’EXERCICE 34

Posons :
]-1,400[ — R

|
f x — f—txdt
o In(f)

Q1. — Démontrer que f est bien définie et de classe € Lsur]—=1,+oo] et calculer f.

Q2. — En déduire une expression de f(x).

§ 3. TPE

ENONCE DE I’EXERCICE 35

Etablir la convergence et déterminer la valeur de I'intégrale :

f+°° sin(2x) — sin(x) die
0 x ’

ENONCE DE ’EXERCICE 36

Démontrer :

f+°° sin(x) d T 1
o e*-1 sn2+l’

ENONCE DE I’EXERCICE 37

Notons f la fonction définie par :

10,4+o00[ — R
f X — f+oo —Sln(t) e_)” dt
0 t

4 PP 1 o /
«— > .
Q1 Démontrer que f est définie et de classe € sur Ry et expliciter f

Q2. — En déduire une expression simple de f.

MPI-MPI* 2324
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ENONCE DE I’EXERCICE 38

Soientne N* et: )
I;: x— fo m dr
Q1. — Quel est'ensemble de définition 2,, de I, ?
Q2. — Calculer I; (x), pour tout x € 2.
Q3. — Démontrer que I, est de classe €1 sur 10, +oo| et calculer I,
Q4. — Trouver une relation simple entre I, et I;4].

Q5. — En déduire une expression de I,,(x), pour tout x € &,,.

ENONCE DE I’EXERCICE 39

Soit P € C[X] un polynéme non constant. On souhaite démontrer que P admet au-moins une racine (théoreme de
d’Alembert-Gaufs). Raisonnons par l'absurde et supposons que P ne possede aucune racine complexe.

Posons :
R+ —
2n 1
L P f ——do.
o P(rei)
Q1. — Démontrer que I est de classe €' surR,.

Q2. — Démontrer que I est constante.

Q3. — Etudier la limite éventuelle de I en +oo. Conclure.

ENONCE DE ’EXERCICE 40

Q1. — Déterminer ’ensemble de définition de la fonction :

+ arctan(xt)
X— dr
I f (1+ t2

Q2. — Etudier la dérivabilité de f et déterminer une expression de f”.

Q3. — Déterminer une expression simple de f.

§ 4. MINES-TELECOM

ENONCE DE ’EXERCICE 41

Q1. — Pour tout (n, k) e N* x N, calculer :
+o00o
Tnk :=f xFe " dx.
0

+00 x3 e X
Q2. — Déterminer un équivalent en +oo de f — dx.
0 1+x
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§ 5. ENSAM
ENONCE DE I’EXERCICE 42
Posons :
10,00 — R
+00 e—tx
R
0 1+¢2
Q1. — Démontrer que f est bien définie et de classe €*° sur R}.

1
Q2. — Vérifier que f est solution sur R} de I'équation différentielle y" + y = —.
X

O
§ 6. NAVALE
ENONCE DE ’EXERCICE 43
+00 e~ tx
Q1. — Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f: x— f dt.
0 V1+1¢2
Q2. — Que dire de la régularité de f?
Q3. — Déterminer la limite de f en +oo.
O
§ 7. CENTRALESUPELEC
ENONCE DE UEXERCICE 44
+00
Déterminer la limite de la suite de terme général f e sin (1) dr.
0
O

ENONCE DE I’EXERCICE 45

Notons E l'ensemble des fonctions f € €°(R",R) telles qu'il existe a € R
tel que la fonction t — e~ ! f () soit intégrable surR*.

Pour toute fonction f € E, on pose, sous réserve d’existence :

R — R

+00 5
£ p o— Pl e Pt de [transformée de Laplace] .

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

Q1. — Soit f € E. Démontrer qu'il existe a € RU{—oo} tel que pour tout p > ay, t — (1) e"*' soit intégrable sur R",
et pour tout a < ay, t — f(£) e”* ne soit pas intégrable sur R*.

Q2. — Calculer ayr et Z(f) pour:

R+ - R
f ‘ t — Vi
Q3. — Soit (n,a) € N x R. Calculer ar et Z(f) pour:
R — R
f ’ ; — theat

et comparer, pour tout p > ar, £ (f)(p) et pZL(f)(p) — f(0).

10
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Q4. — Soit (a,p) € R2. Soit (1, @) € N x R. Calculer ar et Z(f) pour:

RJr - R
r —  e% cos(f)

f

et comparer, pour tout p > ar, £ (f)(p) et pZL(f)(p) — f(0).

at soit bornée surR.

Soit f € €' (R*,R). Supposons qu'il existe a € R tel que la fonction t — f(t) e~
Q5. — Démontrer que £ (f’) est définie sur ]a, +ool.

Q6. — Démontrer que, pour tout p > a:
f(e Pt ——o.

[—+o00
Q7. — Démontrer que Z(f) est définie sur ]a, +ool.
Q8. — Lier Z(f) et Z2(f").
§8. X
ENONCE DE ’EXERCICE 46
Soitp € ¢ (R,R) une fonction bornée sur R.
+00 3
Déterminer la limite de la suite ( f L(p(x) )
0o (1+n2x2%)2 neN

ENONCE DE ’EXERCICE 47

o0 In(t)

Déterminer su f ——
P { 0 12+ x2

dt : xeRi}.

ENONCE DE ’EXERCICE 48

Posons :

+00 e—L‘x
f: x-—»/ —— d.
0 V24t

MPI-MPI* 2324

Déterminer I'ensemble de définition de f, étudier sa continuité, sa dérivabilité, sa limite éventuelle en +oo, et

déterminer un équivalent de f en +oo.

ENONCE DE ’EXERCICE 49

T2 n(1 +
Soit a €]0, 1[. Calculer[ w dx.
0 cos(x)

ENONCE DE ’EXERCICE 50

Soienta>1letb>1. Calculerf

”ln(b—cos(x)) dx
0

a— cos(x)

11
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ENONCE DE I’EXERCICE 51

Soit f € €°(R",R). On suppose que I'ensemble D des réels x tels que l'in-
tégrale

+o00o
L(Hx):= f fme™* dr  [transformée de Laplace]
0

soit convergente est non vide.

Q1. — Quelle est la forme de 22

Q2. — Si Z(f)(x) = 0 pour tout x € [a, +oo[, ol a est un certain réel,

Démontrer que £(f)(x) = 0, pour tout x € 2. Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

ENONCE DE ’EXERCICE 52
Q1. — Démontrer que pour tout a € R, I'intégrale :

+oo o=t 4
I(a) = —e
(a) fo 77 e

2 /4t dr

est définie.

Q2. — Calculer I(a), pour tout a € R.

ENONCE DE I’EXERCICE 53

Soit b € |0, % [. Déterminer un équivalent de :

b L2
f sin() e g
0

quand x tend vers +oo.

ENONCE DE I’EXERCICE 54
Soitla, b[ un intervalle deR, avec a < b.

Soit une fonction f: 1a, bl—— R positive et de classe €2, admettant un unique maximum en c €a, b[. On suppose
en outre f"(c) #0.

1
Soit une fonction ¢: la, b[ R continue, a valeurs strictement positives telle que f fX)p(x) dx existe.
0

b
Trouver un équivalent de f M (xX)e(x) dx.
a

§ 9. ENS

ENONCE DE I’EXERCICE 55

/2

Déterminer un équivalent de f sin (") dr.
0

12
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