LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

par David Blottiere, le 5 janvier 2024 a 21h27
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§ 1. MISCELLANEES

ENONCE DE I’EXERCICE 1

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions de terme général :

0,11 — R
X — x"(1-x).

fn

ENONCE DE L’EXERCICE 2

Soit un réel a > 0. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions de terme
général :

0,1 — R
X — n%x(1-x)".

In

ENONCE DE ’EXERCICE 3

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions de terme général :

01 — R
fn { x"In(x) six€]0,1]
x — .
0 six=0.

ENONCE DE ’EXERCICE 4

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions de terme général :

0,1] — R
fn[] ,

X — nce Y,

ENONCE DE EXERCICE 5



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

Soit I un intervalle de R. Notons E l'espace vectoriel des fonctions bornées de I dans C. Pour tout f € E, posons :

||f||oo:=su1? |f)].

Q1. — Démontrer que || - ||oo €St une norme sur E.

Q2. — Soit (gn)neN une suite de fonctions de I dans C convergeant uniformément sur I vers une fonction g. On
suppose que pour tout 7 € N, g, est bornée. Démontrer que g est bornée.
|

ENONCE DE LEXERCICE 6

Soit I un intervalle non vide deR.
Q1. — Démontrer qu'une série de fonctions normalement convergente sur I est uniformément convergente sur 1.
Q2. — Soit R > 0. Pour tout n €N, on pose :
2
n n
fn:ix— " x".

La série de fonctions Z fn est-elle uniformément convergente sur l'intervalle [-R, R] 2
n=0

ENONCE DE L’EXERCICE 7

Soit (fn) neN Une suite de fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles. On suppose qu'il existe une fonction continue
f: la, b] — R telle que la suite de fonctions ((fn) | [a'b[)

fb).

| converge uniformément vers f|(q,b[-
ne

Q1. — Démontrer que f,(b)

n—+oo

Q2. — En déduire que la suite de fonctions ( f),,.y converge uniformément vers f.

ENONCE DE I’EXERCICE 8

Soit(fn) e Une suite de fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles. On suppose que la suite de fonctions (f,) ,en
converge uniformément sur [a, b], vers une fonction f.

Démontrer que :

sup f(x).

x€la,b]

sup fr(x)

x€la,b]

n—

apres avoir justifié I’existence des nombres en jeu.

ENONCE DE I’EXERCICE 9

Soit (f,,) neN Une suite de fonctions définies sur [a, b, a valeurs réelles. On sup-
pose que :

(H1) la suite de fonctions (f,,)neN converge simplement sur [a, b] vers une
fonction f;

(H2) la fonction f est continue sur [a, b] ;

(H3) pour toutneN, la fonction f,, est croissante sur [a, b].

Démontrer que la suite de fonctions (f;,) nen Converge uniformément vers f.
Il s’agit d'un théoréme d a Dini. Ulisse Dini (1845-1918)

ENONCE DE I’EXERCICE 10

+00
Calculer Z ne "™, pour tout x > 0.
n=0
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ENONCE DE ’EXERCICE 11

Posons, pour tout nombre entiern > 2 :

10,+o00[ — R
X e*ﬂx
I X — .
In(n)
+00
Démontrer que Z fn est bien définie sur [0, +ool, est de classe € 1 sur 10, +oo[, mais n’est pas dérivable en 0 a
n=2
droite.
O
ENONCE DE UEXERCICE 12
Posons :
+00 1
(ix— ) — [fonction zéta de Riemann] .
n=1"1
Q1. — Déterminer 'ensemble de définition de la fonction (.

Q2. — Démontrer que ( est de classe €*° sur ]1, +oo].

Q3. — Calculer liIP {(x), en justifiant son existence en cours d’étude.
X—+00

Q4. — Calculer lim {(x), en justifiant son existence en cours d’étude.
x—1* Bernhard Riemann (1826-1866)

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Soit f € 6([0,1],R). Pour tout n € N, notons :

0,1] — R
x  — x"fx).

fn

Démontrer que la suite de fonctions ( fn) neN Converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f(1) = 0.

ENONCE DE ’EXERCICE 14

Soit ( fn)neN une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles, convergeant simplement sur [a, b] vers la
fonction nulle. On suppose que pour tout x € [a, b, la suite numérique (f;,(x)) nen est décroissante.

Q1. — Justifier que:
VvneN, 3Fx,elabl, folxy)= sup fu(x).

x€la,b]

Q2. — Démontrer que la suite numérique (f,(x,)) ,en converge. Notons ¢ sa limite.
Q3. — Justifier que la suite numérique (x,) zen possede une valeur d’adhérence x.
Q4. — Démontrer que :

VneN, 0<4< f(x).

Q5. — Démontrer que la suite de fonctions (f;) 1eN Converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, b].
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Q6. — Soit (g,),cy une suite de fonctions de [a, b] dans R. On sup-

pose que : ( \
-

(H1) la suite de fonctions (gn)neN converge simplement vers une i‘i 2
i

fonction g sur [a, b];

(H2) pour tout n €N, la fonction g, est continue sur [a, b];

(H3) lafonction g est continue sur [a, b];

(H4) pour tout x € [a, b], 1a suite numérique (g,(x))nen est décrois-
sante.

Démontrer que la suite de fonctions (g,),,.y converge uniformément

vers g. Il s’agit d'un théoreme dii a Dini. Ulisse Dini (1845-1918)

ENONCE DE ’EXERCICE 15

Soit I un intervalle deR, soit (fy) neN Une suite de fonctions continues sur I a valeurs réelles, convergeant uniformé-

ment sur I vers une fonction f. Soit g: R — R une fonction uniformément continue.
Q1. — Démontrer que la suite de fonctions (go f;) LeN Converge uniformément vers go f sur I.

Q2. — Est-ce le cas si g est seulement supposée continue?

ENONCE DE ’EXERCICE 16

Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que :

b
VneN, f flx)x™ dx=0.
a

Démontrer que f est nulle.

§ 2. CCINP
ENONCE DE I’EXERCICE 17
Posons, pour toutn €N :
R — R
fn X — L e—n2x2
VT

Q1. — Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) ,cx-

Q2. — Démontrer que pour tout a > 0, cette suite de fonctions converge uniformément sur les intervalles ] — oo, —al

et [a, +ool.

Q3. — Converge-t-elle uniformément sur ]0, +oo[?

ENONCE DE ’EXERCICE 18

On pose, pour tout n e N* :
X —-X
2 ne* +xe
x— (X + 1)
I n+x

Q1. — Démontrer que la suite de fonctions ( fn) LeN: converge uniformément sur [0, 1].

Q2. — Justifier I'existence de :
X

1 ne* + xe~
lim f (x®+1) dx.
0

n—-+oo n+x
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et la calculer.

ENONCE DE ’EXERCICE 19

Soit I un intervalle de R, soit (f;,) neN Une suite de fonctions de I dans R convergeant simplement vers une fonction
f: I — R. On suppose qu'il existe une suite (x,) nen d'éléments de I telle que la suite (f,,(x,) — f(x,)) nen ne converge
pas vers Q.

Q1. — Démontrer que la suite (f;,) Len D€ converge pas uniformément vers f sur /.
Pour toutn €N, on pose :
f sin(nx)
T X —_— .
" 1+ n2x?
Q2. — Etudier la convergence simple de la suite (f;,) ,cx-
Q3. — Etudierla convergence uniforme de la suite ( fn) heN SUT un intervalle [a, +ool (avec a > 0) puis sur ]0, +ool.

O

ENONCE DE I’EXERCICE 20

Soient a et b des nombres réels tels que a < b.

Q1. — Soit (f) ,ey Une suite d’applications de [, b] dans R, soit x € [a, b]. On suppose que la suite ( f),,.y COnverge
uniformément sur [a, b] vers une fonction f et que pour tout n € N, la fonction f;, est continue en xy. Démontrer que
f est continue en xp.

Q2. — Pour tout n € N et tout x € [0, 1], posons :
gn(x) =x".

La suite de fonctions (g,), .y converge-t-elle uniformément sur [0,1]2

ENONCE DE ’EXERCICE 21

Q1. — Soit (fy),cy une suite de fonctions continues sur [a,b] a valeurs réelles. On suppose que la suite (f;)
converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f. Démontrer qu’alors la suite de terme général :

neN

b
f fn(x) dx
a

b
converge vers f f(x) dx.
a
Q2. — Justifiez que ce résultat peut étre utilisé pour les séries de fonctions puis démontrer que :

1/2 (400 " oo q
j(; (Zx )dxzznzn.

n=0 n=1

ENONCE DE ’EXERCICE 22

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par, pour tout n € R* :

tn x — ln(1+f)—f.
n/ n
On pose, lorsque la série converge :
+00
S(x):=) ln(1+%)—$].

n=1
Q1. — Démontrer que S est définie et dérivable sur [0, 1].

Q2. — Calculer S'(1).
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ENONCE DE ’EXERCICE 23

On considere la série de fonctions Y _ f,, ol pour tourn €N :

(_l)nx".

fn; X —

Q1. — Ftudier la convergence simple de cette série.
On note 2 l'ensemble des réels x pour lesquels cette série converge.
Q2. — Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série de fonctions sur 2.

Q3. — Lafonction:

est-elle continue sur 27?

ENONCE DE ’EXERCICE 24

Pour tout n € N, posons :

Q1. — Etudier la convergence simple de la suite (f;,),,.y sur R.
Q2. — Etudierla convergence uniforme de ( fn) L SUT tout segment [—a, al, avec a > 0.

Q3. — Démontrer que la convergence n’est pas uniforme sur R.

ENONCE DE ’EXERCICE 25

1
Q1. — Soit x > 0. Démontrer que la série de terme général h(nx) converge.
ch(nx

Q2. — Démontrer que la fonction :
R>0 - R

+00
f X — 1
=0 ch(nx)

est continue.

Q3. — Démontrer que la fonction x — x? f(x) se prolonge par continuité en 0.

ENONCE DE I’EXERCICE 26

Pour tout n € N*, posons :
(_l)n—l x
fn. X’—>Tln(1+;).

Q1. — Ftudier la convergence simple, la convergence uniforme, de la série de fonctions Z fnsurR}.
n>1

+00
Q2. — Etudier la limite éventuelle de Z fn(x) lorsque x tend vers 0*.
n=1
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ENONCE DE I’EXERCICE 27

On considere la fonction :

Q1. — Démontrer que la fonction S est définie et continue sur R;..
Q2. — Démontrer que la fonction S est de classe €' sur R*.

Q3. — Démontrer que la fonction S n'est pas dérivable en 0 a droite.

ENONCE DE I’EXERCICE 28

Soit [a, b] un segment deR, avec a < b. Notons (fy) neN Une suite de fonctions sur [a, b] telle que fj € €°(la, b],R) et,
pour toutneN et tout x € [a, b] :

fori(0) = f fult) dt.

Q1. — Démontrer que la série de fonctions de terme général f;, converge normalement sur [a, b].

Q2. — Déterminer la somme de cette série.

ENONCE DE I’EXERCICE 29

Déterminer le domaine de définition de la fonction :
+00 X

X _—
f n=1 n*

puis étudier la continuité et la dérivabilité de f sur ce domaine.

0
ENONCE DE ’EXERCICE 30
Pour tout entier naturel n > 2, posons :
0,1 — R
Un x"(1-x)
X e —_—_—
In(n)
Etudier la convergence de la série de terme général u,,.
ENONCE DE EXERCICE 31
Pour tout n € N, posons :
R, — R
1
fo X — )
1+e*
Q1. — Etudier la convergence de la série de terme général f;,.
+00
Q2. — Démontrer que 'application Z fn est continue sur RY.
n=0
0

ENONCE DE I’EXERCICE 32
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Posons, pour tout n € N* :

R>0 - R
o 1

X —_—

n+n2x’

Q1. — Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur R.
n>1

Q2. — Soit a > 0. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [a, +oo[. En déduire que la

n>1
+00
fonction Z fn est continue sur R..
n=1
+00
Q3. — Déterminer la limite, ainsi qu'un équivalent simple, de Z fn(x) quand x tend vers +oo, puis quand x tend
n=1
vers 0.
0
ENONCE DE ’EXERCICE 33
Posons, pour toutn €N :
10;+00[ — R
1"
fn X . (-1 ‘
nx+1

Q1. — Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur 0, +ool.
n=0

Q2. — La série de fonctions Z [fn converge-t-elle normalement sur un segment de ]0, +00[?

n=0
Q3. — Alaide d’'une majoration du reste, démontrer que la série ) _ f,, converge uniformément sur tout intervalle de
la forme [a, +oo[, avec a > 0.

Pour tout x > 0, notons :
+00 (_1)71

f:=)

n=0

nx+1
Q4. — Ecrire f comme somme d’une série convergeant normalement sur tout intervalle de la forme [a, +oo[, avec
a>0.

ENONCE DE ’EXERCICE 34

Notons, pour toutne N* :

R — R
In| =p"!
vn?+x?
+00
Q1. — Démontrer que Z [ est bien définie sur R. La série de fonctions Z fn converge-t-elle normalement?
n=1 n>1

Q2. — Démontrer a I’'aide du reste, que la série de fonctions Z [fn converge uniformément.
n=1

+00
Q3. — Déteminer la limite de ) f;,(x) en +oo.
n=1

ENONCE DE ’EXERCICE 35

Notons, pour tout n € N* :
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R — R
fn (-D"1x
X _—.
n+ x2

Q1. — Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur R. Converge-t-elle normalement sur R?
n>0

Q2. — Démontrer, al'aide du reste, que la série de fonctions Z fn converge uniformément.
n=>0

+00
Q3. — Démontrer que la fonction Z fn est continue.
n=1

ENONCE DE ’EXERCICE 36

Posons :

Q1. — Déterminer le domaine de définition de f.
Q2. — Démontrer que f est de classe €' sur son domaine de définition.

Q3. — Etudier la limite éventuelle de f(x) quand x tend vers 1.

ENONCE DE ’EXERCICE 37

Donner l'ensemble de définition de la fonction :
+00
frx— ) e ™,
n=0

Etudier la continuité de f et déterminer liIP f(x), en justifiant son existence en cours d’étude.
X—+00

ENONCE DE ’EXERCICE 38

Soitae]—1,1[. Posons :
R — R

f +00
x — ) sin(a"x).
n=0

Démontrer que f est bien définie et de classe €.

§ 3. NAVALE

ENONCE DE ’EXERCICE 39

Pour tout n €N, posons :

R+ - R
Un _x
1+n2x

o) . . . . !
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites (i) ey €t (u),) neN-
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ENONCE DE I’EXERCICE 40

Posons :
R>0 - R R>() — R
+o00o 1 et +00 1
Me — L flx — P
Q1. — Ftudier la limite éventuelle de f(x) quand x tend vers 0*.

Q2. — Ftudier la limite éventuelle de g(x) quand x tend vers +co.

S 4. TPE

ENONCE DE ’EXERCICE 41

Q1. — Donner '’ensemble de définition de la fonction :
+00 5
fro— ) x".
n=0

Q2. — Donner un équivalent de f(x) quand x tend vers 1, sachant que :

+oo
T
f et dt:£.
0 2

On pourra utiliser une comparaison série-intégrale.

§ 5. CENTRALE

ENONCE DE ’EXERCICE 42

Q1. — Rappeler le théoréme d’approximation uniforme de Weierstrass.

Dans toute la suite de l'exercice, on considere un réel a €]0,1[ et une fonction f: [0,a] — R continue telle que

f(0)=0.

Q2. — Démontrer que :

Ye>0, VYneN, IPeR[X], Vxe[0,al, |P(x")-f(x)|<e.

d d
Q3. — Soient neN*, Q = Z by X e R[X] et R= Z Lbi] X**. Démontrer que:
k=1 k=1

n

1-a’

Vxel0,a]l, |Q(x)-Rx)<

Q4. — Etablir 'existence d’une suite de polynomes a coefficients entiers convergeant uniformément sur [0, a] vers f.

Q5. — Soit g € €°([0,al,R). A quelle condition existe-t-il une suite de polynémes a coefficients entiers convergeant
uniformément vers g sur [0, a]?

Q6. — Soient £ >0, (X1,...,%,) € [0,a]" et h € €°([0, al, R). Etablir I'existence d'un polynéme P € R[X] tel que :

(Vxel0,al, [P)-hWwI<e) et (Yie[l,n], P(x;)=h(x;).)

ENONCE DE ’EXERCICE 43

10
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Posons :

R — R

P | x — infl|x—n|=dx,Z).
nez

Q1. — Démontrer que ¢ est continue sur R.

Q2. — Tracer la courbe représentative de ¢.

Soit la fonction :

R — R
f . Jio ( Z ) n o4 ). [fonction de Takagi)
n=0

Q3. — Démontrer que f est définie et continue sur R.

1
Q4. — Posons, pour neN, h,, = CWTE Démontrer que :

'f(hn)—f(O)'>3”“—3
hy, - 2

Teiji Takagi (1875-1960)

En déduire que f n’est pas dérivable en 0.

Q5. — Démontrer que f n'est nulle-part dérivable.

§ 6. MINES PONTS

ENONCE DE ’EXERCICE 44

Q1. — Déterminer le domaine de définition de la fonction :

P Jio VxIn(n)

>
no1 1txn

Q2. — Déterminer la limite éventuelle, puis un équivalent, de f(x), quand x tend vers +oo et quand x tend vers 0%.
O

ENONCE DE ’EXERCICE 45

Soit R(X) une fraction rationnelle a coefficients complexes de degré strictement négatif, ne possédant aucun pole
dansZ.

Q1. — Etudier la définition de la fonction :

+o0 :
f:x— Y R(n)e'"™ .
n=0
Q2. — FEtudier sa continuité.

ENONCE DE L’EXERCICE 46

Posons :

R\Z™ —

~
+
8
:‘hw

3

I

o

Eol

i

(=]
=
+
=

Q1. — Démontrer que f est bien définie.
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Q2. — Démontrer que :
B +0oo (_1)n
VxeR\Z", fx)=e) ————.
o N (x+n)

Q3. — En déduire que f estde classe € sur R\Z".

0
ENONCE DE ’EXERCICE 47
Posons :
+00 xl’l
fix— -
n=1 1-x
Q1. — Déterminer le domaine de définition de f.
Q2. — Frtudier la continuité de f.
Q3. — Déterminer un équivalentde fen1™.
0
ENONCE DE 'EXERCICE 48
Posons
R\Z — R
+00 1 N 1
f x — = lim .
nimoo (X+1)2 " N—+oo 2=\ (x+n)?
Q1. — Démontrer que f est bien définie sur R\ Z. Est-elle périodique?
Q2. — Etudier la continuité de f.
Posons :
2
X— ——.
g sin? ()
Q3. — Déterminer le domaine de définition de g.
Q4. — Démontrer que la fonction h := f — g admet un prolongement continu R.
Q5. — Démontrer que :
X x+1
vxeR, h(5)+n (—) = 4h(x).
2 2
En déduire que f = g.
0
ENONCE DE ’EXERCICE 49
Posons fy la fonction nulle sur Ry et pour toutne N :
R+ - R
fn+1 . /x L fn x)
Q1. — Soit x € R;. Déterminer la limite ¢(x) de la suite (f;,(x)) seN-
Q2. — Etudier la convergence uniforme de (), Sur Ry
Q3. — Soit (x,n) € Ry x N. Démontrer que :
| fn(x) = £(x)]
1) =) | < —F————.
|fn+ | 2 f n+1(X)
Que peut-on en déduire sur la suite de fonctions (f;,) neN ?
0

12
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ENONCE DE I’EXERCICE 50

Posons :
+00 9
f: X — Z ﬁ
n=1% n

Déterminer 'ensemble de définition de f, puis étudier la continuité de f sur son ensemble de définition et les
limites éventuelles de f aux bornes de son ensemble de définition.

ENONCE DE L’EXERCICE 51

Pour tout n €N, posons :

R+ - R

n+x
X — arctan( )
1+nx

Jn

Etudier la convergence simple et uniforme sur R, de la suite de fonctions (f,,) ,ex-

§ 7. X
ENONCE DE I’EXERCICE 52
Posons :
[0;1] — R
! ' x — 2x(1-x).

Q1. — Démontrer que la suite de fonctions (") ,en converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

0,11 — R
six€{0,1};

0

8 X — 1 .
- si0<x<l1.
2

1
Q2. — Démontrer que la suite de fonctions (f”"),en converge vers la fonction constante 3 uniformément sur tout
segment de ]0, 1.

Q3. — Soient a, b tels que 0 < a < b < 1. Démontrer que I'ensemble des fonctions polynomiales a coefficients entiers

est dense dans €°([a, b)).
0

ENONCE DE ’EXERCICE 53

Soit (f») neN Une suite de fonctions de R dans R, convergeant simplement vers une fonction f. On suppose que :

Ve>0, VneN, 3IL,c(n+oolfini, VxeR, FieL, |f(x)-fix)|<e.

Q1. — Lasuite (f;,),,.y converge-t-elle nécessairement uniformément vers f?

Q2. — Soit xp € R. On suppose que, pour tout n € N, f, est continue en xy. Démontrer que f est continue en xp.

ENONCE DE I’EXERCICE 54

Posons :

13
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[0,1] — R
X — 1

fo

et, pour toutn €N :

01 —

R
fn+1 fx
— 2 w0 dt.
. Vinol

Etudier la suite de fonctions (f;,)

MPI-MPI* 2324

nenN-
0
§ 8. ENS
ENONCE DE I’EXERCICE 55
Pour tout n € N, posons :
1 n n
fnix— ax (1-x)".
Q1. — Démontrer que :
vkeN, £ ez
Q2. — Soit p e N*. En considérant :
1
f p2n+1 eprn(x) dx
0
démontrer que e” est irrationnel.
Q3. — Par une méthode similaire, démontrer que 72 est irrationnel.
ENONCE DE I’EXERCICE 56
Q1. — Soit f € €'([0,1],R) une fonction croissante. Démontrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions

polynomiales croissantes.

Q2. — Reprendre la question précédente en supposant uniquement f continue et croissante.

ENONCE DE ’EXERCICE 57

Q1. — Démontrer que la fonction :

R — R

f 1t sin (2" x)

x n
n=0 2
est définie et continue sur R.

Q2. — Ftudier sa dérivabilité en 0.
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