LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

FAMILLES SOMMABLES

par David Blottiere, le 10 décembre 2023 a 16h42
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§ 1. MISCELLANEES

ENONCE DE ’EXERCICE 1

1
La famille (—2) est-elle sommable?
reQx,

ENONCE DE ’EXERCICE 2
1 1
n® mb’

Pour quelles valeurs de a et B la famille (1, ;) (n,m)eN* xN* €st-elle sommable?

Soit (a, B) € R%. Pour tout (n, m) € N* x N*, posons Uy, m =

ENONCE DE LEXERCICE 3

Soit @ € R. On s'intéresse a la sommabilité de la famille (—a) .
(n+1m)% ) (5, myen+xN*

Q1. — Soit p > 2. Déterminer le cardinal de I'ensemble fini I, = {(n, meN*xN*: n+m= p} En déduire que la
1

valeur de la somme Z W
n+m

(n,m)el,

Q2. — Démontrer que la famille ( est sommable si et seulement si a > 2.

+m)% )(n,m)eN* xN*

ENONCE DE L’EXERCICE 4

. 1
Q1. — Démontrer que la série Z ——— converge et calculer sa somme.
n>o Nn— 1)

Pour tout couple (n, m) € N2, notons :
1 ;
— sinz>m+1
n
Un,m =

0 sin<m.

Q2. — Soit m € N. Démontrer que :

|
k=m+1 m: k=m+2

LN | 1 n 1
Vn>m+2, Z ﬁg— 1+ Z m .

. . . 2
Q3. — En déduire que, pour tout m € N, la série E Un,m converge, et que sa somme est majorée par —-
m!
n=0
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+00 +o00 +00 1
Q4. — Démontrer que la série de terme général ) — converge, puis que > —=e.
n=m+1 1t m=0n=m+1 1%

ENONCE DE LEXERCICE 5

Soit I un ensemble dénombrable. Pour tout p > 1, nous notons € (I,C) l'ensemble des familles de complexes dont la
puissance p-iéme est sommable :

OP(1,C):={(ui)ie; € C' : lafamille (|u;|P),., est sommable}.

Q1. — Soient (1;)cr, (Vi)ics € £2(1,C). Démontrer que (u; v;);c; € £ (I,C).
Q2. — Montrer que £?(I,C) est un sous-espace vectoriel de C’.
Q3. — Soit (4;)es € £1(I,C). Démontrer que J:={i €I : |u;| > 1} est fini.

Q4. — En déduire que ¢'(I,C) c £%(I,C).

ENONCE DE L’EXERCICE 6

Soit z € C tel que |z| < 1. Pour tout n € N*, notons d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

Démontrer :
+00 Zn +00
Y —— =2 dm-z".
ns1l-2 n=1
ENONCE DE 'EXERCICE 7
+00 +00
On rappelle que les sommes nZl 3z et 2 vy sont notées respectivement ((2) et { (4).

Q1. — Notons I = {(n,m) eN* xN* : n divise m}. Exprimer )_ -
(n,m)el

al’aide de {(2) et {(4).

Q2. — Notons, pour tout d € N*, J; := {(n,m) e N* xN* : n A m = d}. Démontrer que :

(er=y Y -

22"
d=1 (n,m)ejy n m

;2 al’aide de {(2) et {(4).

3. — Exprimer
Q p X

(n,m)e],

ENONCE DE L’EXERCICE 8

Etant données deux famille sommables de complexes u = (Up) nez €tV = (Vy) nez, POSONS :

u*v:(z ukvn_k) .
nez

keZ

Q1. — Démontrer que la loi x est bien définie et que :

VY (U= (Un)nez, V= Wn)nez) € 01 (Z,C)%, uxvel'(Z,0) et Z(u*v)n=(2un)~(2vn).

nez nez nez

Q2. — Démontrer que la loi * possede un élément neutre.

Q3. — Lensemble ¢1(Z,C) muni de la loi x est-il un groupe?
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ENONCE DE I’EXERCICE 9

Soit (uy) neN une suite réelle de carré sommable, i.e. telle que la série Z ufl converge.
n=0

Q1. — Démontrer que pour toute o € S(N), la série Z Up - Ug(n) CONVErge.
n=>0

+o00
Q2. — Calculer inf{ Up - Ugn) * UEG(N)}.
n=0

§ 2. CENTRALESUPELEC

ENONCE DE ’EXERCICE 10

Soit Z U, une série semi-convergente (i.e. convergente mais non-absolument convergente) de nombres réels.

n=0
+00
Démontrer que pour tout ¢ € R, il existe o € (N) telle que Z Ugn) =Y.
n=0
§3. X
ENONCE DE UEXERCICE 11
. . 1
Démontrer que la famille | — 5 est sommable et calculer sa somme.
m*n+n‘m+2mn (n,m)eN* xN*
0
ENONCE DE ’EXERCICE 12
Soit (zp) nen une suite de complexes telle que :
Y(n,meN?, n#m = |z —zml = 1.
. - 1
Démontrer que la série Z —3 est convergente.
n>0 %n
0

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Soient Y ay et Y by deux séries convergentes de nombres complexes. Pour tout n € N, notons :
n=0 n=0

n n
cn=) akbp_x et Sy=)_ c.
k=0 k=0

Démontrer que :
1 n +00 +00
—_— ) S — an|- by|.
n+1,;) £ e (; ") (,,;0 ")

En d'autres termes, si deux séries sont semi-convergentes, leur produit de Cauchy peut diverger (cf. cours), mais il
converge au sens de Cesaro vers le produit de leurs sommes.
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S 4. ECOLES NORMALES SUPERIEURES

ENONCE DE ’EXERCICE 14

Q1. — Soit (a,) nen une suite de nombres complexes. Démontrer que :

( Y lanl converge) = (VU EGMN), Y. dsm converge).
n=0 n=0

Q2. — Soit (cp) nen une suite de nombres complexes non nuls. Démontrer que :

n
(Z lc, — 1] converge) — (EIaeC*, Yoe&dMN), []cowy —— a.)

n>0 k=0 n—+oo
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