LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

par David Blottiere, le 15 octobre 2023 a 08hl14
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NOTATION. — La lettre K désigne un corps.

§ 1. MISCELLANEES

ENONCE DE I’EXERCICE 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N et soit f € £ (E). Les deux questions sont indépendantes.

Q1. — Démontrer que la famille (idg, f,..., f") estliée . En déduire I'existence d’un polyndéme non nul annulateur de

f

Q2. — Soit A € Spec(f), soit P un polyndme annulateur de f. Démontrer que P(1) =0.

ENONCE DE L’EXERCICE 2

Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables sur R? Si oui, les diagonaliser.

w=lo ) om=fd) e )

ENONCE DE EXERCICE 3

a

0 lc)) est-elle diagonalisable sur R? La diagonaliser lorsque c’est le

A quelle condition sur (a, b, ) € R® la matrice (

cas.
|
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ENONCE DE I’EXERCICE 4

Démontrer que les matrices suivantes sont diagonalisables dans M3(C) et les diagonaliser.

-3 2 4 4 2 -4 5 2 3
A= -4 1 4 B:=1 2 2 =2 C:= 2 3 2
-4 -2 5 3 2 -3 -4 -2 =2
ENONCE DE UEXERCICE 5
3 1 -3
Q1. — Démontrer que la matrice A:=| 0 -1 2 | est diagonalisable dans .#/3(C), mais pas dans .43 (R).
2 0 -1
0 -1 0
Q2. — Démontrer qu’elle est semblable dans .#3(R) alamatrice| 1 0 0
0 0 1

ENONCE DE L’EXERCICE 6

Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C) de dimension finie. Soit u € £ (E) un endomorphisme de rang 1.
Q1. — Démontrer qu'il existe un scalaire A € K tel que u? = A u.

Q2. — Démontrer que A est une valeur propre de u.

ENONCE DE L’EXERCICE 7

1 0
Notons A= (0 2) € 4> (R). Posons :

LR — A (R)
M — AM - MA.

Déterminer les éléments propres de ¢.

ENONCE DE LEXERCICE 8

Soit n € N*, soit J € M,,(R) telle que J* = —I,.
Q1. — Démontrer que J est diagonalisable sur C et que Specg(J) = {i,—i}.
Q2. — Démontrer que les multiplicités de i et —i sont égales.

Q3. — En déduire que 7 est pair. On pose n =2p dans la suite.

. i1 0
Q4. — Démontrer que la matrice ( P

0 il ) € ((C) est semblable dans .4, (C) ala matrice J,, = (0 —[p).
—i-1,

I, 0

Q5. — En déduire que J est semblable a J, dans .4/, (C), puis dans .4, (R).
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ENONCE DE I’EXERCICE 9

Soit A € M, (C) une matrice diagonalisable.
Q1. — Démontrer que I'application :

f Mu(C) — MO
4 M — AM

est diagonalisable.

Q2. — Démontrer que I'application :
Mp(C) — M (C)
841 M — AM-MA

est diagonalisable.

ENONCE DE ’EXERCICE 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (K= R ou C). Soient u € £ (E) et P € K[X]. Notons p le polynome
minimal de u.

Démontrer que :
P(weGL(E) < Pnru=1.

O
ENONCE DE I’EXERCICE 11
Soient (A, B) € 4, (C)?. Supposons qu'il existe un polynéme P € C[X] tel que AB = P(A), P(0) #0.
Démontrer que A est inversible et que A et B commutent.
O

ENONCE DE ’EXERCICE 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (K =R ou C). Soient (u,v) € £ (E)? tels queuov =vouetv soit
nilpotent. Cet exercice a pour but de montrer que Det(u + v) = Det(u).

Q1. — FEtablir le résultat voulu lorsque n = 1.
Q2. — Donner I'allure de la matrice de u, v et u + v dans une base adaptée a Im(v).

Q3. — Conclure par récurrence sur la dimension de I'espace.

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Cet exercice a pour but de montrer qu’il existe un sous-espace
vectoriel de E stable par u de dimension 1 ou 2.

Q1. — Que dire si u possede une valeur propre? On supposera désormais que ce n’est pas le cas.

Q2. — Notons M € .4, (R) la matrice de u dans une base 28 de E. Démontrer qu’il existe un complexe A et un vecteur
colonne a coefficients complexes Z telsque MZ =1 Z.
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Q3. — Ecrivons A = a + ip, avec (a,B) € R%2et Z=X+iY, ol X et Y sont des vecteurs colonnes a coefficients réels.
Calculer MX et MY en fonctionde a, 3, X et Y.

Q4. — Conclure.

ENONCE DE ’EXERCICE 14

Dans cet exercice, K désigneR ou C.
Q1. — Soit T une matrice triangulaire supérieure a coefficients dans K, soit € > 0. Démontrer qu'’il existe des réels

£1,...,€1 €10, €[ tels que la matrice :
T +Diag(ey,...,€n)

soit diagonalisable.

Q2. — Etant donnée une matrice M = (mi,j)1<ij<n € M, (C), posons || M|| = max |mi,j\- Démontrer que pour
SUIS <Ljsn

tout £ > 0 et toute matrice M € .4, (K) trigonalisable, il existe une matrice N € .#;,(K) diagonalisable telleque || M - N || < «.

Q3. — Démontrer que pour tout matrice M € .4, (C) et tout € > 0, il existe une matrice diagonalisable N € .4, (C)
telle que || M - N|| <.

Q4. — Soit M € M, (R). Supposons donnée une suite (N,,) ,en de matrices diagonalisables telle que || M — N, || e 0.
—+00
Démontrer que M est trigonalisable.

ENONCE DE LEXERCICE 15

Soit A= (aj,j)1<i,j<n € Hn(R). Posons :

n
1Al = gliagxnjg,lwiﬂ'

Démontrer que Specg(A) < [— || All, I| Alll.

ENONCE DE ’EXERCICE 16

Soit A€ 4, (C).
Q1. — Démontrer qu'il existe € > 0 tel que VA € Ctel que 0 < |A| < €, Det(A— A1) #0.

Q2. — Pour toute matrice M = (mi,i<i,j<n € M (C), posons || M|| = <ma_§ |m,-,j | Démontrer que pour toute ma-
ILJn

trice M € M,,(C), il existe une suite (M,,) de matrices inversibles telle que || M — M, || iy 0.
—+00

ENONCE DE ’EXERCICE 17

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

Démontrer que tout endomorphisme de E a au-moins une valeur propre. Est-ce vrai si E n’est pas de dimension
finie? Indication : On pourra considérer l'endomorphisme ¢ de C[X] défini par, pour tout P € C[X], p(P) = (X —1)P(X).
)
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ENONCE DE ’EXERCICE 18

Soit M € 4, (Q). Notons ug le polynéme minimal de M en tant que matrice de 4y (Q) et ur le polynome minimal
de M en tant que matrice de 4(;,(R).

Démontrer que pg = Ug.

ENONCE DE ’EXERCICE 19

Soit E unK-espace vectoriel, soit f € £ (E) admettant un polynéme minimal p. Pour tout x € E, notons :
o P, le polynéme unitaire de degré minimal tel que P, (u)(x) = 0.
o Ex={P(f)(x) : PeK[X]}.

Soitx€ E.

Q1. — Démontrer que P existe et est unique, et que pour tout P € K[X] :

P(f)(x) =0 = P|P.

Q2. — Démontrer que Ej est un sous-espace vectoriel de E de dimension deg(() P).

Soit (x,y) € E>.
Q3. — Si Exn Ey = {0}, montrer que Py, = ppcm(Py, Py). Généraliser a p vecteurs xj,..., xp de E.
Q4. — Si Py A Py =1, montrer que Ex.y = Ex ® Ey. Généraliser a p vecteurs xy,..., xp de E.

Q5. — Soit P € K[X] un facteur irréductible de y, notons a sa multiplicité dans la décomposition de u en produit de
facteurs irréductibles de K[ X]. Démontrer qu'’il existe x € Ker (P“ (f )) tel que Py = P“.

Q6. — Démontrer qu’il existe x € E tel que Py = .

ENONCE DE I’EXERCICE 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1.

Q1. — Soient u et v des endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Démontrer qu’il existe une base %
de E telle que les matrices :
Matg(u) et Matg(v)

sont diagonales.

Q2. — Soient un entier p > 2 et uy,..., up des endomorphismes diagonalisables de E qui commutent deux-a-deux.
Démontrer qu'il existe une base 2 de E telle que les matrices :

Matg (1) , Matg(uz), ..., Matg(up)

sont diagonales.
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ENONCE DE ’EXERCICE 21

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1.

Q1. — Soient u et v des endomorphismes trigonalisables de E qui commutent. Démontrer qu’il existe une base %
de E telle que les matrices :
Matg(u) et Matg(v)

sont triangulaires supérieures.

Q2. — Soient un entier p > 2 et uy,..., up des endomorphismes trigonalisables de E qui commutent deux-a-deux.
Démontrer qu'il existe une base 2 de E telle que les matrices :

Matg(u1) , Matg(uz), ..., Matg(up)

sont triangulaires supérieures.

S 2. CCINP

ENONCE DE L’EXERCICE 22

Soit E un K-espace vectoriel (K=R ouC), soit u e £ (E).

Q1. — Démontrer que :
V(P,Q) e KIXI%, (PQ)(w) = P(u) o Q(u).

Q2. — Démontrer que :
V(RQ) € KIX]?, P(u)oQ(u) = Q(u) o P(u).

Q3. — Démontrer que pour tout couple (B,Q) € K[X]? :

P(u)=0 = (PQ)(u)=0.

-1 -2 .
Q4. — Soit A= ( ) Ecrire le polyndéme caractéristique de A, et en déduire que le polynome R(X) = X* +

1 2

2X3 + X? - 4X est un polyndme annulateur de A.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 23

Q1. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit u € £ (E). Rappeler la définition d'une valeur propre et
démontrer que pour tout 1 € K:
A eSpec(u) < Det(u—-A-idg) =0.

En déduire que u possede au plus n valeurs propres distinctes.

Q2. — Trouver un endomorphisme de R? ayant 0 et 1 comme valeurs propres.
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ENONCE DE ’EXERCICE 24

0 a ¢
SoitM=|b 0 «c|,oia b ceR.
b —-a 0

Q1. — M est-elle diagonalisable dans .43 (R)?

Q2. — M est-elle diagonalisable dans .43 (C)?

ENONCE DE I’EXERCICE 25

1 1 a
On considere la matrice A=|0 2 0],ottacR.
0 0 a

Q1. — Quelestlerang de A? La matrice A est-elle inversible?

Q2. — Lamatrice A est-elle diagonalisable?

ENONCE DE ’EXERCICE 26

0
SoitA=11
0

- o O

1
0 E./ﬂg(C).
0

Q1. — Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable?

Q2. — Soit (a, b, c) € C3. Posons B = alz + bA+ cA?. Déduire de la question 1 les éléments propres de B.

ENONCE DE ’EXERCICE 27

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit f € £ (E), soit (ey,...,e,) une base de E. On suppose que
fle1) =...= f(en) = v, olt v est un vecteur donné de E.

L'endomorphisme f est-il diagonalisable (discuter en fonction du vecteur v)?

ENONCE DE I’EXERCICE 28

2 1 .
Q1. — Posons A= ( 4 -1 ) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

0 ) En déduire ’ensemble des matrices

Q2. — Déterminer les matrices qui commutent avec la matrice D = ( 0 -2

qui commutent avec A.
0
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ENONCE DE I’EXERCICE 29

Soit n e N*. On considere la matrice carrée d'ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 .. 0
-1 2 -1

A=1o -1 0

o2 -1

0 0 -1 2

Pourne N*, Dy, désigne le déterminant de A.
Q1. — Démontrer que D12 =2Dy,41 — Dy, puis déterminer D, en fonction de 7.

Q2. — Jusfifier que la matrice A est diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur propre de A?

ENONCE DE ’EXERCICE 30

0o -2 2
On considere la matrice A=| -3 1 3
-1 1 3
1
Q1. — Démontrer que A =2 est valeur propre de A et que V = | 0 | est un vecteur propre associé.
1

Q2. — Vérifier que A possede deux autres valeurs propres —2 et 4 avec comme vecteurs propres respectivement as-

1 0
sociés |1 ]et|1].
0 1

Q3. On considere les suites (a,) nenn, (bn) nen €t (¢r) nen définies par leurs premiers termes ay, by, ¢ et les relations
de récurrence :
ani1 =—-2b,+2cy,
VneN, bus1=-3a,+ b, +3c,
Cp+1=—an+b,+3c,

On suppose que ay =2, by =2 et ¢y = 0. Calculer a,, b, et ¢, en fonction de n.

ENONCE DE I’EXERCICE 31

On considere la matrice A =

S O =

1
2
0 3

Q1. — Déterminer les valeurs propres de A, puis une base de vecteurs propres associés.

Q2. — Déterminer la matrice de passage P de la base canonique vers la base de vecteurs, puis son inverse P~!.

X =x+y-z
Q3. — On considere le systeme différentiel { y' =2y +z

z'=3z
Résoudre ce systéme en utilisant la question 1.
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ENONCE DE I’EXERCICE 32

-1 -4
On considere la matrice A = ( 1 3 )
Q1. — Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

Q2. — On note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Trouver une base (v;, v») de R? dans laquelle
la matrice de f est triangulaire supérieure.

/ — —y_ 4
Q3. — En déduire une méthode de résolution su systéeme différentiel { ;C/, _ xi 3yy
ENONCE DE L’EXERCICE 33
Soit A€ 4;,,(K) (avecK =R ouC). Posons :
@ Mp(K) — My (K)
Al M — AM
Q1. — Déterminer les valeurs propres de ® 4 en fonction des valeurs propres de A.

Q2. — Déterminer les sous-espaces propres de @ 4 en fonction des sous-espaces propres de A.

ENONCE DE I’EXERCICE 34

Soit n e N*. Notons U la matrice de 4, (R) dont tous les coefficients valent 1.
Q1. — Quel estle rang de U? Démontrer que 0 est valeur propre de multiplicité au-moins n— 1.

Q2. — Démontrer que n est valeur propre de U, et trouver le sous-espace propre correspondant. Quel est le polynéme
caractéristique de U'?

Q3. — Diagonaliser U (on pourra commencer par trouver une base du noyau de U).

Q4. — Retrouver le polynome caractéristique de U par un calcul direct de déterminant.

ENONCE DE ’EXERCICE 35

. A A
Soit A€ 4, (C). Posons B = (A A

) € Moy (C).
Q1. — Supposons A diagonalisable. Monter que B est diagonalisable.
Dans la suite, on ne supppose plus A diagonalisable.

Q2. — Démontrer que rg(B) = rg(A). En déduire la dimension de Ey(B) en fonction de celle de Ey(A).

Q3. — Soit A € Specg(B) \ {0}, soit Y € A, telque BY = A-Y.

X
Q4. — Démontrer qu’il existe un vecteur colonne X € .4, ;(C) tel que Y = ( X)
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Q5. — Démontrer que A € Specg(A), et déterminer la dimension de Ej (A) en fonction de celle de E) (B).

Q6. — En déduire que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

0
ENONCE DE IEXERCICE 36
1 2 0
Notons u l'endomorphisme de R® canoniquement| —4 3 4
2 21
Trouver toutes les droites de R stables par u.
ENONCE DE IEXERCICE 37
2im 1 ] j2
On rappelle que j:= e . Posons A=| j j2 1|, notons u l'endomorphisme de C* canoniquement associé a A.
.2 .
o1 g
Q1. — Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de C3 stables par u.
Q2. — Déterminer le commutant de A.
ENONCE DE UEXERCICE 38
Q1. — Démontrer que deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
Q2. — Deux matrices ayant le méme polyndme caractéristique sont-elles semblables?
O

ENONCE DE ’EXERCICE 39

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et soit u € £ (E). Supposons que {0g} et E sont les seuls sous-
espaces stables par u.

Q1. — Démontrer que pour tout x € E \ {0}, la famille (x, u(x),..., u" ! (x)) est une base de E.

Q2. — Démontrer que la matrice de u dans cette base ne dépend pas de x.

0
ENONCE DE ’EXERCICE 40
Soitn > 2, posons :
R,[X] — R, [X]
P — n*XP-(X*+X)P'-X3P".

Q1. — Démontrer que g est un endomorphisme de R, [X].

Q2. — Lendomorphisme g est-il injectif? diagonalisable ?
O

10
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ENONCE DE ’EXERCICE 41

1 0 z
Pour toutze C, posons A(z):=(1 1 0].
1 0 1

Q1. — Démontrer que A(z) est diagonalisable, sauf pour une valeur particuliére de z que I'on précisera.
Q2. — Soit@ € R\27Z. Démontrer qu'il existe un unique complexe z tel que e'? soit valeur propre de A(z). Déterminer

cette valeur z(0) et déterminer son module.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 42

Démontrer qu'un matrice de de taille supérieure ou égale a 2 et de rang 1 est diagonalisable si et seulement si sa
trace est non nulle.

0
ENONCE DE IEXERCICE 43
Soient (A, B)? € M,,(C)? telles que B> = A.
Q1. — Si Aest diagonalisable, la matrice B est-elle diagonalisable?
Q2. — Si A est diagonalisable et inversible, la matrice B est-elle diagonalisable?
ENONCE DE EXERCICE 44
Soient (a, b, ¢) € R3.
0 0 ¢
Etudier la diagonalisabilité de la matrice [ 0 b> 0 |surR.
2
a 0 0
O

ENONCE DE ’EXERCICE 45

Soit M = (ml-,j) 2 € My (C) telle que m; ;1 =1 pour tout i € [2, n], my,, = 1, les autres coefficients étant nuls.

(i, )e[[1,n]
Q1. — Démontrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont racines n-iemes de 1'unité.
Q2. — Soient ag,...,an1€Cet A=agl, + ayM + ...+ a,-; M" 1. Démontrer que:

Det(A) = [] (a+@mo+...+an10™ ).
wel,

11
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ENONCE DE I’EXERCICE 46

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, v € £ (E) une symétrie de E et

LE — 2 (E)

) 1
u — E(uov—vou).

Q1. — Démontrer que @ est un endomorphisme de £ (E).
Q2. — Déterminer un polynéme annulateur de ®.

Q3. — L'endomorphisme ® est-il diagonalisable?

ENONCE DE ’EXERCICE 47

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

Q1. — Soient u, v € £ (E) tels que uo v = vou. Démontrer que u et v ont un vecteur propre commun.

Q2. — Soient (uy,...,up) € £ (E)P des endomorphismes commutant deux-a-deux. Démontrer que uy,..., up ont un
vecteur propre commun.
O
ENONCE DE I’EXERCICE 48
) 3 -1 0
Trouver toutes les matrices M € ./, (R) telles que M° —2M = 10 4l
ENONCE DE ’EXERCICE 49
a b ¢
Déterminer toutes les matrices commutantavec [b a b |, ot (a,b,c) € R3.
c b a

ENONCE DE ’EXERCICE 50

Soit Ae M, (K) telle querg(A) =1 et Tr(A) = 1.

Démontrer que A% = A.

ENONCE DE L’EXERCICE 51

Soit A€ GL5(R) telle que Tr(A) =2 et A3 + A> —2A=0.

Déterminer le polyndme caractéristique de A.

12
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ENONCE DE I’EXERCICE 52

Soit f € £ (R®) tel que f* = f? er{-1,1} = Spec(f).

Démontrer que f est diagonalisable.

O
ENONCE DE ’EXERCICE 53
Soit Ae M, R) telle que Tr(A) # 0.
Déterminer les éléments propres de I'endomorphisme
® My — My (R)
M — Tr(A)-M-Tr(M)-A.
O
ENONCE DE UEXERCICE 54 | | INDICATIONS
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (K= R ou C). Soient (u,v) € £ (E) tels que uov—vou= u.
Q1. — Démontrer que pour tout k € N, u*o v — vou* = ku.
Posons
£L(E) — Z (E)
w — Wov-—vouw.
Q2. — Démontrer que ¢ est linéaire. Combien de valeurs propres a-t-elle au maximum ?
Q3. — Démontrer que u est nilpotent.
O
ENONCE DE I’EXERCICE 55
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien (K= R ou C). Soient (u,v) € £ (E) telsque uov—vou=id.
Q1. — Démontrer que pour tout k € N, u*o v — vo uf = ku*1.
Q2. — En déduire que u est nilpotent.
Q3. — Conclure.
O

13
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§ 3. TPE

ENONCE DE ’EXERCICE 56

0 1 0
Discuter de la diagonalisabilité et de la trigonalisabilité en fonction du réel a de la matrice| 0 0 1
1 —-a a

ENONCE DE I’EXERCICE 57

Pour tout entier n > 2, déterminer les valeurs propres de la matrice de format (n, n), dont tous les coefficients sont
nuls sauf ceux des derniéres lignes et colonnes qui valent 1.

ENONCE DE ’EXERCICE 58

Posons :
R[X] — R[X]

— (X3+X)P -3X%-1P

Démontrer que f est un endomorphisme de R[X], et déterminer ses éléments propres.

S 4. ENSAM

ENONCE DE LEXERCICE 59

Soit f € £ (R3). Notons A sa matrice dans la base canonique de R3.

Q1. — Démontrer qu'une droite engendrée par un vecteur u non nul est stable par f si et seulement si u est un
vecteur propre de f.

Q2. — Soit (a, b, c) € R\ {(0,0,0)}. Démontrer que le plan d’équation ax + by + cz = 0 est stable par f si et seulement
sile vecteur (a, b,¢) " est un vecteur propre de AT,

Q3. — Démontrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(a) f admetune unique droite stable.
(b) f admet un unique plan stable.

(c) Le polynéme caractéristique de f admet une unique racine réelle de multiplicité 1 ou 3 et 'espace propre cor-
respondant est une droite.

01 0
Q4. — Déterminer les sous-espaces stablesde f quand A=|0 0 1}].
1 00

14
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§ 5. CENTRALESUPELEC

ENONCE DE I’EXERCICE 60

Q1. — Calculer le polynéme caractéristique de la matrice :

0o ... ... 0 —ay
1 -
0

: 0 —au—
0 ... 0 1 —-au

n
Q2. — SoitP = H (X — 1) un polynéme de degré n, unitaire, de racines A € C. Supposons que P € Z[X]. Démontrer
k=1
n
que pour tout p € N*, le polynéme H (x- /IZ) est a coefficients entiers.
k=1

0
ENONCE DE I’EXERCICE 61
Soit n € N*, soient (A, B) € .4,,(C). Notons P4 et Py leurs polynomes caractéristiques respectifs.
Q1. — Supposons que Spec(A) NSpecc(B) = @. Démontrer que P4 et Pp sont premiers entre eux, puis que P4 (B) et

Pg(A) sont inversibles.

Q2. — On suppose toujours que Specg(A) N Specg(B) = @. Soit X € 4, (C) telle que AX = XB. Démontrer que X = 0.
Q3. — On suppose maintenant que A et B ont une valeur propre en commun A. Démontrer qu’il existe une matrice
non nulle X € .#,,(C) telle que AX = XB.

Indication : On pourra construire X ¢ l'aide d'un vecteur propre de A et d’'un vecteur propre de B .

Q4. — Démontrer que I'équation AX — XB = Y d’'inconnue X admet une unique solution pour tout Y € .4, (C) si et

seulement si Specg (A) N Specg(B) = @.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 62

Soit A€ 4, (K). On note x 4 le polynéme caractéristique de A et pa son polynéme minimal.

Q1. — Caractériser en fonction de y 4 et de p4 les caracteres diagonalisable et trigonalisable de A.
On suppose queK = R.

Q2. — Démontrer que si y 4 est scindé, alors pour tout k €N, y 4« est scindé.

Q3. — Démontrer que si y 42 est scindé a racines réelles positives, alors y 4 est scindé.

Q4. — Donner un exemple de matrice A pour laquelle y 4> est scindé mais pas y a.
On suppose K = C.

Q5. — On suppose que pour tout X € M, (C), il existe p € N* tel que AP X = X. Démontrer que A est diagonalisable.

15
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Q6. — On suppose A non diagonalisable. Démontrer qu'il existe X € .#,,1(C) et A € C tels que (A—AI,)?X = 0 et
(A=AIy) #0.

Q7. — On suppose A inversible et que pour tout C € .4,1(C), la suite (AkX) wen €St bornée. Démontrer que A est
diagonalisable.

ENONCE DE ’EXERCICE 63

Soit A€ 4, (C). Posons B = 0 4
I, O

) € Moy, (C).
On suppose A diagonalisable et inversible.
Q1. — Calculer B2.
Q2. — Démontrer qu'il existe un polynéme P scindé a racines simples tel que P(B?) =0.
Q3. — Démontrer que B est diagonalisable et inversible.
On suppose B diagonalisable et inversible.

Q4. — Exprimer B” en fonction des puissances de A.

Q5. — Démontrer qu’il existe un polyndme P scindé a racines simples tel que P(B) = 0, puis deux polynémes Q et R
tels que P(X) = Q(X?) + X R(X?).

Q6. — Calculer Q(A) et R(A).
Q7. — Démontrer que le pgcd de g et de R est scindé a racines simples.

Q8. — Démontrer que A est diagonalisable et inversible.

1 0
PosonsA—(0 O)'

Q9. — Lamatrice B est-elle diagonalisable?

ENONCE DE I’EXERCICE 64

On fixe une matrice A € ., (C) et on pose

f Mp(C) — M (C)
M — MAT - AM.

Q1. — Démontrer que f est un endomorphisme de .4, (C).

Q2. — Démontrer que si X et Y sont des valeurs propres de A, alors X Y " est une valeur propre de f.
Soit A une valeur propre de f, soit B € #,,(C) un vecteur propre associé.

Q3. — Démontrer que pour tout P € C[X], P(A)B=BP (AT - 1-1,).

Q4. — On se donne Q € C[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A, 1 et les racines de Q pour que
Q (AT - A-1,) soit inversible.

Q5. — Démontrer que A est différence de deux valeurs propres de A.

16
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Q6. — Exprimer le spectre de f en fonction de celui de A.
Q7. — Donner une condition nécessaire et suffisante sur le spectre de A pour que f soit un automorphisme.
Q8. — Démontrer que si A est diagonalisable, alors f est diagonalisable.

Q9. — Démontrer que f est nilpotente si et seulement si A est nilpotente. Que dire de leurs indices de nilpotence?

§ 6. MINES PONTS

ENONCE DE ’EXERCICE 65

Déterminer les matrices de .45 (R) semblables a leur carrés.

O
ENONCE DE L’EXERCICE 66
Soit Ae M, (R).
Démontrer que A est nilpotente si et seulement si :
Tr(A) = Tr(A?) =... = Tr(A") =0.
0

ENONCE DE ’EXERCICE 67

Posons A= (aivj)1<ij<n avec a;,j = j pouri # j eta;; =0 pour tout i€ [1,n].

Calculer y 4(—k) pour tout k € [0, n].

ENONCE DE I’EXERCICE 68

Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) ne contenant que des matrices diagonalisables.

nn+1)

Q1. — Démontrer que dim (F) < 5

Q2. — Démontrer que cette borne est optimale.

17
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§7. X

ENONCE DE I’EXERCICE 69

Soit A= (a;,;) € M, (C). Pour tout i € [1,n], posons R; := Y _ |a; ;|

1<i,j<n

Q1. — On suppose que pour tout i € [1, n], |a,-,i| > R;. Démontrer que A est inversible.

n
Q2. — Démontrer que Specg(A) < | J{z€C : |z—a; | <R
i=1

Q3. — On suppose a nouveau que pour tout i € [1, n], |ai,,-| > R;. Démontrer que :

n
IDet(A) > [](Jaii| - R
i=1

Q4. — On suppose que A € #,(R) et que pour tout i € [1,n], a; ; > R;. Démontrer que :

Det(A) > [[(Jaii| - R
i=1

ENONCE DE ’EXERCICE 70

Q1. — Soit A€ .#,/(C) telle que pour tout k € [[1, n]], Tr (Ak) = 0. Démontrer que A est nilpotente.

Soit G un sous-groupe de de GL,(C), soit (M;)1<i<m € G™ une base de Vect (G). Posons :

A <
A — (Tr(AMh<i<m-

Q2. — Soient (4, B) € G telles que f(A) = f(B). Démontrer que AB7l— T, est nilpotente.
Q3. — On suppose que toutes les matrices de G sont diagonalisables. Démontrer que f est injective.

Q4. — Supposons que :
INeN, YMeG, MN=1, [legroupe G estd’exposant fini] .

Démontrer que le groupe G est fini. Ce résultat est un théoréme dii a Burnside.

18
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§ 8. ENS

ENONCE DE I’EXERCICE 71
Notons S I'ensemble des matrices M = (m;,;), ; j<n telles que:
n
VG, p)e[L,n]?, mi;=0 e Vie[lLn], Y m;=1
=1

Les matrices de S sont appelées matrices stochastiques. Soit M € S, soit A € C une valeur propre complexe de A, soit
X = (x1,...,Xx,) € C" un vecteur propre associé.

Q1. — Démontrer que |A| < 1. Démontrer que 1 est valeur propre de M.

Q2. — Supposons A de module 1. Soit i € [1,n] tel que |x;| = n[%ax |xj|. Démontrer qu'il existe j € [1,n] tel que
jel1,

szitxi.

Q3. — En déduire que A est une racine m-iéme de 'unité, avec m < n.

ENONCE DE I’EXERCICE 72

Q1. — Soit A€ 4, (Z). Supposons qu’il existe un polyndme complexe P non nul scindé a racines simples de module
strictement inférieur a 1 tel que P(A) = 0. Démontrer que A =0.

Soit G un sous-groupe fini de :
GL,(Z):={Me Mn(Z)NGL,(R) : M~' € M,(Z)}.
Soit p > 3 un nombre premier.

Q2. — Démontrer que I'application qui a toute matrice M € G associe la matrice M € GLj, (Fp) dont les coefficients
sont obtenus en prenant la réduction modulo p des coefficients de M est injective.

Q3. — En déduire qu’il existe M,, € N telle que tout sous-groupe fini de GL,(Z) soit de cardinal majoré par M,,.
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INDICATIONS POUR L’EXERCICE 54 ENONCE

Q1. — Raisonner par récurrence sur l'entier naturel k. Appliquer I’hypotheése :
Uov—vou=1u
dans la rédaction de I'hérédité.
Q2. — Dans larédaction de I'hérédité, on justifiera I'identité :
vo(di-wi+Ar-wo)=A1-vowy+Asr-vouws

ol (A1, 12) € K? et (wy, w») € £ (E)?. D’apres le cours, le nombre de valeurs propres de ¢, endomorphisme du K-espace
vectoriel de dimension finie Z (E), est majoré par ...

Q3. — Raisonner par I'absurde en supposant que, pour tout k € N*, u* # 0 < E)- Donner une interprétation du résultat
de la question 1 en termes d’éléments propres de ¢, puis appliquer le résultat de la question 2.
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