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REVISIONS SUR LES POLYNOMES

par David Blottiere, le 20 septembre 2023 a 20h50

SOMMAIRE

§ 1. EXERCICES ISSUS DES ORAUX DU CCINP

ENONCE DE ’EXERCICE 1

On considere les polynémes P(X) = 2X*-3X%+1et QX)) = X3+3X24+3X +2.
Q1. — Décomposer P en produit de facteurs premiers dans C[X] (on pourra calculer P(1) et P(—1)).
Q2. — Décomposer Q en produit de facteurs premiers dans C[X] (on pourra calculer Q(-2)).
Q3. — Déduire des questions précédentes |'existence de polynémes U, V tels que PU+ QV =1.

Q4. — Indiquer une méthode pour déterminer les polynémes U,V al'aide de I'algorithme d’Euclide.

O
ENONCE DE ’EXERCICE 2
On considere les polynémes P(X) =3X* —9X3+7X? -3X+2 et Q(X) = X* -3X3+3X2 -3X +2.
Q1. — Décomposer P et Q en produits de facteurs premiers dans R[X] puis dans C[X] (on pourra calculer les valeurs

dePetQenleten?2).

Q2. — Déterminer le PGCD et le PPCM de P et de Q.

ENONCE DE LEXERCICE 3

Notons f I'endomrophisme de K,,[ X] défini par
f Ku[X] —  KalX]
P — P-P.

Q1. — Démontrer que f est injectif de deux fagons différentes.
(a) En utilisant la matrice de f dans la base canonique.

(b) Sans utiliser la matrice de f dans la base canonique.

Q2. — Soit Q € K,[X]. Trouver P tel que f(P) = Q. Indication : si P € K,,[X], que vaut P+ 2
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ENONCE DE I’EXERCICE 4

Q1. — Soit (A, u) € R?. Effectuer la division euclidienne de X* + X3 + 1 X? + uX +2 par X2 +2.

Q2. — Déterminer les valeurs de (1, u) € R? pour lesquelles X2 + 2 divise de X* + X3 + 1 X% + uX +2.

O
ENONCE DE I’EXERCICE 5
Notons ® I'endomorphisme de R, [ X] défini par :
o R,[X] — R, [X]
P — P(X)-P(X-1).
Déterminer la matrice de @ dans la base canonique de R, [X] et en Déduire Ker (®) et Im (D).
0

ENONCE DE L’EXERCICE 6

Soient P e R[X] et z € C une racine de P.
Q1. — Démontrer que z est une racine de P.

Désormais nous supposons que z est une racine de P qui est complexe non réelle.
Q2. — Démontrer que X2 —2Re(z)X +|z|? divise P.

Q3. — Démontrer que, si z est racine de P d’ordre n € N*, alors z est racine de P d’ordre n.

ENONCE DE LEXERCICE 7

Soit P € C[X].
Q1. — Démontrer que P(X) — X divise P(P(X)) — P(X).
Q2. — En déduire que P(X) — X divise P(P(X)) - X.

Q3. — Pour tout n € N, montrer que P(X) — X divise P"*(X) — X, ou P" désigne le polyndme obtenu en composant P
n fois avec lui-méme.

ENONCE DE LEXERCICE 8

Soient (A, B) € C[X]? tels que ANB=1.
Démontrer qu'il existe un unique couple (U, V) € C[X]? tel que :

AU+ BV =1 , deg(U) <deg(B) et deg(V)<deg(A).
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ENONCE DE UEXERCICE 9

Soient (p,q) e N* x N*.

Démontrer que (XP —1) A (X7-1) = XPMN —1.

ENONCE DE ’EXERCICE 10

Soient (A, B) € C[X)2.

Démontrer que (A+ B) A AB =1sietseulementsi AAB=1.

ENONCE DE ’EXERCICE 11

Résoudre I'équation
x*—8x%+23x-28=0

d’inconnue x € C, sachant que la somme de deux racines est égale a la troisiéme.

ENONCE DE ’EXERCICE 12

Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que P (X?) = P(X)?.

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P’ divise P.

ENONCE DE I’EXERCICE 14

Déterminer les complexes a, b, ¢ vérifiant les trois conditions
@ lal=1bl=lcl=1;
(b) a+b+c=1;
(c) abc=1.

ENONCE DE ’EXERCICE 15

Déterminer tous les polynomes P € C3[X] tels que :

P(j)=P' (j*)=j> et P(j*)=P()=].

MPI-MPI* 2324
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ENONCE DE I’EXERCICE 16

Déterminer tous les polynomes P € R[X] vérifiant P (X?) = (X2 +1) P(X).

ENONCE DE ’EXERCICE 17

Soienta€]0,n[ etn e N*.

Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynome X2" _2cos(na) X" + 1.

ENONCE DE ’EXERCICE 18

Soit P € C[X] non nul tel que P (X?) = P(X)P(X - 1).
Q1. — Soit a € C une racine de P. Démontrer que pour tout n € N, a*" est racine de P.
Q2. — En déduire que a=0ou|al = 1.
Q3. — Démontrer qu'en outre, a=—-1oula+1|=1.

Q4. — En déduire tous les polyndomes P € C[X] tels que P (X?) = P(X)P(X — 1).

ENONCE DE ’EXERCICE 19

Soit P € R[X] de degré 7. On suppose que P + i est multiple de (X — i)*.

Déterminer P’ et en déduire P.

ENONCE DE ’EXERCICE 20

n

Pour tout n € N*, nous introduisons le polynéme de Legendre P, (X) =
poy & nX) = S axn

Q1. — Ftudier le degré de P, ainsi que sa parité.
Q2. — Démontrer que P, (1) = 1. En déduire P, (-1).

Q3. — Démontrer que P, possede n racines distinctes dans | — 1,1].

ENONCE DE I’EXERCICE 21

Soit n = 2. Pour tout k € [0, n]}, posons Pr.(X) = X*(1 - x)"*,
Q1. — Démontrer que (Py,..., P;) est une base de R, [X].

Q2. — Exprimer chacun des polynémes 1, X, ..., X" dans la base précédente.
p poly: p

(X*-1".

MPI-MPI* 2324
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ENONCE DE I’EXERCICE 22

Soit f Uapplication définie par :
R[X] — R[X]
f P — PX+1)-PX).

Q1. — Démontrer que f estlinéaire, déterminer son noyau et son image.

n
Q2. — Soit Q € R[X]. Démontrer qu’il existe un unique P € R[X] tel que P(0) =0 et Q = f(P). Simplifier alors Z Q(k).
k=0

n
Q3. — Calculer ) k. Généraliser.
k=0

ENONCE DE I’EXERCICE 23

Soient (P,Q) € R[X]%. Notons D leur PGCD dans R[X] et D leur PGCD dans C[X].

Démontrer que D; = D;.

§ 2. EXERCICES ISSUS DES ORAUX DU CONCOURS CENTRALESUPELEC

ENONCE DE ’EXERCICE 24

Soient P,Q € C[X] de degrés respectifs n et m.

Q1. — Démontrer qu'il existe un unique endomorphisme upq de C;1,-1[X] tel que :

V(A B)€Cp1[X]xCp1[X],  upo(X"A+B)=PA+QB.

Q2. — Donner la matrice de upg dans la base canonique.
Q3. — Donner une condition nécessaire et suffisante pour que up¢ soit un automorphisme.

On suppose désormais que P et Q sont a coefficients rationnels. Pour tout y € C, notons Qy(X) = Q(y — X) (il s'agit
d’'une composition et non d’'une multiplication) et T (y) = det (uRQy).

Q4. — Démontrer que T est une fonction polynomiale a coefficients rationnels.
Soient (a, B) € C? tels que P(a) = Q(B) = 0.

Q5. — Déterminer deux polyndémes R, S € Q[X] tels que R(a + ) = S(af) =0.
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ENONCE DE I’EXERCICE 25

On dit qu'une suite (P,) yen € RIXIN de polynomes vérifie la propriété (C) si :
(@ Py=1
(b) Py#0

n
(¢ Y(n,x,y)ENxRxR, Pux+y)= Pi(x) - Pp—i ().
k=0

n
Q1. — Démontrer que la suite (—') vérifie la propriété (C).
n' ) neN

Notons (Pp) nen la suite définie par Py =1 et :

X
VReN', Py(X)=—- (n+x)" L
n.

Q2. — Démontrer que, pour tout n € N*¥, P;,(X) =P, 1(X+1).
Q3. — En déduire que (Py) nen Vérifie la propriété (C).
Soit (Py) nen Vérifiant la propriété (C).
Q4. — Démontrer que, pour tout n € N*, P, (0) =0.
Q5. — Démontrer que deg(P;) = 1.

Q6. — Démontrer que, pour tout n € N, P, est de degré n et calculer son coefficient dominant.

n
Q7. — Pour tout n €N, posons a, = Pj,(0). Démontrer que, pour tout n € N*, P;l = Z an— - Pg.
k=0

Q8. — Soit (a,) nen une suite réelle. Existe-t-il toujours une suite (P,) vérifiant la propriété (C) telle que :

YneN, P,0)=a,?

ENONCE DE ’EXERCICE 26

Soit n € N*. Notons U,, I'ensemble des racines n-iemes de l'unité.

Q1. — Soit peN. Calculer ) ("
(eUp

n
Q2. — Soit (ag,...,a,) eC"l et P = Z aka. Démontrer que :
k=0

max |ag| < sup|P(z)|.
0<ksn lzI=1
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§ 3. EXERCICES ISSUS DES ORAUX DU CONCOURS MINES PONTS

ENONCE DE ’EXERCICE 27

SoitneN.

Q1. — Exprimer, pour tout x e R\ 7Z:
sin((2n+1)x)

sin(x)
al'aide d'un polynéome en cotan?(x).

4 2n+1
Q2. — En déduire les racines du polynéme Z -1k " X"k,
=0 2k+1

ENONCE DE ’EXERCICE 28

SoientneN et Q e R, [X].
Q1. — Démontrer qu’il existe un unique P € R, [X] tel que P — P’ = Q.

Q2. — Supposons que, pour tout x € R, Q(x) > 0. Démontrer que, pour tout x € R, P(x) > 0.

ENONCE DE ’EXERCICE 29

Déterminer, pour tout n € N*, le noyau, le rang et 'image de :

Ry[X] — R, [X]
f p — PX+1D+P(X-1)-2P(X).

§ 4. EXERCICES ISSUS DES ORAUX DU CONCOURS POLYTECHNIQUE

ENONCE DE L’EXERCICE 30

Soit P e R[X] tel que, pour tout x e R, P(x) > 0.

Démontrer qu'il existe (4, B) € R[X]? tel que P = A? + B2,

ENONCE DE IEXERCICE 31

Soient P € C[X], ae C tel que:
e P(a)#0;
* a racine d'ordre k e N* du polynéme P — P(a).

Démontrer que, pour tout p > 0 suffisamment petit, il existe 2k points zi,..., 2y sur le cercle de centre a et de

rayon p tels que:
|P(z1)l =...=|P(z21)| = |P(a)].
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ENONCE DE I’EXERCICE 32

Soit P € R[X] un polynome de degré n e N* tel que, pour tout k € [0, n], P(k) € Z.
Q1. — Démontrer que, pour tout k € Z, P(k) € Z.

Q2. — Notons d le pged de P(0),..., P(n). Démontrer que, pour tout k € Z, d divise P (k).

ENONCE DE EXERCICE 33

Soient (PQ,R) € CIX]3 et un entier n > 3 tels que:

P"+Q"+R"=0.

Démontrer que les polyndmes P, Q, R sont égaux a une constante multiplicative pres.

§ 5. EXERCICES ISSUS DES ORAUX DES CONCOURS ENS

ENONCE DE ’EXERCICE 34

Soient un entier n > 1 et zy, ..., 2, des complexes distincts deux-a-deux. On suppose que :

n
VPeC,1[X], Plz)= Y P(z).
k=1

Démontrer que zj,..., 2, sont les sommets d'un polygone régulier centré en zp.
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