LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

S 1.
§ 2.
§ 3.
S 4.
§ 5.
§ 6.
§7.

POLYNOMES COLLE S4
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§ 1. DEROULEMENT DE LA COLLE

La colle comporte deux phases.

1

2

. Rédaction d'une question de cours (8 points, 15 minutes maximum) : la colle débute par une des questions de
cours listées dessous.

. Résolution d’exercices proposés par 'examinateur (12 points) : la colle se poursuit avec des exercices que vous
ne connaissez pas a ’avance et que vous résoudrez au tableau, sans temps de préparation sur feuille.

S 2. ELEMENTS DE VALORISATION DE LA COLLE

Votre note, délivrée a la fin de votre colle par votre interrogatrice/teur, prendra en compte les criteres suivants.

1
2
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5
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9
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. Maitrise du cours

. Initiatives pertinentes

. Qualité de I'argumentation (ni trop elliptique, ni trop ampoulée)
. Présentation du tableau

. Compréhension profonde des concepts

. Soin porté al’expression orale

. Technique calculatoire

. Structures des raisonnements

. Rigueur de I'expression écrite

. Emergence d’'une modélisation (cas échéant)

. Capacité a rebondir sur une indication (sagacité)

. Souci d’explication de la démarche

. Dynamisme (2 ne pas confondre avec empressement)

. Ecoute des conseils/consignes
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§ 3. PROGRAMME

Chapitre2 — Révisions sur les polynémes [PDF]
Rappels sur la construction de K[ X]

Degré d'un polyndme

Division euclidienne

Polyndéme dérivé

Racines d'un polynéme

PGCD et PPCM

Décomposition d'un polynéme en produit d’irréductibles

N o oo w =

§ 4. A VENIR

Chapitre 3 — Révisions d’algebre linéaire

Chapitre4 — Réduction des endomorphismes 1, polyndme caractéristique

§ 5. QUESTIONS DE COURS

QUESTION N°1. — Division euclidienne dans K[X] [n°20 du chapitre 2, énoncé et démonstration].

QUESTION N°2. — Définition du polyndme dérivé [n°29 du chapitre 2, énoncé]. Propriétés de la dérivation dans K[ X]
[n°32 du chapitre 2, énoncé intégral et démonstration de la formule de Leibniz].

QUESTION N°3. — Formule de Taylor exacte dans K[X] [n°34 du chapitre 2, énoncé et démonstration].

risation d’'un polynéme connaissant des racines distinctes [n°42 du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Nombre
maximal de racines d'un polynéme non nul [n°43 du chapitre 2, énoncé et démonstration].

QUESTION N°5. — Si n est un entier naturel non nul et ao, ay,..., a, sont des éléments distincts de K, 'application :

f Kn[X] _ Kn+1
p —_ (P(a()),P(al),...,P(an))

est bijective [démonstration]. Expression de I'unique antécédent d’'un uplet (by, by, ..., by) € K1 par f en introdui-
sant les polyndmes de Lagrange élémentaires [démonstration].

QUESTION N°6. — Déterminant de Vandermonde [n°48 du chapitre 2, énoncé et démonstration polynomiale pour un
corps infini].

QUESTION N°7. — Définition de I'ordre de multiplicité d'une racine [n°55 du chapitre 2, énoncé]. Caractérisation de
I'ordre de multiplicité d’'une racine via les dérivées itérées [n°57 du chapitre 2, énoncé et démonstration].

QUESTION N°8. — Description des idéaux de K[X] [n°143 du chapitre 1, énoncé et démonstration].

QUESTION N°9. — Définition du PGCD (resp. PPCM) de deux polynomes non nuls a I'aide des idéaux [n°75 du cha-
pitre 2, énoncé]. Justification de la terminologie PGCD [n°76-(1) du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Théoréeme
de Bézout [n°82 du chapitre 2, énoncé et démonstration via les idéaux].

QUESTION N°10. — Lemme de Gaul3 [n°88 du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Ftant donnés deux polynomes
A, B non nuls et premiers entre eux, soufflés par les colleuses/eurs, résolution de 'équation AU + BV =1 d'inconnue
(U, V) e K[X]?.


http://www.dblottiere.org/mpimpietoile2324/chapitre02_revisionsPolynomes.pdf
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QUESTION N°11. — Définition d'un polynoéme irréductible sur un corps [n°100 du chapitre 2, énoncé]. Irréductibles
de C[X] [n°108-(1) du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Décomposition en produits d’irréductibles dans C[X]
[n°109 du chapitre 2, énoncé].

QUESTION N°12. — Irréductibles de R[X] [n°108-(2) du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Décomposition en pro-
duits d’irréductibles dans R[X] [n°112 du chapitre 2, énoncé].

QUESTION N°13. — Si P est un polynéme non nul de C[X], décomposition en éléments simples de la fraction ra-
!/

p
tionnelle — dans C[X] [n°111 du chapitre 2, énoncé et démonstration]. Décomposition en éléments simples d'une

fraction rationnelle, soufflée par les colleuses/eurs.

§ 6. EXERCICES DE LA BANQUE D’ORAUX CCINP A ETUDIER

Etudier les exercices ci-dessous vous permettra de faire vos gammes avant votre colle. Des corrigés, rédigés par David
Delaunay, sont disponibles [PDF].

EXERCICE CCINP N°84. —

1. Donner la définition d’'un argument d’'un nombre complexe non nul (on ne demande ni I'interprétation géomé-
trique, ni la démonstration de I'existence d'un tel nombre).

2. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I'équation z" = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de I'équation (z+1)" = (z—1i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

EXERCICE CCINP N°85. —
1. SoientneN*, PeR,[X] etacR.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(LX-a,X-a?,,(X-a").

(b) Soit r e N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P (a) #0 et Vk e [0,r 1], P¥ (@) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynome P = X° + aX? + bX et factoriser alors
ce polynome dans R [X].

EXERCICE CCINP N°87. — Soient ag,ay,:--,a,, n+1réels deux a deux distincts.

1. Montrer quesi by, by, -+, b, sont n+1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant
deg(P)<netVie[0,n], P(a;)=b;.

2. Soit k € [0, n].
Expliciter ce polynome P, que 'on notera Ly, lorsque :
; 0 si i#fk
vie[o,n], b,—{ 1 si ick

n
3. Prouverque Vpe [0,n], Y ajLi=X".
k=0

EXERCICE CCINP N°89. — Soit n € N tel que > 2. On pose z = e! x.

1. Onsuppose k€ [1,n—1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* —1.

I

n-1
2. Onpose S= Z )zk— 1). Montrer que S =
k=0 2n

tan


http://www.dblottiere.org/mpimpietoile2324/banqueCcinp2023.pdf
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EXERCICE CCINP N°90. — KK désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient ai, ay, az trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ®: Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
p —  (P(a1),P(az), P(a3))

2. Onnote (ey, e2, e3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, Ly, = @ (ep).

(@) Justifier que (L1, Ly, L3) est une base de K, [X].

(b) Exprimer les polynémes L1, L, et L3 en fonction de a,, a; et as.

3. Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Ly, L3).

4. Application : on se place dans R> muni d'un repére orthonormé et on considére les trois points A(0,1), B(1,3), C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

§ 7. RAPPORT DE COLLE

Vous repartirez avec les énoncés des exercices que vous a proposés I'interrogatrice/teur. Vous :
 collerez cet énoncé sur une feuille simple;
e I'encadrerez en rouge avec une regle :
 enrédigerez une solution soignée al'’encre noire ou bleue

que vous me remettrez sans faute a la fin du cours du mercredi suivant votre colle.
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