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SUITES NUMERIQUES REVISIONS

|

par David Blottiere, le 20 aotit 2023 a 21h44

«Lignorant affirme, le savant doute, le sage réfléchit. »

Aristote
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§ 1. COURS

On commencera par une étude minutieuse du polycopié de cours sur les suites réelles [PDF]. Il faudra étre en mesure
o d’énoncer précisément et formellement les définitions;
« d’énoncer et de démontrer les propositions et théoremes;

» derésoudre les exemples d’applications directes.

On veillera a se forger une image mentale des concepts, a 'aide d’'un dessin (e.g. pour la définition de suite convergente).
De méme, on pourra s'exercer a dégager les idées essentielles d'une démonstration au moyen d’un graphique (e.g. pour le théoreme de conver-

gence monotone).
Votre compréhension s’en trouvera renforcée et vous disposerez d'une aide précieuse pour appréhender des questions nouvelles, qui pourra

supporter votre intuition.
Pour un exemple de représentation de la notion de suite convergente et d’applications possibles, vous pouvez visionner la vidéo [YouTube].

Ce travail sur le cours est fondamental.

§ 2. VRAI-FAUX

ENONCE DE I’EXERCICE 1 UN CORRIGE
Lassertion
?+2n+2"+In(n) ~ 2"
n—+oo
est-elle vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.
L]
ENONCE DE LEXERCICE 2 UN CORRIGE

1. Lassertion

Soit (1) neN une suite de nombres réels telle que u, p—"
—+00

(un)" 1

n—+oo

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE I’EXERCICE 3 UN CORRIGE

Soient (uy) neN €t (vn) neN deux suites de nombres réels telles que uy, ~ U Lassertion
n—+oo
up—vy —0

n—+o0o

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.


http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre11.pdf
https://youtu.be/0giykmNp_DY
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ENONCE DE UEXERCICE 4 UN CORRIGE

0. L'assertion

Soient (uy) neN €t (V) neN deux suites de nombres réels telles que uy, — vy —
—+00

Up ~ Up
n—+00

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE UEXERCICE 5 UN CORRIGE

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit (1) zeN une suite de nombres réels tels que, pour tout n € N, uy €]a, b[. On suppose que
la suite (1) ,eN converge et on note ¢ sa limite. L'assertion
(€la,b]

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE LEXERCICE 6 UN CORRIGE

Soit (¢45) neN une suite de nombres réels. L'assertion

u ~ u
no, e n+1

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE L’EXERCICE 7 UN CORRIGE

Soit f: R R une fonction et (1) ,eN une suite de nombres réels qui converge. Notons £ la limite de la suite (#5) zeN. Lassertion

fup) f

n—+oo

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE UEXERCICE 8 UN CORRIGE

Soient (uy) neN €t (Vi) neN deux suites de nombres réels telles que uy, as vy. Lassertion
—+00
exp(u ~ exp(v
plun) | ~  exp(vn)

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE LEXERCICE 9 UN CORRIGE

Soient (uy) neN €t (vn) neN deux suites de nombres réels strictement positifs, telles que uy, ot vy. Lassertion
—+00
In(uy) ~ In(vy)
n—-+oo

est-elle nécessairement vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.
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S 3. ETUDE D’UNE SUITE DEFINIE DE MANIERE IMPLICITE

ENONCE DE LEXERCICE 10 UN CORRIGE

Q1. — Soit n € N. Démontrer que '’équation :
x+In(x)=n

d’inconnue x €]0, +oo[ admet une unique solution. Cette derniére sera notée x; dans ce qui suit.
Q2. — Démontrer que la suite (x;);eN est strictement croissante.
Q3. — Démontrer que la suite (x,),eN diverge vers +oo.

Q4. — Démontrer :

n—+oo

Q5. — Démontrer :

Xn n—1In(n)+o(In(n)).

n—too
Q6. — Démontrer :

xp = n-In(n)+
n—+oo

In(n) (ln(n) )
+0 .
n

§ 4. CARACTERISATION DES SUITES REELLES NON MAJOREES

ENONCE DE UEXERCICE 11 UN CORRIGE

Soit (i) nen une suite de nombres réels.
Q1. — Onsuppose qu'il existe une suite extraite de (u,) ,eN qui diverge vers +oco. Démontrer que la suite (u#y) ,eN n'est pas majorée.
Q2. — On suppose que la suite (u#y) ,eN n'est pas majorée. Démontrer qu'’il existe une suite extraite de (uy) ,eN qui diverge vers +oco.

Q3. — Synthétiser les résultats des deux premieres questions en une seule phrase.

§ 5. VALEURS D’ADHERENCE D’UNE SUITE REELLE *

ENONCE DE L'EXERCICE 12 UN CORRIGE

Soit a := (apn) neN une suite de nombres réels bornée.
On appelle valeur d’adhérence de a tout nombre réel qui est limite d'une suite extraite de a.

Q1. — Soit £ un nombre réel. Démontrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(a) ¢ estune valeur d’adhérence de la suite a.
(b) YVe>0, VNeN, dn>N, |ap—¥|<e.
() Ve>0, {neN:|ay,—¢| <e¢€} estune partie infinie de N.

Q2. — Déterminer I'ensemble ¢ des valeurs d’adhérence de la suite ((— 1)”) neN-
Q3. — On suppose de plus que :

a —anp——0
n+1 n 00

Démontrer que 'ensemble o/ valeurs d’adhérence de la suite a est un segment.
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 1

ENONCE

Vrai. D’apres les croissances comparées :

et donc

n2 =

n—+oo

ce qui équivaut a n2+2n+2"+In(n) ~ 207
n—

+00

MATHEMATIQUE

o(2") 2n = o(2") In(n) |

n—+oo

n?+2n+2"+In(n) = 2"+0(2")
n—+oo

—+00

o(2")

MPI-MPI* 2324



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

UN CORRIGE DE L’EXERCICE 2 ENONCE

1
Faux. Un contre-exemple est donné par la suite (u#y) ,eN définie par, pour tout n €N, u, =1+ o > 0. En effet, en remarquant que, pour tout
n

1 ))
1+ ——
n+1
1
1+ ——

)_1
n+1) n—+oo

neN:

(un)™ = exp (n~1n
et en appliquant In(1 + x) ~0 x, on démontre :
X—

n-In

Avec la continuité de la fonction exponentielle en 1, il vient

1
n_ . —_ _
(upn) _exp[n ln(1+n+l)) P e
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 3

ENONCE

MATHEMATIQUE

MPI-MPI* 2324

Faux. Un contre-exemple est donné par les suites (i) eN €t (V) neN définies par, pour tout n €N, u, = n+1 et v, = n. En effet :

mais :

Un

—_ =14
Un
Up—Up =

[—
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 4 ENONCE

. PP 1 1
Faux. Un contre-exemple est donné par les suites (i) eN €t (V) neN définies par, pour tout n €N, uy, = 1 etv, = 2—1 En effet :
n ne+
Up—"Up 0-0=0
n—-+oo
mais :
Up n?+1
—=— ~ n—->+4o00.
vp n+1 n—+oo n—+oo
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 5 ENONCE

1
Faux. Un contre-exemple est donné par a =0, b = 2 et la suite (u,) ,eN définie par, pour tout n €N, uy, = Pl En effet, pour tout n € N :
n

mais :
lim wu,;=0¢]0,2[.
n—+oo

Remarque — D’apres le théoréme de passage a la limite dans une inégalité large, on a cependant ¢ € [a, b].
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 6

ENONCE

1
Faux. Un contre-exemple est donné par la suite (uy) ,eN définie par, pour tout n €N, uy, = on En effet :

Remarque — Si g € R\ {0, 1}, alors la suite (1) ,eN définie par, pour tout n € N, u, = g, livre également un contre-exemple.

MATHEMATIQUE

MPI-MPI* 2324
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 7

ENONCE

1
Faux. Si f est la fonction partie entiére et si la suite (1) ,eN est définie par, pour tout n €N, uy, =1- P
n

MATHEMATIQUE

fup)=0

n—+oo

0#f)=1.

Remarque — Lassertion est vraie, sil'on suppose de plus la fonction f continue en ¢.

10

MPI-MPI* 2324

, alors u; ——— 1 mais
n—+o0
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 8 ENONCE

Faux. Un contre-exemple est donné par les suites (i) eN €t (V) neN définies par, pour tout n €N, u, = n+1 et v, = n. En effet :

Un 1
L il 1
vp n n—+oo
mais :
exp(un) e"-el
= e e.
exp(vn) el n—+oo
Remarque — On ne composera donc jamais un équivalent par la fonction exponentielle.

11
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 9 ENONCE

Faux. Un contre-exemple est donné par les suites (uy) neN €t (Vi) nen définies par, pour tout neN, uy =1+ —— >0etv, =1+
n
effet :

2
—— >0.En
n+1
Un _ 1
vn T n—+oo 1 -
mais : 1
In(wn)  p+1_1 1
In(vy) n—+oo 2 2 n—+oo 2
n+1
|

Remarque — On ne composera donc jamais un équivalent par la fonction logarithme.

12
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 10

ENONCE

MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

Q1. — Onintroduit la fonction f;, définie par :
10,+o0[ — R
X —  x+In(x).

f

La fonction f est dérivable (donc continue) sur 0, +oo[ et, pour tout x >0 :
f%m—1+1>0
= Z>0

D’apres le critere différentiel de stricte monotonie, la fonction f est dont strictement croissante sur ]0, +oo[. De plus

flx) —— —o0 et fx) +00.
x—0%

X—+00

Du théoréme de la bijection, nous déduisons alors que la fonction f est bijective. Lélément n € R posséde un et un seul antécédent par f, que 'on
note xy.
|

Q2. — Soit neN. De
fGp+D) =n+1>n=f(xp)
et de la stricte croissance de la fonction f, nous déduisons x;+1 > xj. La suite (x,),eN est donc strictement croissante.

Q3. — D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite (x;),eN est soit convergente, soit divergente vers +oco. Nous allons démontrer qu’elle
n’est pas convergente, en raisonnant par I’absurde, et nous en déduirons :

Xp — +00.
n—-+oo

Supposons que la suite (x;) ,en converge et notons £ € R sa limite. Comme la suite (xj) ;N €st croissante
VneN*, 0< xp < Xp.

Par passage a la limite dans une inégalité, il vient :
0<xg <.

Ainsi ¢ > 0. Par continuité de la fonction f sur ]0, +ool, nous en déduisons que :

f(xn)

fO)eRr

n—+oo

ce qui est contradictoire avec :
VneN, f(xp)=n.

|
Q4. — Soit n € N. Par définition de la suite (x) eN :
Xpn +1In(x,) = n.
Comme x; # 0, nous déduisons :
In(x n
|4 ) 1
Xn Xn
Par croissances comparées :
In(X)
X  X—+o0
Par la question 3 et la composition de limites, nous déduisons :
In (xp)
Xn n—+o0o
puis :
i —
Xp n—+00
Ainsin ~ xp.
n—+oo
|
Q5. — Il s’agit de démontrer :
b In(n In(n
Xn o~ ()+o( ())
n n—+oo n n
ie.:
Xn 1 In(n)
n n—-+oo n
Nous savons d’apres la question précédente que :
Xn

n n—+oo
. 5 i - . Xn
etil nous faut a présent préciser la vitesse de convergence de (— - 1) , vers 0.
n neN

Soit n€ N*. Comme x, +In(x;)=n:

) oo InGw)
n n

Nous observons :

In(n) =In(x, +1In(xy)) =In(x,) +1n (1 + M)

n

13
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Nous avons déja établi :

In (xp)
Xp ——— +00 _
n—+o0o Xp  h—+oo

et nous en déduisons, en considérant le quotient :
In (1 4+ InCGen) ]

In(n) _ Xn
In(xp) In(xp)
que:
In(n) ~ In(xp) .
n—-+oo
D’apres cet équivalent et (*) :
Xn 1 3 In(n)
n n—+oo n
ce qu’il fallait établir.
Q6. — Démontrer Il s’agit de démontrer :
Xn In(n) In(n) In(n)
— -1+ = +0
n n n—+oo p2 n?
ie.:
Xn 1 In(n) In(n)
n n—+oo p2
Soit n € N*. En reprenant les calculs effectués a la question précédente, il vient :
(k%) xl_1+ln(n) :l-ln(1+7ln(x")).
n n n Xn
Comme : |
n(xn) 0 et IA+X) ~ X
Xp  n—+oo X—0
il vient :
ln(l + In (xn)] N In (xy) ‘
Xn n—+oo Xn

Comme nous avons établi :

Xnp ~ n et In(xp) ~ In(n)
n—-+oo n—+oo

nous pouvons affirmer :
In (xz) In(n)

Xp n—+oo n

De cet équivalent et de (%), nous déduisons :

(%) Xn 1+ In(n) In(n)
n

n n—too n2
ce qu’il fallait établir.

14
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 11 ENONCE

Q1. — Par hypothese, il existe une application ¢: N —— N strictement croissante telle que :

u, +00.
LA ——

Nous raisonnons par I'absurde, en supposant la suite (1) ,eN majorée. Alors il existe M € R telle que, pour tout n € N, u; < M. En particulier :

(%) VneN, u(p(n] <M.

Comme up(n) +00, il existe un rang N € N tel que

n—+00
%) Yn2N, upm>M+1.

De (%) et (%), nous déduisons :

M+1< Up(N) <M.

d’ol1 une contradiction.

Q2. — Nous devons construire une suite extraite de la suite (u5) ;,eN, i.e. une application ¢ : N —— N strictement croissante. Nous souhaitons de
plus que Uy (n) +o00. Pour cela nous allons construire ¢(0),¢(1),¢(2),... par récurrence.

n—+oo

e Initialisation. Comme 0 n’est pas un majorant de la suite () neN, il existe ng € N tel que 0 < up,. Nous posons ¢(0) := ng, de sorte que ty(g) > 0.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons construits des entiers naturels ¢(0),(1),...,¢(n) tels que :
(@ @0)<pl)<...<pn);
(B) Ugp) >0, upa)>1,..., Upn) > N
Sila suite (Up) p>p(n)+1 €tait majorée par M €R, alors la suite (up) pen serait également majorée par :

max(uo,...,u(p(n),M).

ce qui est contraire a I'hypothese. La suite (#p)p> p(n)+1 West donc pas majorée. En particulier z + 1 de majore pas cette suite. Ainsi existe-t-il
p = ¢(n) +1tel que up > n+ 1. Nous posons p(n+1) := p, de sorte que p(n+1) = p(n) +1> @(n) et Ugp(n+1) > N+ 1. Ainsi:

@ 0 <p)<...<@pm<pn+l);

—_ ((b)] u(p[()) >0, uq,(l) >1,..., u(p(n) >n, u(p(n+1) >n+1.

» Conclusion. Nous avons ainsi construit, par récurrence, une application :

N — N

ln — @(n)

qui est strictement croissante et qui vérifie de plus, pour tout 7 € N, Uy () > n. Par lemme de minoration, nous en déduisons tn) e +00.
n—+o0o
|

Q3. — Lasuite (1) zeN Nest pas majorée si et seulement si elle posséde une suite extraite qui diverge vers +oo.

15
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 12 ENONCE

Q1. — Nous démontrons successivement (a) = (b), (b) = (c) et (¢) = (a).

* (a) = (b). Supposons que ¢ est valeur d’adhérence de la suite a. Alors, il existe une application ¢: N —— N strictement croissante telle que :

(%) Apn) ——— l.

n—-+oo
Soient € > 0 et N € N. D’apres (%), il existe pg tel que, pour tout p > pg :
‘a({l(p) —4 < E.
En posant :
n:=¢(max{N, po})
il vient:

n>eN)>=>N et |a,—/¢l<e.
e (b) = (c). Supposons (b), i.e.:
Ve>0, VNeN, In>=N, lap—-¢I<e.
Soit € > 0. Nous démontrons que A¢ := {n€N : |a, — ¢| < €} est une partie infinie de N en raisonnant par '’absurde. Supposons donc que A est
finie.
— Si Ag estvide, alors il n’existe aucun entier n > 0 tel que |a; — ¢| < &, d’ou1 une contradiction avec (b).
— Supposons désormais A non vide. Alors 'entier :
N:=max(A¢) +1
est bien défini (conséquence de la propriété de bon ordre pour N). Comme, pour tout n > N, n n’appartient pas a A¢ (i.e. |ap — ¢| > €), nous
obtenons une contradiction avec (b).
e (¢) = (a). Supposons que :
Ve>0, Ag:={neN:|a,-¢|<e¢} estune partie infinie de N.
Nous devons construire une suite extraite de la suite (a,);eN, i.e. une application ¢: N
que dy(n) £. Pour cela nous allons construire ¢(0), ¢(1),¢(2),... par récurrence.

N strictement croissante. Nous souhaitons de plus

n—+oo

— Initialisation. Comme Aj est infini, cet ensemble est non vide. Ainsi existe-t-il ng € Aj. Nous posons ¢(0) := ng, de sorte que :
1
‘aw(o)—g‘g1=m.
— Hérédité. Soit n € N. Supposons construits des entiers naturels ¢(0),¢(1),...,¢(n) tels que :

@ @0)<pl)<...<epn);
1
< —
(b) Vpe[o,n], ‘a(p(p) l‘ SoET
Comme A 1 estune partie infinie de N, elle n’est pas incluse dans la partie finie [0, ¢(n) + 1] de N. Il existe donc p > ¢(n) + 1 appartenant

2
aA . N(;las posons ¢(n+1):=p desorte que p(n+1) = p(n)+1>¢(n)et:

1

n+2
1

n+2’

‘aw(nJrl) - 4 <
Ainsi:
@ 90 < <...<pm<epn+l);
1
p+1°
— Conclusion. Nous avons ainsi construit, par récurrence, une application :
N — N

b) Vpeo,n+1], |ayp-¢|<

@
qui est strictement croissante et qui vérifie de plus, pour tout € N :
1 1
{———<a, <O+ —.
ntl e s n+1
D’apreés le théoreme d’encadrement, Agp(n) P /l.

(e o)
. . u

Remarque — On se propose d'imager la notion de valeur N R

d’adhérence de suite. Représentons nous la suite (a;);eN 5

comme des archers placés sur 1'échelle des entiers, qui

tirent des fleches sur I'axe réel. Alors un réel ¢ est valeur

d’adhérence de la suite (a) ;N si et seulement si une infi- 4

nité d’archers tire des fleches infiniment proches de ¢. Loy
31 F1
24 o
1 -
0 -

16
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Q2. — Nous démontrons que I'ensemble «/ des valeurs d’adhérence de la suite (a,, = (—1)") nen €st {—1,1}, en raisonnant par double inclusion.
Nous commencons par 'inclusion «facile ».

Comme :

a1 =-1——-1 et ayp=1—1
2n+1 n—+oo 2n n—+o0o

les nombres —1 et 1 sont valeurs d’adhérence de la suite (an = (—1)”)n€N, ie. {-1,1}c <.

Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite (a, := (—1)")n€N. Nous démontrons que ¢ = —1 ou ¢ = 1, en raisonnant par I'absurde. Supposons
donc ¢ #—1et ¢ #1, de sorte que :

§:=min{|¢+1]|,|¢ -1} [plus petite des distances entre ¢ et —1 et entre £ et 1]
est strictement positif. D’apres la question 1, 'ensemble :
o
{nEN clan -2 < 7}
2
est infini et, en particulier, non vide. Nous pouvons donc considérer un entier n tel que |a, — | < 7
— Sinestpairalors:

6<It-1=1-2=lan—2CI<

NS

— Si nestimpair alors :

<+l =-1-4l=lan—2lI<

N>

o 1 1
Dans tous les cas, il vient § < > puis, en multipliant membre & membre par 5 >0,1< 3 Contradiction.

Q3. — Nous décomposons le raisonnement en trois parties et démontrons que :
(a) < estune partie bornée de R;
(b) <«f estun intervalle non vide de R;
(c) inf(«f) et sup(«/) appartiennent a < ;

ce qui livrera que o/ est un segment de R.

e of estune partie bornée de R. Soient m un minorant de la suite (a;) ,en et M un majorant de la suite (ap) eN-
Considérons une valeur d’adhérence ¢ de la suite (ay),eN- Alors, il existe une application ¢: N N strictement croissante telle que :

uw(n) — /.

n—+oo
Comme m minore la suite (a) ,eN €t M majore la suite (ay) e, il vient :

VneN, mgaw(n) <M.
Par passage a la limite dans une inégalité large, nous obtenons m < ¢ < M. Lensemble </ est donc borné.
e of estun intervalle non vide de R. D’apres le théoreme de Bolzano-WeierstraB, 'ensemble «/ est non vide. DéEmontrons que c’est un intervalle.
Soient ¢ et ¢, deux valeurs d’adhérence de la suite (a,),eN €t soit £3 un nombre réel tel que ¢ < ¢3 < ¢2. Nous démontrons que ¢3 est une valeur

d’adhérence de la suite (ay) ,eN, en raisonnant par 'absurde, grace a la question 1.
Supposons donc qu'il existe :

l3-¢
O<e< % [on peut supposer € > 0 aussi petit que désiré]
tel que 'ensemble :
{neN: |a,—¥l3]<¢€}
est fini. Ainsi existe-t-il N7 € N tel que :
(%) vn> N, anp<fl3—¢ ou ap>/l3+e.

12 l1+¢ (01+743)]2 l3—¢ l3 l3+¢ (O3+02)]2 ly)—¢ ly
| | | |

} } } } }
T T T T T T T T T R

Comme :

api1—ap ———0
n—+00

il existe Np € N tel que :
(x%)  Vnz=Na, lapq1—anl<e.

Comme ¢ est valeur d’adhérence de la suite (ay) ,en, il existe un entier non nul 7y > max{Ny, No} tel que :
|an, —¢1|<e  [questionl1].
Nous allons démontrer, en raisonnant par récurrence, que :
Vn>n, ap</fl3-—c¢.
— Initialisation. De |an; — ¢1| < €, nous déduisons :

[1+€3

anp, <l1+e< <fl3-—¢.
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— Hérédité. Soit n > nj tel que a; < ¢3—e.Comme n > Np :
apy1 =apy1—antapn<etap <l3<l3+e [cf. (x%)].
Comme n+ 1 > Np, nous en déduisons :
anp+1 <l3—¢€ [cf. (%)]
eta fortioriay4+1 < 03 —¢.

Comme :
Vn>ny, ap<l3—-e<lr—c¢

I’ensemble :
{neN: |ap 02| <&l

est inclus dans [0, n; — 1] donc fini, ce qui contredit que ¢ est valeur d’adhérence de la suite (ay) zen d’apres la question 1.

e inf(ef) et sup(«/) appartiennent a «/. Nous démontrons s :=sup(«/) appartient a <, le raisonnement pour la borne inférieure étant analogue.
Soient € > 0 et N € N. Comme s — € ne majore pas <, il existe £ € of tel que :

s—e<l<s.
Comme ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (a;) ,en et € — (s —€) >0, il existe n > N tel que :
lan—¢1<¢-(s—¢)  [questionl].
Nous en déduisons :
s—e<ap<2-0—(s—€)<2-s—(s—¢€)=s+e.
i.e. |s—apl| <e.D’apres la question 1, s est valeur d’adhérence de la suite (az) zeN-

Remarque — Le point délicat est de démontrer que </ est un intervalle. Nous revenons sur notre preuve, en donnant une heuristique géométrique.
Nous avons établi I'existence d'un rang n; tel que :

(@ up, <l3-¢;

(b) a partir du rang nj, les accroissements entre u; et u,4] sont majorés par ¢, i.e. pour passer de u; a uy41 on fait un saut de longueur
inférieur a € sur I'axe réel;

(c) apartir durang nj, aucun des termes de la suite ne se trouve dans la zone [£3 — ¢, 03 + €]

/1 l1+¢ (1+03)]12 l3—¢ l3 l3+¢ (b3+4€2)12 ly)—¢ ly
Il Il Il Il

| | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 t R

zone ou Vit up,;

—
aucun terme Uy, ou n > ny

Le no man’s land [¢3 — ¢, /3 + €] et les accroissements inférieurs a € obligent tous les uy,, ol n > np, arester a gauche de 3 —¢. Il ne peut donc pasy
avoir une infinité de termes de la suite dans [¢» — ¢, o + €].
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