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POLYNOMES EN UNE INDETERMINEE REVISIONS

par David Blottiere, le 21 aotit 2023 a 21h19 2

«Lalogique est I'hygiéne des mathématiques. »

André Weil
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§ 1. PREAMBULE

Les polynémes non nuls a coefficients dans K = R ou C s’écrivent d’'une unique maniere sous la forme

n
Z aj Xk
k=0
ol n est un entier naturel, ap, ay, ..., an sont des éléments de K et a,, # 0. Lobjet X est appelé indéterminée.

Dans un premier temps, on rappelle la construction de 'ensemble K[X] des polynémes a coefficients dans K, en expliquant soigneusement
qui est 'indéterminée X.

Un polyndme est ontologiquement la suite de ses coefficients et ne doit pas étre confondu avec la fonction polynomiale qu’on lui associe ca-
noniquement.

On construit des opérations (multiplication par un scalaire, addition, multiplication) sur K[X] et on établit avec rigueur quelques unes de leurs
propriétés, grace a des manipulations sur des sommes finies qui sont intéressantes par ailleurs.

On dispose d'une notion de degré, de coefficient dominant et de division euclidienne qui s’averent étre précieux dans I'étude de K[X].

Un des résultats essentiels est le théoréeme de d’Alembert-GauR : tout polyndme a coefficients complexes de degré au moins 1 possede une
racine complexe.

Nous verrons, cette année, que les polyndomes permettent d’étudier la réduction des matrices, e.g. de savoir si une matrice carrée a coefficients
dans K est semblable a une matrice diagonale.

S 2. RAPPELS SUR LA CONSTRUCTION DE K[ X]

NOTATION — Dans tout ce document, la lettre K désigne I'un des deux corps R ou C.

APPROCHE RETENUE — La construction décrite ci-dessous repose sur I'idée suivante : un polyndéme peut étre identifié avec la suite de ses coeffi-
cients.

EnseEMBLE K™ DES SUITES PRESQUE NULLES D’ELEMENTS DEK — On note K™V le sous-ensemble de KN, formé des suites d’éléments de K, qui
sont nulles a partir d'un certain rang, i.e. :
K™ :={(a)en : InEN Vk>=n ap=0}.

11 est parfois commode d’écrire un élément (ay) xen de K™ sous la forme (ag, ay,..., an,0,...,0,...).

TROIS OPERATIONS -, +, x SURK™N) ET STRUCTURE DEK-ALGEBRE — Si A estun élément de KN alors on définit, pour tout k €N, [A]}; comme étant
le terme d’'indice k de la suite A. Ainsi, si A= (ay)gen € KN alors pour tout k€N, [Alg = a.

Soient A€ K™ et Be K™ On leur associe deux éléments de KN, A+ B et Ax B, définis par, pour tout ke N :

k
[A+Blg:=[Al +[Bly et [AxBlg=Y [Al; [Blj_;-
i=0
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Si de plus A € K, on définit I'élément 1.A de KN par, pour tout ke N :
A-Alg:=A[Alg.

On démontre que les suites 1.A, A+ B et A x B sont nulles a partir d'un certain rang, i.e. :

1.AeKN o))
A+Bek® @)
AxBeKW 3)

Pour une démontration des propriétés (1)-(3), on pourra visionner la vidéo [YouTube] (14 minutes).

Ainsi, pouvons nous considérer trois opérations définies sur KV :

KxKN KN o . KN « k™) ., KN .
. ‘ A . 1A (multlphcanon parun scalalre) + (A.B) . A+ B (addition)
N) N) (N)
‘ 7 XK K (multiplication)

(A,B) — AxB
telles que (K(N] R +) est un K-espace vectoriel, (K(N), +, x) un anneau commutatif et :
YLAB eKxKM KN, 2. (AxB)=(A-A)xB=Ax(A-B).

On dit alors que (K(N), o+, x] est une K-algebre commutative (nous reviendrons sur cette structure dans I'année). En particulier, la multiplication
x est associative, i.e. :

V(4,B,C) e KNV x KN x kN Ax(BxC)=(AxB)xC )
et commutative, i.e. :
V(4B eKV<xKk™N  AxB=BxA. (5)

Pour une démontration des propriétés (4) et (5), on pourra visionner la vidéo [YouTube] (25 minutes).

LINDETERMINEE X ET SES PUISSANCES — On distingue plusieurs éléments remarquables dans KMV :
¢ la suite nulle OK(N) =(0,...,0,...) qui est le neutre de I’addition +;
o lasuite IK(N) = (50,k)keN =(1,0,...,0,...) qui est le neutre de la multiplication x;
e l'élément X = (51,k)keN =(0,1,0,...,0,...) qui va nous permettre d’écrire sous une forme commode tous les éléments de KN,

Dans ce qui précede 0z, désigne le symbole de Kronecker.

SineNetsiA€e K(N], alors on pose :

IK(N) sin=0
A":={ Ax...xA sin>1.
n fois
On vérifie que :
vneN, X"=(6,1)ien=|0--0, L 00 (6)

terme d'indice n

Pour une démonstration de la propriété (6), qui légitime la notation puissance déja utilisée par la passé, on pourra visionner la vidéo [YouTube] (12
minutes).
NOTATION USUELLE DES POLYNOMES — Considérons a présent un élément
A= (a) gen = (g, a1,...,an,0,...,0,..) e KN |
D’apres les définitions des opérations - et + sur K™ :
A=aqy-(1,0,...,0,...)+a;-(0,1,0,...,0,..)+...+ayn-|0,...,0, 1 ,0,...,0,...

~—~—
terme d'indice n

En appliquant a présent (6), il vient :

n
A=ag-X'+ay-X+..+an-X"=Y ap.x*

k=0
+00 k +00
somme finie que 1'on convient d’écrire plutot Z ay - X". Le symbole Z jouit des mémes propriétés de linéarité que le symbole de sommation
k=0 k=0

usuel et ne met en jeu aucune convergence (il s’agit d'une somme finie ici).

+00
Nous avons donc démontré que tout élément A de K™V s'écrit sous la forme Y ap-X k ot (ag) ken est une suite d’éléments de K nulle a partir
k=0
d’un certain rang. Cette écriture est par ailleurs unique, car les coefficients qui apparaissent sont précisément les termes de la suite d’'éléments de
Knulle a partir d'un certain rang. A. Pour cette raison, on choisit de désigner K™ par K[X].


https://youtu.be/6YS57PMn1t0
https://youtu.be/xxLgh_hkxFs
https://youtu.be/doxI5yktfnc
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SYNTHESE DE LA CONSTRUCTION DE K[X] — Un élement A de K[X], appelé polyndme en une indéterminée a coefficients dans K, s’écrit d'une
+00

et d’'une seule maniére sous la forme A= Y a;-X k. ou (ag) ken est une suite d’éléments de K nulle a partir d'un certain rang. Les opérations sur
k=0

K[X] se réécrivent alors, de maniére habituelle, comme suit :

K x K[X] —_— K[X] K[X] x K[X] —_— K[X]
A . Jio A1l xk (multiplication par un scalaire) + (A.B) . E:o (1Al + [BIy) xk (addition)
k=0 k=0
K(X] xK[X] —— K[X]
(AB) . Jio (zk: AL 1 B]k—i) Xk (multiplication)
k=0\i=0

et (K[X],-, +, x) est une K-algebre commutative.

PROPRIETE UNIVERSELLE DE LA K-ALGEBRE (K[X], +,-,x) — Soient A une K-algebre et a € A. Alors:
il existe un unique morphisme de K-algebres f: K[X] —— A tel que f(X) = a.

En cours d’année, nous reviendrons sur cette propriété, qui est 'essence de K[X]. Remarquons simplement que f est'application :
K[ X] — A

+0o0 &
P — Y [Plg-a”.
k=0

et laissons au soin du lecteur de vérifier, avec toute la rigueur requise, que 'application ci-dessus est bien un morphisme de K-algebres.

TROIS OUTILS ADDITIONNELS SUR K[X] — La K-algebre commutative K[X] est munie de trois outils suplémentaires :
» une application « degré » :
K(X] — N U {~oo}
deg A —00 siA=0
max{k €N : [A]p #0} sinon
» une application « coefficient dominant » :
‘ K[IX]\{0} — K*
dom

A —  [Algeg(a)
» une division euclidienne : pour tout (4, B) € K[X] x (K[X] \ {0}) il existe un unique couple (Q, R) € K[X] x K[X] tel que

A=BQ+R et deg(R)<deg(B).

Soulignons que I'on dispose d’un algorithme (a connaitre) pour effectuer la division euclidienne d’'un polynéme par un polynéme non nul.

L'anneau K[X] présente des analogies fortes avec 'anneau Z. Par exemple, les éléments irréductibles de K[X] sont des analogues des nombres
premiers et 'on dispose d’un analogue polynomial du théoréme fondamental de 1'arithmétique.

§ 3. COURS

On commencera par une étude minutieuse :
« du polycopié de cours [PDF] sur les polyndmes;

o les parties 2 et 3 du polycopié de cours [PDF] portant sur I'arithmétique des polyndmes.

11 faudra étre en mesure :
o d’énoncer précisément et formellement les définitions;
« d’énoncer et de démontrer les propositions et théorémes;

» de résoudre les exemples d’applications directes.

Ce travail sur le cours est fondamental.

§ 4. VRAI-FAUX

ENONCE DE L'EXERCICE 1 UN CORRIGE

Lassertion
V(A B) € K[X]z, deg (AB) = deg(A) + deg(B)
est-elle vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.


http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre16.pdf
http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre29.pdf
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ENONCE DE UEXERCICE 2 UN CORRIGE

Lassertion
¥ (4,B)€K[X]?, deg(A+B)=max{deg(4),deg(B)}
est-elle vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

ENONCE DE LEXERCICE 3 UN CORRIGE

Lassertion
YPeK(X], deg(P')=deg(P)-1

+00
ouP := Z k[Pl X k=1 estle polynéme dérivé de P, est-elle vraie ? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.

k=1
L]
ENONCE DE EXERCICE 4 UN CORRIGE
Lassertion
X2+ X+1divise X2+ X*+ X3+ X2+ X +1
est-elle vraie? Justifier la réponse donnée.
L]
ENONCE DE LEXERCICE 5 UN CORRIGE
Lassertion
Un polyndme de R[X] de degré impair posséde au moins une racine réelle.
est-elle vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.
L]
ENONCE DE ’EXERCICE 6 UN CORRIGE
Lassertion
Si A et B sont polynémes de C[X] sans racine commune dans C, alors ils sont premiers entre eux.
est-elle vraie? Si « oui», démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.
L]
ENONCE DE EXERCICE 7 UN CORRIGE
Lassertion
Si A et B sont polyndmes de R[X] sans racine commune dans R, alors ils sont premiers entre eux.
est-elle vraie? Si « oui », démontrer le résultat. Dans le cas contraire, donner un contre-exemple.
L]
, .
§ 5. RACINES DE L’UNITE
ENONCE DE EXERCICE 8 UN CORRIGE
Soit n = 2 un nombre entier.
Q1. — Factoriser X" — 1 en produit d’irréductibles dans C[X].
Q2. — En déduire les valeurs de
Sni= Y. ¢ et Pp=1]]¢C
(eUp (eUp
ot Uy, est le sous-groupe de (C*, x) formé par les racines n-iémes de l'unité.
L]
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§ 6. POLYNOMES A VALEURS RATIONNELLES SUR LES RATIONNELS

ENONCE DE L'EXERCICE 9 UN CORRIGE

Soit P un polynéme non nul de C[X] dont le degré est noté n. On suppose que :
VxeQ, Px)eQ.

Démontrer que P € Q[X], i.e. que tous les coefficients de P sont rationnels.

§ 7. POLYNOMES DE LEGENDRE

ENONCE DE L'EXERCICE 10 UN CORRIGE

1

> U,(ln). Pour n entier naturel, a, désigne le coefficient dominant de Lj,.
n!

Pour n€N, onnote Uy, = (X2 -1)" et L, =

Q1. — Déterminer Ly, Ly et Lp.
Q2. — Soit n € N. Justifier que L, est de degré n et préciser la valeur de ay.
Q3. — Démontrer que la famille (Lo, ..., Ly) est une base de Ry, [X].

Q4. — Pour n € N*, déterminer les racines de Uy, en précisant leur ordre de multiplicité, puis justifier qu'il existe un réel @ €] —1,1[ et un réel 1

tels que :
U =AxX-)" X+ (X -a).

Q5. — Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [[1, n— 1]]. On suppose qu'il existe des réels a7y, ..., @y deux a deux distincts dans ] —1,1[ et un
réel u tels que :
UR = px - D" X+ D"k X —ap) - (X —ap).

Justifier qu'il existe des réels By, ..., B+ deux a deux distincts dans | — 1,1[ et un réel v tels que :

U 2y (x - X+ )R X - By) - (X = Brs)-

Q6. — En déduire que, pour n € N*, L, admet n racines réelles simples, toutes dans ] — 1, 1[.

§ 8. SOMME DE DEUX CARRES DANS R[X] *

ENONCE DE UEXERCICE 11 UN CORRIGE

Un polynéme P de R[X] est somme de deux carrés dans R[X] si:
3(4,B)€R[X]?, P=A’+B>.
Q1. — Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynéme constant P de R[X] soit somme de deux carrés dans R[X].
Q2. — Démontrer qu'un polyndme P de degré 1 de R[X] n’est pas somme de deux carrés dans R[X].
Q3. — Démontrer qu'un polyndme P € R[X] unitaire et de degré 2 est somme de deux carrés dans R[X] si et seulement si A(P) < 0.

Q4. — Soient P et P» des polynomes de R[X], qui sont sommes de deux carrés dans R[X]. Démontrer que leur produit P; P, est également somme
de deux carrés dans R[X].

Q5. — Soit P un polynome de R[X] de degré supérieur ou égal a 2. Démontrer P est somme de deux carrés dans R[X] si et seulement si :

VxeR, P(x)=>0.
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 1 ENONCE

Vraie.
Si A=0ou B =0alors AB =0 et I'identité a démontrer s’écrit —oo = —oo. Elle est donc vraie.

Supposons donc que A # 0 et B # 0, introduisons les degrés respectifs a € N et b€ N de A et B et considérons n > a+ b.

n a

n
[ABly:= Y [Alg[Bly—g = Y [Alg[Bl—g+ Y. [AlglBl,_.
k=0 k=0 k=a+1

Pour tout k > a+1, [Al; = 0 et donc la deuxiéme somme est nulle. Si k < g, alors n— k > b et donc [B],,_ = 0. La premiére somme est donc
nulle également. Ainsi, pour tout n > a+ b, [AB];; =0.

Nous observons

a+b a-1 a+b
[ABlgip:= ) [AlgBlasp-k = Y [Alg[Blasp-k +[AlalBlp+ 3 [AlkBlaspi-
k=0 k=0 k=a+1
a-1
e Sik<a-lalorsa+b—k>b+1etdonc [B], s,k =0.Ainsi Z [AlgBlg+p—k =0.
k=0
a+b
e Sik>a+1alors [A]l; =0etdonc Z [Alg[Blgsp—k =0.
k=a+1

Nous en déduisons [AB] ;. = [Alq[Bly #0.

D’apres ce qui précede AB #0et:
deg(AB) :=max{keN : [AB]}; #0} = a+b=deg(A) +deg(B) .

Remarque — Nous avons également établi
dom(AB) = dom(A) dom(B).
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 2

ENONCE

Faux. Un contre-exemple est donné par A= X2+ X +let B=-X2+1.

Remarque — Il est cependant vrai que :

En effet, pour tout k > max{deg(A),deg(B)},

car k > deg(A) et k> deg(B). De plus:

¥ (A,B)eKIX]?, deg(A) # deg(B)

V(4B eK[X]?, deg(A+B)<max{deg(A),deg(B)}.

[A+Blg=[Alg+ (Bl =0+0=0

=> deg(A+ B) = max{deg(A),deg(B)}.

MPI-MPI* 2324
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 3 ENONCE

Faux. Si P € K[X] est un polynéme constant non nul (i.e. un polynéme de degré 0), alors P’ =0 et :

—co=deg(P') #deg(P)-1=-1.

Remarque — Il est cependant vrai que :
YPeK[X], deg(P)>1=> deg(P')=deg(P)-1.
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 4

ENONCE

Vrai. En posant la division euclidienne de X® + X* + X3 + X2 + X +1 par X2 + X + 1 on obtient un reste nul.

Remarque — Le quotient de la division euclidienne de X° + X% + X3 + X2 + X + 1 par X2 + X + 1 égale X3 +1.

MATHEMATIQUE

MPI-MPI* 2324
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 5 ENONCE

MPI-MPI* 2324

Vrai. Soit P un polynome de R[X] de degré n impair. Quitte a diviser P par son coefficient dominant, nous pouvons supposer P unitaire, i.e. de

coefficient dominant égal a 1. Soit f la fonction définie par

R — R
f x —  PX).
Etant polynomiale, elle est continue sur I'intervalle R. De plus comme P est de degré impair et unitaire
fx) ~ x" +oo et f(x) ~ x" —c0.
X—+00 X—+00 X——00 X——00

D’apres la définition de la limite, il existe deux réels a et b tels que
Vxel[b+oo[, f(x)=0

et
Vxel-oo,al, f(x)<0.

Ainsi f(a) f(b) < 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel xq (entre a et b) tel que f(xp) = 0. Le polynome P posséde donc

une racine réelle.

10
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 6 ENONCE

Raisonnons par contraposée. Supposons donc que A et B ne sont pas premiers entre eux et démontrons qu'ils ont une racine commune dans C.

Comme A et B ne sont pas premiers entre eux, leur PGCD, noté D, est un polyndme unitaire de degré supérieur ou égal a 1. Comme D divise A
et B, il existe Q4 € C[X] et Qp € C[X] tels que :
A=QaD et B=QpgD.

Comme le polyndme D n’est pas constant, il posséde une racine a dans C d’apres le théoreme de d’Alembert-GaufS. Ainsi :
Al@)=Qa(@)D(@)=0 et B(a)=Qp(a)D(a@)=0.

Le nombre complexe a est donc une racine commune a A et B.

11
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UN CORRIGE DE I’EXERCICE 7

ENONCE

Faux. Un contre-exemple est donné par A= (X2 +1)X et B= (X2 + 1)(X +1).

MATHEMATIQUE

12

MPI-MPI* 2324
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 8 ENONCE

Soit n = 2 un nombre entier.

Q1. — Lesracines complexes de X" — 1 sont les éléments de :
2k
Up = {e’Tn tke [[O,n—l]]}
2k
Comme les éléments el 1" ,olt k € [0, n— 1], sont deux-a-deux distincts, nous en déduisons qu'il existe un polynome Q € C[X] tel que :
n-1 ok
X"-1=Q [] (X—elT”] )
k=0
Par analyse des degrés, nous obtenons deg (Q) = 0. Par analyse des coefficients dominants, il vient Q = 1. Donc :
n-1 2k
x  X"-1=]] (X—e’T”) .
k=0

Comme les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1, I'identité (x) est la décomposition de X" — 1 en produit d’irréductibles dans
C[X].
|

Q2. — D’apres la question 1, Sy, est la somme des racines complexes de X" — 1 et P;, est le produit des racines complexes de X" — 1.

Comme X" —1 est scindé sur C et de degré n, la somme de ses racines est I'opposé de son coefficient de degré n—1 et le produit de ses racines
égale son coefficient constant multiplié par (—1)". Il s’agit d'un cas particulier des formules de Viete.

Nous en déduisons :

Spi= Y (=0 et Pp:= [ {=D"T.
(eUy (eUn

13
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 9 ENONCE

Soit k € [0, n]]. Nous considérons le polyndome L;. défini par :
'

AR
(#k

Lkl

qui est un polynome interpolateur de Lagrange élémentaire, pour les points 0,1,...,n. Comme Lj est un produit de polynémes a coefficients
rationnels : Nous observons que :
L €QIX].

D’apres le théoreme d’interpolation de Lagrange :
n
(*)  P=Y Pk L.
k=0

Par hypothése, les nombres P(0), P(1),..., P(n) sont rationnels. Comme Q[X] est un sous-Q-espace vectoriel de C[X], 'identité (x) livre que P esta
coefficients rationnels
|

Remarque — Dans la solution ci-dessus, nous avons choisi d’interpoler aux points 0,1,..., n, mais nous aurions tout aussi bien pu interpoler en
n+ 1 autres nombres rationnels deux a deux distincts.

14
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 10 ENONCE

1
Ql.— Up=letLy=—U9 =1.

2001 70
h=x2-Detl = —uW = Lox=x
' ST The BN R
Uh=(X2-12=X*—2x2+1etly = ——U®P = Lax3-axy = La2x2 9= Lax2 1.
222172 8 8 2
|
Q2. — Démontrons par récurrence que, pour tout k € [0, n] :
deg(OU®) = 2n-k
HR k-1
(HRy) dom(U,(,Lk)) = H(Zn—i)
i=0
n=1(p
Initialisation. — Uﬁ,o] =U,=(X?2-1)"=x""+ Z k (=1)"*(x*)* est bien un polyndme de degré 2n — 0 ayant pour coefficient dominant 1.
k=0
. k-1
Hérédité. — Soit k € [0, n — 1] et supposons HRy. vérifiée. Alors Uﬁ, ) est de degré 2n — k et a pour coefficient dominant H (2n - i) donc il existe
i=0
Q€Ry,_—1[X] telque:
k=1
b = ( 1 e@n- i))XZ”_k +0,
i=0
donc:
K+l k-1
uF Y = Tl @en-i|en-x* 14
i=0
k
=([Jen-p|x? 1e o
i=0 —~
€Ryp——2[X]
k k+1-1
donc Uﬁl *1) est bien un polyndme de degré 2n — (k+ 1) et de coefficient dominant H (2n—1i).Onabien HRjy, ;.
i=0
. k-1
Conclusion. — D’oty, par récurrence, pour tout k € [0, n], Uﬁ, ) est de degré 2n — k et a pour coefficient dominant [] 2n-i).
i=0
1
Par suite, Ly, = o U,(qm est de degré 2n — n = n et a pour coefficient dominant :
n!
n-1 2n
. . 1 @2n)! (2n)! 2n| 1
an = 2n-1i)= i= = = —.
"2 iE[O 2"l l.zl;lﬂ 2%nl nl " 2n(nh? (n)Z"
|

Q3. — La famille (Ly,...,Ly) est libre (théoreme des degrés échelonnés) et elle est composée de n + 1 éléments de Ry, [X], espace vectoriel de
dimension n + 1, donc (Lo, ..., Ly) est une base de Ry, [X].

|
Q4. — Pourtout n€ N*, Up = (X2 -1)" = (X - 1)(X + 1), donc Uy, a deux racines, —1 et 1, de multiplicité .
Comme Uy = (X2 - 1)", U}, = n2X) (X2 - )" =2n(X - )" 1 (X +1)""1 (X - 0), donc, en prenant A =2n et a = 0 €] - 1, 1], on a bien
UL =AX - X+ )N (X - a).
|

Q5. — On supposera de plus, quitte a renuméroter, que @1 <--- < Q.

Alors, comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n—k > 1 de Uﬁ,k), —1 et 1 sont racines de multiplicité n— k—1 de (Uﬁlk))’ = U;,k”), doncil
existe donc Q € R[X] tel que UFV = (x - yn=k-1(x + n-Fk+iq,
Comme deg(U}f”’) =2n—k—1et deg((X—1)"’k’1(X+1)”’k+1) =2n-2k-2,0onadeg(Q) = k+1.
Posonsag=—letay,; =1.Alorsonaag<a) < <qp < Apiq-

Pour tout k € [1,n+1], Uﬁlk)

est continue sur [a_1, a], dérivable sur Ja_;, a [ (fonction polynomiale) et U,gk) (ap—1) = Uﬁlk)(a'k) (=0).
o P —_ (k) 0 (k+1) _
Donc, d’apres le Ihéoréme de Rolle, il existe B €]lay_1, ar[telque (U, | (Bx) =0,ie. Uy~ (Br) =0.

On a de plus, par construction :
—“l=ap<fr<ar<Po<-<ap<Pr+1 <s1=1,

donc les réels (8;)1<ik+1 sont deux a deux distincts.

15



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

Pour tout i € [1,k+1], U,(lk“) (Bi) =(B; — 1)"_1(15,- + 1)"_l Q(B;), donc, comme Uﬁlkﬂ] (B;) =0,0naQ(B;) =0, et donc B; est une racine de Q.
—_— ——

#0 car B #+1
Q estun polynéme de degré k+1 qui admet pour racines (distinctes) By, ..., Bx+1, doncil existe ve Rtel que Q = v(X— 1) -+ (X — B+1)- Ainsi:

Uﬁlkﬂ) —v(X - l)n—lc—l(XJr l)n_k_l(X*ﬁ])---(X*ﬁkﬂ).
|

Q6. — Les questions 4 (initialisation pour k = 1) et 5 (hérédité pour k € [1, n—1]) permettent de démontrer par récurrence que, pour tout k € [1, ],
il existe des réels aj,..., aj deux a deux distincts dans ] — 1, 1] et un réel yy. tels que :

UP = X =D F X+ 1)K (X —ap) - (X —ap).
En particulier, pour k = n, il existe des réels a7y, ..., @, deux a deux distincts dans ] — 1, 1[ et un réel uy, tels que :

1 1
_ ) _
Ln= S Un’ = su

PnX =DM X+ DM X —ap) - (X —an)
= ﬁﬂn(x—al)“‘(X—a’n),

donc ay,...,a, sont n racines distinctes de L, et toutes ces racines sont dans ] — 1, 1[.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 11 ENONCE

Q1. — Soit P e Rg[X].On écrit P=c,ouceR.

Recherche d’une condition nécessaire. Supposons qu'il existe (A, B) € R[X] x R[X] tels que P = A% + B2. En spécialisant 2 X — 0, nous obtenons :
c=P(0) = A)? + B(0)>.

Comme A et B sont des polyndmes a coefficients réels, A(0) et B(0) appartiennent a R. Donc ¢ > 0.
Vérification que la condition nécessaire est suffisante. Supposons ¢ > 0. Alors en posant A= \/c € R[X] et B = 0 € R[X], nous obtenons P = A% + B2,

Conclusion. Le polynéme constant P = ¢ est somme de deux carrés dans R[X] si et seulement si ¢ > 0.

|
Q2. — Soit P=a; X + ap, ot a; ER* et ag €R.

Nous raisonnons par 1'absurde. Supposons donc que P est somme de deux carrés dans R[X], i.e. qu'il existe (A4, B) € R[X] x R[X] tels que
P=A%+ B2
Comme A et B sont des polyndmes a coefficients réels, pour tout x € R, A(x) € R et B(x) € R. Ainsi, pour tout xe R:
P(x) = ayx+ag = A(x)* + B(x)? > 0.

e Siaj >0, alors P(x) —oo. Contradiction.

X——00
—o0. Contradiction.

e Siaj <0, alors P(x)
X—+00

Dans tous les cas, nous avons obtenu une contradiction.

Q3. — Soit P = X2 + a) X + ay, o1 (ay, ag) € R?.

Supposons que P est somme de deux carrés dans R[X], i.e. qu'il existe (A, B) € R[X] x R[X] tels que P = A%+ B2,

Comme A et B sont des polyndmes a coefficients réels, pour tout x € R, A(x) € R et B(x) € R. Donc, pour tout x e R:
P(x)= Ax)?+Bx)?%>0.

Nous en déduisons que P ne possede pas deux racines réelles distinctes, sinon la fonction polynomiale associée a P n’aurait pas un signe constant
sur R. Ainsi A(P) > 0.

Supposons A(P) = a% —4ap < 0. Nous écrivons P sous forme canonique :

=—A(P)>0
2 — 2
2 a 2 4ay— 2 (VAP
P:[X+ﬂ) +a07—1:(X+ﬂ) +M:(X+ﬂ) +(7()) .
2 4 2 4 2 2
VAP
Donc sion pose A:= X + % €eR[X]etB=: T() € R[X], alors P = A% + B2,
[ |
Q4. — Par hypothese, il existe des polynomes Ay, By, A2, B2 de R[X] tels que :
P1=A3+B? et Pp=A+B3.
Nous calculons :
(A1 A2 +B1Bo)? + (A1 By - B1A2)? = AJAS+B2BS+2A1A2B1By + A2BS + B3 A3 —2A1 By B1 Ap
_ 2. 02y (2. R2
= (A7+Bf) (A5+B))
= PP
pour en déduire que P; P> estla somme des carrés de Ay A2 + B B2 € R[X] et A1 By — B} A € R[X].
[ |

Q5. — Supposons que P somme de deux carrés dans R[X]. Alors il existe (A, B) € R[X] x R[X] tels que P = A® + B2, Comme A et B sont des
polyndmes a coefficients réels, pour tout x € R, A(x) € R et B(x) € R. Donc, pour tout x € R

P(x)= Ax)?+Bx)?=0.

Supposons que, pour tout x € R, P(x) > 0. Nous considérons la décomposition de P en produit de polynémes irréductibles dans R[X] et
scindons Iétude en trois parties, afin d’envisager les différents cas.

(A) Casou P n'aaucune racine dans C\R (i.e. est scindé sur R). Supposons que :
r
P=dom(P)- [T (X-ay)"**
k=1

oureN*, a; <...<a, sontdes nombres réels et ny, ..., ny sont des nombres entiers naturels non nuls. Soit k € [1, r]. Nous posons

]—oo,ai[Ulay, az( sik=1
V=9 lagpaplulag,agy [ sil<ksr
lar-1,ar[Ular,+ool  sik=r.
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r
» Soit k € [1,r]. Sur le voisinage épointé Vk* de ay, P est strictement positif et le polyndme dom (P) - H (X — ap)"* ne s'annule pas et garde

S
=

#
un signe constant. Nous en déduisons que le polynéme :

p

- =(X- ak)"k
dom(P)- [] (X-ap)™
(=1
£k
garde un signe constant sur le voisinage épointé 7/k* de aj. Donc ny. est un entier pair. Ecrivons ny = 2- my, ot my. € N. Alors

(X — @)™ = (X —ap)™)? +0°

est somme de deux carrés dans R[X].

+ Comme

—— ————
>0

nous savons dom (P) > 0. D’apres la question 1, dom (P) est somme de deux carrés dans R[X].

.
0<Par+1) =dom(P)- [ ((ar+1-ayp)™)?
k=1

Des deux résultats précédents et de la question 4, nous déduisons que P est somme de deux carrés dans R[X].

(B) Casou P n'aaucune racine dans R. Supposons que :

S
P=dom(P)- [] (X% +a,X+by)"¢
=1

ou se€N*,,my,..., ms sont des entiers non nuls et (ay, by), ..., (as, bs) sont des couples deux-a-deux distincts de réels tels que pour tout ¢ € [[1, s],
a? <4by.
» D’apres la question 3, pour tout ¢ € [1, 5], le polynome X%+ apX + by est somme de deux carrés dans R[X].
e Comme pour tout x € R:
ﬁ %+ apx+bp)™ >0
=1
et P(x) >0, il vient dom (P) > 0. D’apres la question 1, dom (P) est somme de deux carrés dans R[X].

Des deux résultats précédents et de la question 4, nous déduisons que P est somme de deux carrés dans R[X].
(C) Cas ol P auneracine dans R et une racine dans C\R. Supposons que :

r S
P=dom(P): [[(X—ap)™ [](X*+a,X+bp™
k=1 /=1

ol r et s sont des entiers naturels non nuls, ny,..., n,, my,..., ms sontdes entiers non nuls, a1,..., a sont des réels deux-a-deux distincts, (a1, b1), ..., (as, bs)
sont des couples deux-a-deux distincts de réels tels que pour tout ¢ € [1, s], a? <4b,.
* Comme pour tout x € R:
S
[T G2 +apx+bp)™ >0
/=1
ilvient:
r
VxeR, dom(P): [] (x—ap)™ >0.
k=1
D’apreés le cas (A) déja résolu, le polyndome :
’
dom(P)- [] (X —ay)
k=1
est somme de deux carrés dans R[X].
» D’apres la question 3, pour tout ¢ € [1, 5], le polynome X? + apX + by est somme de deux carrés dans R[X].

Des deux résultats précédents et de la question 4, nous déduisons que P est somme de deux carrés dans R[X].
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