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Espaces vectoriels normés Colle S9

MPI*

Exercice 1 :

convexes de E.

Soit A une partie convexe d’un espace vectoriel normé (E, ||.||), montrer que A et A sont aussi des parties
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Exercice 3. Pour tout polynéme réel P, écrit sous la forme P = arX®, on note

k=0
IIP||= sup [P(z)] et N(@P)= +§o:oak _;.Jf:olf_k_l_
0<z<1/2 — 1 k

a. Prouver que || || et N sont des normes sur R[X].
b. Etudier la convergence de la suite (X™)nen relativement & ces deux normes.

c. Construire une norme sur R[X] pour laquelle la suite (X")nen converge vers le polynéme X.
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7 1. Démontrer que ’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans 1, (C).

.2. Soit A = ( 01 é ) Démontrer qu’il existe u{ voisinage de A dans 773(R) ne contenant aucune matrice diagonalisable. J
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Exercice 107. On note E l’ensemble des suites réelles bornées et F' = RM) le sev constitué des suites nulles
& partir d’un certain rang.

1. On munit F de la norme définie par

+C>o1

S— Yu € E, Nl(u)=z—|un|-

21’1,

n=0

Montrer que cette norme est bien définie et montrer que F' est dense dans FE.

2. On munit F de la norme définie par

Yu € E, Noo(u)= sup |up].
neN

Montrer que F' n’est pas dense dans F.

3. Dans le deuxiéme cas, déterminer ’adhérence de F.
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= -~ | Exercice 1. Soit (F,N) un espace vectoriel normé. Soit E un R-espace vectoriel. [—

Soit u € L(E,F). On suppose que u est injective.

i
n
1]

1. Montrer que la fonction Ny : z > N(u(z)) est une norme sur E.

T

2. Dans cette question, on prend w : R? s R® définie par

S —— i u: (z,9) = (T2 42y, —Y)

— ; | et on choisit N = || ||oo-

— - I Vérifier que u est effectivement injective puis dessiner la boule unité fermée relative a Ny. j _____ ,

Si=h

===t == 1
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Exercice. On dit qu'une matrice A € M,(R) est stochastique si et seulement si ses coefficients sont tous positifs et

la somme des coefficients de chaque ligne égale 1.

1. Soit A € Mp(R). On note U le vecteur colonne dont tous les coefficients sont égaux & 1. Montrer que A est

stochastique si et seulement si ses coefficients sont tous positifs et AU = U.

2. Montrer que 'ensemble des matrices stochastiques est une partie fermée, bornée et convexe de Mp(R) (qu'on

munira de la norme de notre choix).
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Exercice 2 :
Soit (£, [|.]|) un espace vectoriel normé et F un sous espace vectoriel de E.
“ " 1. Montrer que si F' est un ouvert alors F' = E. B
f 2. Montrer que si F' est d’intérieur non vide alors F — E. L
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Exercice 4 : |
- Soit E=C([0,1],R) et p € E.
' On note N, l'application définie sur E par N, (f) = ||f¢|]co-
| Montrer que N, est une norme sur F si et seulement si p~1(R*) est dense dans [0, 1].
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Exercice 6 :
Soit E = C([0,1],R), on pose :

O={feBEf(1)>0} o F={fec E,/Off(gg}

1. Montrer que O est une partie ouverte de (E, ||.||oo) mais pas de (E, ||.||1)-
. 2. Montrer que F est une partie fermée de (E,||.||c0) et de (E, ||.||1)-

A) Hortrons que ENO o s ons. (1)
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