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Exercice 103. Soit E I’espace des suites bornées tq ugp = 0. On pose pour toute u € E,
Noo(u) = sup |un| et N(u) = sup |[up+1 — unl.
neN neN

1. Montrer que ce sont des normes. .

2. Montrer que N < 2N,. Trouver une suite non nulle réalisant 1’égalité. , '

3. Mq ces deux normes ne sont pas équivalentes
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-~ Exercice 2 : On considére les suites (un)nen €t (Un)nen définie par :

1. Montrer que ces suites sont adjacentes.

2. Montrer que la limite commune est un irrationnel.
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Exercice. Soit (B, | - || E) un espace vectoriel normé de dimension finie, dont on note (&

pose : Vf € L(E), |If|| = lef(e)llE

..... €p) une base. On

1. Montrer que | - || est une norme sur L(E).

2. Montrer que si ( fn)n>0 est une suite & valeurs dans L(E), alors ( Jn)nso converge si et seulement si, pour tout
Z € E, la suite (f, (:L')) ~g converge.
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| Q1. — Donner un exemple de matrice Anon- nulle de > (R) qui soit semblable a 2A. [
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Exercice 3 : Soit E = C([0,1],R) et E* 1’ensemble des applications définies et continues sur [0, 1] & valeurs
dans R*+.
Si ¢ est un élément de E, on pose :

1
Vi e B ||flly = / ()| F (@)t

1. Montrer que Vo € ET, ||.||, est une norme sur E.

2. Soit 1 et @o deux éléments de E+, montrer que |[.|,, et ||.||,, sont deux normes équivalentes.
Indication : Montrer que les deux normes sont équivalentes & la norme ||.||; classique de E.

3. Soit 1 : z > x et ¢y : z > 2> définies sur [0,1].
(a) Expliquer bri¢vement pourquoi ||.||,, et ||.||p, sont deux normes de E.

(b) Montrer qu’elles ne sont pas équivalentes en utilisant la suite de fonctions (fn)nen+ ol fr, est la
fonction définie sur [0,1] par : Vt € [0, 2], fa(t) =1 —nt et Vt € [£,1], fa(t) =0
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1]

: ) Exercice 3 : Soit E =C([0,1],R) et E* I’ensemble des applications définies et continues sur [0, 1] & valeurs
o | dans R**.

- 17— Sipest un élément de E*, on pose :

|
|

1
Vi € B, |Ifll, = / o()|7(1)|dt

i

- 1. Montrer que Vi € Et, ||.||,, est une norme sur E.

S 2. Soit 1 et @ deux éléments de ET, montrer que ||.||y, et ||.||p, sont deux normes équivalentes.
Indication : Montrer que les deux normes sont équivalentes & la norme ||.||; classique de E.

1]

——1— 3. Soit 1 : T ++ T et ¢y : T +> 2 définies sur [0, 1].

1]

(a) Expliquer briévement pourquoi ||.||,, et |.||,, sont deux normes de E. : |

- ;_‘_ (b) Montrer qu’elles ne sont pas équivalentes en utilisant la suite de fonctions (fa)nen= ol fp, est la
- = fonction définie sur [0,1] par : Vi € [0, 1], fo(t) =1 —nt et Vt € [2,1], fo(t) =0 :
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Exercice 112.

1. Montrer que pour tout 7 € N, il existe un unique z,, €]0,4o00[ tel que In(z,) = —nxp,.

2. Déterminer la monotonie puis la nature, convergente ou divergente, de la suite (z,).

3. Déterminer un équivalent simple de z,,.

On pourra examiner la relation satisfaite par y, = nz.,.
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Exerc1ce 8.
- Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Soit f et g dans Z(E).

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l’application ||.||f définie par

Vz € E, ||z||f = ||f (=),

soit une norme sur E

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ’application ||.||; définie par

L Vz € B, |lzlls = |7 (@)I| + llg(=)]],
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xercice 8. [evn33] Soit E = C%([0,1],R). Pour f élément de E, on pose N(f fo |F(®)|dt, N'(f) = |F(0)] + fol |f/(t)] dt
"( f) |f (O)l +|f(0)| + fo | f |dt Montrer que N, N’ et N” sont des normes et les comparer. ’
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