,‘N,w,\,

N e e R R e 4

O e T S T T Mm 9 0

41— \wwq,i s 1 O

HEE NN 1 O Y I LA, (S SO e O O O (. - - N N N N L
EEEEL AP arJAREN - E N

IV I I . 0 1 /5 1 2 O Y B 4 - ‘
[E I T LT ‘m.mna&t:_[orl,mwmm“\ix_:x\,,xx-l.wawLm&

EEAETCEr A EENENERERAEEFAEEFEEEE RPN NN ?@w.Lmvaw\ J 11 1
L 1 113 n o ‘ N\H i.,i!ﬁi.‘l.l,\.,\m\\.N_L"\, F.\lh], 1~ ‘M\\-.-%\ifwl|¢.ﬁ4.i_,blg &&1 umjl
A g g ] - L/ S \A.T = S Ll b _tad L L %\(r\\r(l

JE 72 Y VY < € N B

W | , = 14 - 30 IO S A SN N A . .
29 g T3 = T 1 [ _, O F ﬁ , | | , l +
LA IREE AL E LR AL A SEEETE SRR AT GNP AN

8¢




[
g
|

|

&~ Wy (:

]
||
e
i‘\‘-
= 1
|
|
1

|
|

(8!
! 1
crxk, b
He

:
|
|
|
|
)
{
|
|
T
|
|
|
|
|
|
rl
H’\}
|
I
|
|
|

|
g
| |
||
B
-
B
B
||
|
\
:
|
|
-
]
1
)
e
S

e
||
L
-
ay
||
NN
|
BE
NN ’
] .
TS
.
INEEN
|
l
[
](-g\
|
@
\;r
@
|
[
|
—
B

N\
|
|
¢
¢
!
HE
«
&
|
|
|

l
.
|
:
»
A

HEE
ENS
L
N
.
Tl
l
R
<
EEE
B
||
1
[[
S= W
g

|
MJ(
L Al
| $;
b | Q5

S mERaRL
| ,,’{,:, |
#
®
|

\
.
\l—\
e
N
<
|
|
.
o

A
|
|
|
|
|
=
, |
L
) EC:{!
|
|
R
|
|
|
|
[

IA\[ — IS (SN, TOUS T S— S “7 S TR IS C S i 0 -
= J&I,'\ , o il iR — 1 1 | — I D T I O O (O [
iy NN .
L TP Y P PP P T P T
i P \wﬂ | ENEEEEEEEEEEEEEEEEEN
| 1] B %l I O - . |
4 3 1411104 1] EREEEEEEEE
HENEEENEERN | EEEEEEEEEEEEEEEEEN
7 | M /I\I r\ L Or - m | a i , i
F R F g
i , ﬁ IIM[JAW\,I[ - - . _ oy S ) N N | (O (e ,m,.-![jill!
R ,*i, b 4 SN — A [ N N O N A I
,~ | i} 7 E , IN _:_ L) i | L | 7|
L AEEN IINENEEEEEEEEEEEEEEEEE
; | | ,[ ” — f, = e o — [‘Vl e llﬂ , '.,
INZEDNE ER AN ZIEEE AN ERN B
) 7I [;,\ I r],' - I& v, J i | | | | | ﬁ
, hq- _ “J o i , ] =1 1 1 i
2 S mmm e e | .
N e L I | ,, [ 1 |
~ A e
=y , _ T T T T T ,
CRA | ,
)

T T T R e A T R T
g e B H A1 = 9Tl IL T 1T @il rrrrir EREEER HEER
T 1T T4 &5 n | o 3 0 o FT ™= T T T T T T
— \ﬁlw ||’, ,!IM _ i M m , M %. | _ N |nv\ | . AEA | | 7
A T T EEEENNENEEEN AR
—11 , o B S5 SN . 45, | , Vol &' < R , . - - _— N S S .
m h T B T T e
i , , , || , | ﬂ | , _ | _ W
EEEEEEEEN NN
EEEENEEEEN L R N HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE BN I
IHEEEEE HEEEEEEENEEEEEEEEN HEN HEREEREN
L PP e P e -~ HEEEN n 110
el | | . B T O A I . | | B




)
S
)
=
)
o
%
v
L)
~
/t
(
-

Z.."la . ;

Enoncé -,

Exercice 2 : Soient n € N* et (4, B) € M,(C)?, on considére I'équation
(E): AM = MB ou M € M,(C) est I'inconnue.

1. On suppose que (E) posséde une solution non nulle M.
(a) Montrer que pour tout polynéme P a coefficients complexes, on a P(A)M = M P(B).
(b) Montrer que A et B ont une valeur propre commune.
2. On suppose que A et B ont une valeur propre commune.
(a) Montrer que si X et Y sont deux vecteurs colonnes non nuls alors la matrice XY est non nulle.

(b) Montrer que (E) admet des solutions non nulles.
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Exercice 103. On considére la matrice A = (—1 3 ——1) € #5(R).
-1 2 0

1. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que ’on déterminera.

2. La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

ge&&x\ﬂ E

_ ———r=
= K
1 —— “
=154 X2 4 CA — C,\4- C_-L-L- C.g.)
XA — =X
= A
- ()(_A)
A X5
—al X

= ()(‘-A) Q(—’)))( T ST v S i (X“'S))
= (\X—J*))(X’Q-QX«M)

=(e=A)
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= A, d’inconnue M € #3(R).

On veut résoudre ’équation M?2+2M

-2\ |
2.
3

|

1 0
2 -1
0 0

|

Amoz D.

1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

| Exercice 102. Soit A
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2. Soit M une solution de I’équation. Montrer que les espaces propres de A sont stables.par M.
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Exercice. Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un C-espace vectoriel de dimension finie, qui admet s valeurs
propres distinctes A1,...,As, d’ordres de multiplicité 1espect1fs ai,...,as. On définit le commutant de u par :

C(u) {v € L(E) | uov=wvou}. Montrer : dim (C(uv)) = E a?

Traiter les exercices dans lordre indiqué.
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Exercice 2. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] I’ensemble des
- polynémes & coefficients dans K. i

1. Démontrer que : Y(P,Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) =P(u) o Q(u) .
2. (a) Démontrer que : V(P,Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) .
(b) Démontrer que, pour tout (P,Q) € K[X] x K[X] : (P polynéme annulateur de u)= (PQ polynéme annulateur de u)

L oa -1 =2
3. SmtA—(1 2).

Ecrire le polynéme caractéristique de A, puis en déduire que le polynoéme R = X442X34 X2 —4X est un polynoéme annulateur
de A. ,
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formée des vecteurs :
forme une base de E.

1. On suppose que f est diagonalisable. A quelle condition, existe-t-il un vecteur = de E tel que la famillg
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Exercice 1 : Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension fini n € N*.

s 009 8r) QU typE

NIDEOEFEEAESNSERENICERNTECEA RN EENEEE
ICEUNCEEEEEESEREIIREE S AR RN
¥ "

Déterminer le commutant de f.

précédent.

2. On ne suppose plus f diagonalisable mais on suppose Pexistence d’une base de E (z;
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EXERCICE 4

1

1
Q1. — Démontrer que la matrice A:= 5 (1
1

i) SoFde

Q2. — Existe-t-il une matrice B € /3 (R) telle que B> = A?

>-’

— o N

1
1) est diagonalisable dans .#3(R), puis la diagonaliser.
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Rosredion: T Colle ' de W Somure

' Exercice. On pose E = R[X], et d : R[X] = R[X] 'endomorphisme de dérivation, défini par P — P’. On suppose
qu’il existe un endomorphisme 6 : E — E tel que : 6% = d (« racine carrée de la dérivation »). On pose également :
. F = ker(d?). '
1. Montrer que F est stable par 4.
2. Montrer que F = Ry [X].
3. Notons 6 ’endomorphisme induit par § sur F'. Montrer que 0 est I'unique valeur propre de dz.

4. En déduire que 6% = 0, puis une contradiction.
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Exercice 2 : Soient n € N* et (4, B) € M,(C)?, on considére I’équation
(E): AM = MB ot M € My(C) est 'inconnue.
1. On suppose que (E) posseéde une solution non nulle M.

(a) Montrer que pour tout polynoéme P & coefficients complexes, on a P(A)M = MP(B).

(b) Montrer que A et B ont une valeur propre commune.

2. On suppose que A et B ont une valeur propre commune.
(a) Montrer que si X et Y sont deux vecteurs colonnes non nuls alors la matrice X YT est non nulle.

(b) Montrer que (E) admet des solutions non nulles.
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Eponcé

On considere la matrice A = (_11 —34)

Q1. — Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

On note f l'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

Q2. — Trouver une base (v;, v;) de R dans laquellela matrice de f est dela forme (g lc]) On donnera explicitement
les valeurs de a, b et c.
: P . . S vees oy | X =—x—4y

Q3. — En déduire la résolution du systeme différentiel V=gl O
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