Ty = o) [\

O~

- V174 L=
JL)W \ coe | = Nemoume. | A

-
-

M_{b__lir

EXBRCICE 4

Soient E un espace vectoriel de dimension finien > 1 surKetu un endormorphisme de E.

Démontrer que u est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace de E posséde un supplémentaire stable

par u.
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Exercice 3 : Soit n € N* et A € M,(K) telle qu'il existe un entier naturel k non nul tel que A¥ = I,.
k-1

Onpose B=I,+A+ A2 ... 4 A1 = ZA’ On note u et v les endomorphlsmes de K™ ayant pour

4§=0
matrice A et B dans la base canonique.

1. Montrer que Ker(u — Id) = Imv , Im(u — Id) = Kerv et Ker(v) (P Imv = K"
2. En déduire que Tr(B) = k x rg(B).

(S\:QLJ:U\ 3
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Exercice 1 :
1. Soit E un K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E vérifiant :

f2=0 et  fogtgof=1Idg
(1) (1)
Montrer que Kerf =Imf. .
2. Réciproquement, soit f un endomorphisme de E tel que Kerf = Imf. On considére F' un supplémentaire

de Kerf, montrer que :

(a) £ =0.

(b) Pour tout z € E, il existe un unique couple (y,z) € F2, tels que z = y + f(2).

(c) En déduire qu’il existe un endomorphisme g de E tel que fog+go f = Idp.
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Exercice. Soit E P’espace vectoriel des applications y : R — R de classe C*° sur R et vérifiant 1’équation différen-

tielle : )
exp- (exp-y') =v. (*)

Le symbole « - » désigne la multiplication et non la composition.
1. Montrer que pour tout f € E, on a : exp-f’ € E.
2. On pose : Vf € E, s(f) = exp-f'. Montrer : s> = Idg.
3. En déduire que toute fonction de E s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction y; et d’une
fonction yq telles que :

VteR, exp(t)yi(t) =vi(t), et:VteR, exp(t)yh(t) = —ya(t).

4. Résoudre ces équations différentielles, et en déduire ’ensemble des solutions de (x).
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EXBROICE 3

SoientEy, . .., En des espaces vectoriels de dimensions finies. On suppose qu'il existen applications linéaires fo,..., fn-1

telles que, pour chaque k € [0,n— 1], fx est une application linéaire et :
(a) fy estinjective;
(b) Ker (fi) =Im(fi-1) pour toutk € [o,n-1];
() fn-1 estsurjective.
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