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Exercice 3. W

‘M. S propose 'algorithme suivant pour savoir si un entier est divisible par 7 :

'Sépare en unités et dizaines puis cherche la différence entre le double des unités et les dizaines. Agis ainsi tant que tu
as des dizaines sans tenir compte du signe du résultat.

Si tu obtiens 0 ou 7 alors le nombre du départ est divisible par 7

Par exemple 364 devient 28 puis 14 puis enfin 7
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AQ\DMH.. Exercice 2 :.

1
Pour tout x € R, on pose M, = ( x>
2x

o = O
— % O

- |soitG={M,, xeR}.

Montrer que G est un sous- groupe de GL3;(R) isomorphe a (R,+). |
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Exercice 1 :

1. Soit G un groupe cyclique de cardinal n engendré par a et p € N* un diviseur de n.
Montrer qu'il existe un unique sous-groupe de cardinal p de G et que ce sous-groupe est cyclique

engendré par a"?.
2. En déduire en particulier que tout sous groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
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Soient (G, *) un groupe fini de cardinal n et m un entier premier a n.

Démontrer que, pour tout a € G, I'équation :

d'inconnue x € G, posséde une unique solution.
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EXERCICE 1

Soient (G, *) un groupe fini de cardinal n et m un entier premier an.

Démontrer que, pour tout a € G, 'équation :
m_
x"=a
d’inconnue x € G, posséde une unique solution.
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Indication : Pour a élément non nul de A, considérer I’application définie sur A : =+ az.

Indication : Pour montrer que la famille (1,a,a?) est liée, considérer la famille (1,aq,..,a™).

2. Soit @ un élément de A non situé dans R. Montrer que (1,a) est libre tandis que (1,a,a?) est liée.
Indication : Commencer par prouver que 1 = 2.

4. Montrer que si A est commutative alors A est isomorphe a C.

1. Montrer que tout élément non nul de A est inversible.
3. En déduire I’existence d’un élément 14 de A tel que ¢

ot 1 est 1’élément neutre de A pour le produit.
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Exercice 12. Soit n € N*. On note d le nombre de diviseurs de n et N le produit de tous les diviseurs de n.

Montrer que N? = n¢.
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Exercice 6. [gro43| Centrale
Soit G un groupe fini. Pour a € G, posons

G — G

®. | r — a-xT-at

1. Démontrer que ®, est un automorphisme de groupes de G.

2. Démontrer que 'ensemble I := {®, : a € G} est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G|

| 3. Supposons I cyclique. Démontrer que G est commutatif.
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Exercice. Soient G un groupe et Hy, Hy deux sous-groupes de G.
1. On suppose que H; U Hy est un sous-groupe de G. Montrer : H; C Hy, ou: Hy C H1

2. On suppose que les cardinaux de H; et Hy sont finis et premiers entre eux. Décrire Hy N H,.

Exercice. Soit D = {_OT_L | (a,n) € Z x N } I’ensemble des nombres décimaux. Montrer que DD est un anneau
~ commutatif et décrire ses idéaux.

- Traiter les exercices dans l’ordre indiqué.
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IExercice1 1 —
% On considére un groupe (G, *) d’élément neutre ¢ telque Vx e Gxxx =e. |
! 1. Montrer que G est commutatif. i
: 2. Montrer que H = (z/27)" vérifie cette condition. —
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Célia A. Semaine n°3

Colle n°1

Gr/m &w ,@c(,'kt'c,* ll’fc“lp,do /ftwwfow e g/lom/zu a

geﬁfﬂrmcwh 0&\ e’mcwb&f," /v[mne/é/m

M‘(/”‘""lﬁv /0['— /Vﬁﬂ-ou—nc x

Posons G un ensemble a six éléments : 1, 2, 3, 4, 5 et 6. On munit G d’une loi de composition
interne *, et (G, *) est un groupe dont le neutre est 1.

Comme G est un groupe de cardinal fini, tous ses éléments sont d’ordre fini.

On peut alors supposer que G posséde un élément d’ordre 6, noté x. Le sous-groupe engendré
par cet élément est de cardinal 6. Or, puisque <x> est inclus dans G et Card(<x>) = Card(G), <x>
"= G. Ainsi, G est cyclique et est isomorphique a Z/6Z.

Supposons maintenant que G ne possede aucun élément d’ordre 6.

Par I'absurde, supposons que G ne posséde aucun élément d’ordre 3. Selon le théoreme de
Lagrange, tous ses éléments sont alors d’ordre 2 ou 1, car les sous-groupes qu’ils engendrent
doivent avoir des cardinaux divisant 6. Or, le neutre est 'unique élément d’ordre 1.

Montrons que H = (1, 2, 3, 2*3) est un sous-groupe de G.
H contient I'élément neutre.

Montrons que H est stable par produit :

* 1 2 3 2%3
1 1 2 3 2*3
2 P 1 2*3 3
3 3 2*3 1 2
2*3 2*3 3 2 1

Deplus,VxeH x> =1.DoncV x € H x~* = x, et H est stable par passage au symétrique.

Par conséquent, H est un sous-groupe de G de cardinal 4, ce qui n’est pas car 4 ne divise pas
6.



Ainsi, G possede au moins un élément d’ordre 3, noté 6. Pour que 6 puisse avoir un inverse
dans G, G doit posséder un autre élément d’ordre 3, noté 5. Réalisons alors la table du groupe.

* 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 1 5 6 k> 4
3 3 6 1 5 4 2
4 4 5 6 1 2 3
5 5 4 2 3 6 1
6 6 - I 2 1 5

6%6*6 =1 et 6*5 =1, donc 6*6 =5 (raisonnement analogue pour 5*5 = 6)
ORISR - cv2-c¥9%3%3= gygxz= A¥3 = 3 %
I 15 - 1S *g¥1- LvU*9: G¥%< 3 g

Or, la table de S3:

* Id (12) (13) (23) (123) (132)
Id Id (12) (13) (2 3) (123) (132)
(12) (12) Id (123) (132) (13) (2 3)
(13) (13) (132) Id (123) (2 3) (12)
(23) (2 3) (123) (132) Id (12) (13)
(123) (123) (23) (12) (13) (132) Id
(132) (132) (13) (23) (12) Id (123)

En renomant les éléments de G, nous obtenons les mémes tables. G est donc isomorphique a

Ss.

Conclusion

Si un groupe a 6 éléments possede un élément d'ordre 6, alors il est isomorphique a Z/67Z.

Sinon, il possede 3 éléments d’ordre 2, 2 éléments d’ordre 3 et un élément d’ordre 1, le neutre,
et est isomorphique a Ss.
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Exercice 116. Soit p un nombre premier. On note
— Zp Pensemble des a/b avec a € Z, b € N tel que p ne divise pas b.

— Jp ensemble des a/b avec a € Z, b € N tel que p ne divise pas b et p divise a.

1. Montrer que Z, est un sous-anneau de Q.

2. Montrer que J;, est un idéal de Z, et que tout idéal de Z, autre que Z, est inclus dans J,.

3. Déterminer tous les idéaux de Z,.
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Exercice 108. Soit p un nombre premier tel que p > 3.

1. Soit a,b € Z/pZ. Montrer que I’équation 22 + az + b = 0 a une solution (dans Z/pZ) si et seulement si

a? — 4b est un carré dans Z/pZ.
2. On suppose qu'il existe v € Z tel que p = 3u + 1.
(a) Montrer qu'il existe a € Z/pZ tel que a® # 1.

b) En déduire que —3 est un carré dans Z/pZ. On pourra considérer le polynéme X3 — 1.
( q p poly
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~ Pour r € N*, on introduit I’application f : G' — & définie par f(z) =z"

Exercice 1 :
Soit (G, *) un groupe cyclique & n > 2 éléments engendré par a.

On posed=nAr.

- 1. Vérifier que f est un morphisme du groupe (G, %).

2. Déterminer son noyau.

3. Montrer que son image est le sous groupe engendré par a¢.

4. Pour y € G, combien I’équation z" = y posseéde-t-elle de solutions ? (Faire des cas).

pour tout z appartenant & G.
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} Exercice 2 : Soit A une alggbre intégre sur R de dimension finie n > 2. Dans la suite, on assimile R & R.1
ot 1 est 1’élément neutre de A pour le produit.

1. Montrer que tout élément non nul de A est inversible. »
Indication : Pour a élément non nul de A, considérer I’application définie sur A : z +— az.

2. Soit @ un élément de A non situé dans R. Montrer que (1, a) est libre tandis que (1, a,a?) est liée.
Indication : Pour montrer que la famille (1, a,a?) est liée, considérer la famille (1,a, .., am).

3. En déduire D’existence d’un élément 74 de A tel que i% = —1.

4. Montrer que si A est commutative alors A est isomorphe & C.
Indication : Commencer par prouver que n = 2.
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S ol de b somaine 3

Exercice 114. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On appelle radical de I I’ensemble suivant
VI={a€A|IneN, a"cI}.

1. Montrer que /T est un idéal de A.
2. Soit a € Z. Prenons A = Z et I = aZ. Déterminer v/I.
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Exercice 3 :

que a® = 04.

nilpotents.

a; € N*,
Quels sont les éléments nilpotents de Z/nZ.

Soit (4,4, X) un anneau, on dit qu’un élément a de A est nilpotent si il existe un entier naturel k£ non nul tel

1. Soit = et y deux éléments nilpotents de A tels que z X y = y X . Montrer que z X y et x + v sont

2. Soit n un entier supérieur & 2 que ’on décompose en produits de facteurs premiers n = i gvec
k3
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