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On note P l'ensemble des nombres premiers. Soient s > 1 et N une varia

3

ble aléatoire & valeurs dansN* telle queﬂ

VneN*, P(N=n)= on

Péur tout nombre p € 2, on note X, lindicatrice de l'événement (p | N).

Démontrer que les variables X, ol1 p € 2, sont mutuellement indépendantes.
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Exercice 11.
~ Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N2 dont la loi est donnée par :

itk
6+9)(3)
V(5. k) € N P (K, Y) = (3,8) = —55r%

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que E [2X+Y] existe et la calculer.
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Exercice 3 : On réalise une suite de lancers indépendants d’une piéce ayant la probabilités p €]0,1{de
‘tomber sur pile. On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la seconde série.

}Par exemple les successions de lancers PPFFFP... correspond & X =2 et Y = 3.

'De méme FPFF... correspond & X =1et Y = 1.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

2. Calculer les espérances de X et de Y et les comparer. A

peora | Zi= (X, )
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Hugo D). (e by dmae L

Exercice 1 : Un joueur dispose de N dés équilibrés olt N est un entier naturel non nul. Il lance une
premiére fois ceux-ci et on note X; le nombre de six obtenus. Il met de cotés les dés correspondants et relance
les autres dés (8'il en reste). On note X5 le nombre de six obtenus au deuxiéme lancer et on répéte I’expérience
définissant ainsi une suite de variables aléatoires X1, Xo, ....

La variable aléatoire S, = X3 + ... + X, correspond au nombre de six obtenus aprés n lancers.

1. Vérifier que pour n € N*, S, suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
2. Montrer qu’il est presque sir qu’il existe un rang n pour lequel S, = N.

3. On définit la variable aléatoire T' = min({n € N*, S, = N} U {+o0}).
Déterminer la loi de T'.
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Exercice 4 : On considére une expérience aléatoire ayant la probabilité p de réussir et 1 — p d’échouer, ﬂ/o_;_.
p €]0,1[.
On répeéte 'expérience indépendamment jusqu’a ’obtention de m succeés. On note T, la variable aléatoire
égale au nombre d’essais nécessaires & ’obtention de ces m succes.

1. Reconnaitre la loi de T3.

2. Déterminer le loi de T}, pour m € N*.

3. Développer en série entiére la fonction ¢ ﬁ

4. Déterminer la fonction génératrice de T}, et en déduire I’espérance de T,.
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TERRIER Piero
Question de cours.

Exercice. Soit n € N\ {0,1}. On suppose que 7 passagers montent successivement dans un avion.

1. Le premier prend une place uniformément au hasard. Les suivants prennent une place uniformément au hasard
si la leur est déja occupée (et celle qui leur est attribuée sinon). Déterminer la probabilité pn que le dernier
passager soit & sa place.

2. Méme question si on suppose que le premier passager prend une autre place que la sienne.

Exercice. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N, indépendantes, non nulles, telles que X +Y
suive une loi binomiale de paramétre (n,p). Montrer que X et Y suivent une loi binomiale.

Traiter les exercices dans lordre indiqué.
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Exercice 1 :
Soient x > 0 et X la variable aléatoire discrete a valeurs dans N dont la loi de probabilité est :

2n
VneNPX=n)= chl(x) (’ch)! .

a. Vérifier que cette définition est cohérente et calculer la fonction génératrice Gy .
b. En déduire E(X) .
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Exercice 111. Soit N un entier naturel non nul et k € [0; N ]]

— On dispose initialement d’une urne Uy contenant k boules blanches et N — k boules rouges. Les autres
urnes sont initialement vides.

— Pour tout n € N, on remplit ensuite 'urne Up4+1 avec N boules de la fagon suivante. On effectue N
tirages avec remise dans I'urne U,, et pour chaque boule rouge (respectivement blanche) tirée, on
place une nouvelle boule rouge (respectivement blanche) dans I'urne Up41.

Pour tout n € N, on note Y, le nombre de boules blanches dans 'urne U,.

1. Identifier la loi de la variable Y.

2. Montrer que la suite (E[Y]) est constante et déterminer sa valeur.

neN
3. Pour tout n € N, on note u, = P(Y, € {0; N}). Démontrer que (un) converge.

|
'l 4. Montrer que ll)riloo un = 1. En déduire nli)rfooP(Yn = N):
n

'SMO_(‘ ;

. Baumumams fo fol A Lol vanlobl ! Ya.

VQ'\\ napete N feas  aune excpEaivale O Puunedll | de momidae adndipundante  (can
:;& VQS ol e Qam cotumst ol prochu! s Lol L dams e Mo ole Aucds
lest | dul Kilaes | awne Douls | Dlondhe. Ho. probolida il da S LR | da ,;‘i_ Benc

YA lamik aae | fol  Bicomdols | e ponometne N, X
! N

2. Olombomn  Que, poua kout  me N E(Ym)= E(Ya+a) ! &;Li mo€ N
Om ocbsuwe Qua | R'evimerment (Yn=0) domme Ro compestiion  da X' uane L. Om
‘0\ QAoac |t Y+ | Ym=Rl ‘/L))LM,%_\
( Y= 0)eedo,np Spume A sugstme @m el AVl eV moment  d'adl  powa 1€ To,n D
P Y i) é P(Yma=il Yn=0) P(Ym=). &
D opis o aifiniben di X' anplacie

N
E (Yata) = _2 JPLY"‘*/\=‘\)

= i l'é P(Ymar=1 [Ym=0) PLYm=0) CPQJ\@\

1 ~N ~N ! A N ey " L ‘ . o
>l w2 (Y (4 —2) P(Ym= &) CPOmin s 0w B, £0)

= i PCYm= ) i A (“)(i‘_ (4- L)Nr\ (E&Wns& i somme btaorsal)
W=o YE O \ N ~ \

L__‘a“r_‘___m_, -
PLYa = 4) (Yo B, 2))

T PLY'\’\: t?\\ i X P(y/\ :L) (GD()E_MN\Q GJ‘).\.N\.\ -&D\ hmgm\(\ 53}

Ww=so i =lo
~ ﬁ
E 2;'_ e P(Ym= &) =|EL Ym)
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Exercice 4. On considére deux variables aléatoires X et Z. On suppose que Z suit la loi P(A) et que pour tout entier
naturel n la loi de X sachant [Z = n] est B(n,p).

a. Montrer que X suit une loi de Poisson et préciser son parameétre.
b.OnposeY=Z7—X.Loide Y7

c. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
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_{Exercice 4. |

On a une piéce non équilibrée qui améne pile avec une probabilité de —3-
'Pour n dans N, on note A, I’éviement « au n-iéme lancer, on obtient pour la premiére fois deux piles consécutifs ». on note

an =P(Ap).
- 1. Calculer a1, a, et as. |

2. Montrer que :

1 2
VneN, n>3, ap, = ga,n_l + §an_2.

3. Déterminer a,, en fonction de n.
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Tigicin, Daid Colle de lo mmamne 2

Soit (A, p) €10, +o0[x]0, 1[. Considérons deux variables aléatoires X et Y a valeurs dansN. telles que :
o X suit la loi de Poisson de paramétre A ;
o pourtoutneN, laloideY sachant (X = n) est la loi binomiale de paramétres (n, p).

Déterminer la loi de Y, puis donner son espérance et sa variance.
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Exercice 103.

1. Soit X; et X, indépendantes de loi de Poisson de paramétres A; et \g. Déterminer la loi de X1+ Xo.
2. Déterminer I’espérance et la variance de X7 + Xo.

3. Soit p €]0;1] et A > 0. Soit X et Y des v.a. définies sur un méme espace de probabilité. On suppose que

Y ~ Poiss(A). On suppose que X (Q2) = N et que pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant
Y = m est une loi Bin(m, p). Déterminer la loi de X.
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pour t €] —2,2[ ot & > 0.

1
2-1)

2. Montrer que pour tout A > 0,P(X > A +a)

\
|
[
- Exercice 6 : Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N dont la fonction génératrice est
1. Donner la loi de X.

- Gx(t)
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