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Exercice 4 :

.~ Dans cet exercice, on identifie polynéme et fonction polynémiale associée.
 Pour n € N*, on note E = R,[X] et pour (P,Q) € E?, < P,Q >= f(;"w e tP(t)Q(¢)dt.

1. Justifier la définition de <, > et montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.

'+ 2. On note F' = {P € E, P(0) = 0}. On cherche & déterminer d(1, F'). Pour cela, on note (P, ..., P,)
l’orthonormalisée de Schmidt de (1, X,...,X™)

(a) Calculer PZ(0).
(b) Déterminer une base de F’ L que 'on exprimera grice & la famille (Py, ..., P,).
(c) En déduire d(1, F*) et d(1, F)
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. - '\
ﬁfti?c(;es 2et Iz:::;minants de Gram "£ G Q H
Soit (E, |) un espace vectoriel euclidien de dimension p sur R(p > 2). Pour (z1,...,%,) donné dans E", on pose G (z1,...,2n) =
(i | T3)1<; j<n (matrice de Gram) et 7y (z1,...,%n) = det (G (z1,...,2,)) (déterminant de Gram).

1) a) Soient & une base orthonormée de (E, |) puis M = Matg (21, . ..,Zn). Montrer que G (z1,...,2,) = MTM. b) Montrer que
rg (G (1, ..., %n)) = 1 (%1, .., Tn) (on montrera d’abord que Ker (M'"M) = Ker(M) ).

2) Montrer que (21, . . ., T,) est liée si et seulement si y (21, ...,2,) = 0 et que (z1,.
0.

3) On suppose que (Z1,...,%,) est libre dans E (et donc n < p). On pose F = Vect (z1,..
la projection orthogonale de z sur F puis dp(x) la distance de z & F (c’est-a-dire dp(z) =

‘ ;H)\

.., Zn) est libre si et seulement si vy (z1,...,z,) >

,Zn). Pour z € E, on note pr(x)
||1' pr(z)]|). Montrer que dp(z) =

——
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Exercice 2.

Soit & Pespace des fonctions continues f de Ry dans R telles que = — f(z )2e~% soit intégrable sur R;. On munit & du produit
scalaire défini par :

+o0
V(f,g) € &, <f,g>=/O f(x)g(z)e™® dx

IE n

Pour n € N, soit Ly, la fonction z > —Td—n(e—mx“).

1. Justifier que & contient les fonctions polynomiales et que L, est une fonction polynomiale de degré n dont on indiquera le
coefficient dominant et le terme constant.

2. Montrer que (L, )nen est une famille orthonormale de &.

3. Soit n € N*. Montrer qu'il existe (an, bn,cn) € R3 tels que :
XL, = anLlpt1 + bpLip + cyLip—1. Déterminer ay,

4. Pour a € R, soit f, : z + e %%. A quelle condition a-t-on f, € €? Cette condition étant supposée réalisée, calculer
+o0

Z < fa,Lin>2 — < fa, fo>. Que peut-on en conclure ?
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Soitun entiern > 1.

Q1. — Soit A€ #p(R)une matrice trigonalisable sur R. Démontrer que :

IR eG,R =T, R, A=P TP'.

Q2. — Démontrer que:
TR :={Ae MR) : Aest trigonalisable sur R}

est une partie fermée de #n(R).
Q3. — Démontrer que I'adhérence de :
P! (R):={A€ MuR) : Aest diagonalisable sur R}

égale T (R).
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Exercice 2. On note F le plan de R* engendré par les vecteurs v = (1,1,1,0) et v = (1,1,0,1). On munit R* de son
produit scalaire canonique.

Déterminer la matrice canoniquement associée au projecteur orthogonal sur . Méme question pour la symétrie
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Exercice 108. On note E P’ensemble des fonctions continues R4 — R de carré intégrable.

1. Montrer que l'application
E? — R
‘ (fr9) — (floo=J5 f9
définit un produit scalaire sur E. {
2 Montrer que F = Vect(t — e 7%t — e_2t) est un sev de F et en donner une base orthonormée. ;

3. Déterminer le projeté orthogonal de ¢ — e t sur F'.
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TEo\m\  Exercice1: i
On définit pour n € N, P, (X) = o (X2 —1)™)m),

Dans cet exercice, on identifie polynéme et fonction polyndmiale associée sur [-1;1].

On munit 'espace E = C([-1,1],R) du produit scalaire < f,g>= f_ll f(t)g(t)dt.

1. Calculer P,(1) et B,(—1).- '

2. Montrer que P, est un polynéme de de degré n orthogonal & tout polynéme de degré inférieur ou égal &
n—1.

Neow (3. En commencant pas dériver deux fois (X2 — 1)+ &tablir que Vn € NP, i =02n+ V)P, +P._,.

i€ 2
o h“ 4. En déduire que Vn € N, || B, || =

o ol
Ho :
R}%‘f‘ (—{Cu' s melV

n+1"
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Exercice 3 : Soit E =C*([0; 1},R), = - '
1. Montrer que l’application ¢ * f,9) fol (f (t)g(t) + f'(t)g'(t))dt définit un produit scalaire sur E.
‘2' S (::nt F={f€E f(0) = f(1) = 0} et G={g€ E,g"-g= 0}. Montrer que F et G sont des sous
' - " 5 i it .
espaces vectoriels supplémentaires et orthogonauX
Exprimer la projection orthogonale sur F.
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Exercice 101. Soit f une isométrie d’un espace euclidien E.
1. Montrer que Ker(f — Id)* est stable par f.

2. On suppose que f —Id est de rang 1. Montrer que f est une symétrie.
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Exercice 6 :
On définit pour n € Net z € R, H, : z — (—1)"

1. (a) Calculer Hy, H; et Ha.

e hM(z), od h:z s e .

(b) Montrer que pour tout n entier naturel, H, est une fonction polynémiale de degré n et de

coefficient dominant 2™.
2. Pour (P,Q) € ]R[X] on pose < P,Q >= f+6° —** P(£)Q(t)dt.

Prouver qu’il s’agir d’un produit scalaire sur R[X]. Commencer par prouver la convergence de

l'intégrale. (On identifie polyndme et fonction polynémiale associée.)
3. Montrer que Vn # m < Hp, H,, >=0.
4. Calculer Vn € N, ||Hy,||2.
5. Montrer que Vn € N*,Vz € R, H,11(z) = 2zH,(z) — 2nH,—1(z).
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Exercice. Soient €y, ...,8&, des vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel (E,(-,-)), dont on note || - || la -
norme euclidienne associée. On suppose que ces vecteurs vérifient :

n
Ve B, ||Z*=Y (& &)
k:l

Montrer que la famille (éy,...,&,) est une base orthonormée de E.

rvmt l‘ 6 E/{mt\\
PO(AA MW=L, ,000k

“ f?,‘,'t = §<< e, 9,‘»‘(

:(<€;,€.7v)2 -+ ;%—:} Ke.‘ /€K>)—Q

n \‘)c-h 5
= leill + 2 e o)
ki
) , =
Dews oo | A=A ij}((e:,e@)”‘ ( o vedown 2., -, @0 Wwv\i‘lam%)
’&- 3

m
«C ey =0

De % (<eie)

Comwe ek une powme de mpmbnes p«aaiﬂé's Jom o V ke [4,m) b b 41

<ei, ey =0

Men 0 a V(,3) € [ m“:) ol que 1+ <eo gy =0 ek 61 nouk i

i eCngy el =4

Do ova (g, ) @;Cvm\()pe chl&emmmcxée Jdenc Lbone e |

(GG qu elle et ggémémtfuce, ,
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