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Exercice 4. Pour tout z dans [1, 400 et tout n dans N*, on pose
1 ntlg
un(z) = = —/n = dt.
En cas d’existence, on pose
+o00
U(z) = Z Un ().
n=1

a. Vérifier que la fonction U est définie sur [1,+oo[ et exprimer U(z) pour tout = dans cet intervalle

b. Montrer que la fonction U est continue sur [1,2].
A

c. En déduire un développement asymptotique de la fonction ¢ au voisinage de 1. ~ ﬁ,
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Exercice 103. Soit f :]0; +-co[— R une fonction tendant vers 0 en +00.
1. Btudier la convergence simple de la suite de fonctions (fniz e f(nz)) nEN**
2. Soit a > 0. Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a; +00[.
3. A quelle condition y a-t-il convergence uniforme sur ]0; +co[?
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Suites et séries de fonctions Colle S15 MPI*

. Exercice 1 : On définit sur [0,1], la suite de fonctions (fn)nen par :
1
vz € [0,1], fo(z) =0 et Vn €N, fny1(z) = falz) + 5(:1: — fn(z)?)
\' Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de fonctions ( fn)nen sur [0,1].
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Exercice 1 :
On pose pour x > 0, S(x) =§ =
n=0 n!(x+n)
1. Justifier que S est définie et de classe C!' sur R** .
2. Préciser le sens de variation de S.
3.Etablir que : Vx € R™, xS(x) — S(x + 1) = %
En déduire un équivalent de S en 0.

-

A. CJ&\&‘ € Wse! o 0';" ; R M‘L
I : | 7 A uz)uz {L QN Qv\ \ be \’*C\:‘)l(ai::_)—
1 WGN | l—fﬂ <9‘>[ >O i .
e | |
l -P\A-H Q <’S—- |
l‘em("v\ WA\ Da N+ !

,‘[ PCU\_ a A’QQWW A SL\" € | AZ4 \? ‘ ”);3 Corl(l&('%é_ O\D(‘C ‘ S
ade e &%Aﬂe . |
L a Céver (;2\_4_, C/{bﬁbfw a C\,/yfﬂaéi(m&v /QJ’ DV\./efc C€ /\aﬁm
fzw 2ecie| de Joacions -

/,> Ya€ N ﬁi edr de ¢ Qa. S5 (6 suc 2 =

(/‘H_z') On & d@f/ﬂ-oﬁ we 5{{,«_9__ n) : £n.. Copye (cg»_ 7)1 rQ&*\e_v‘_

L Gua | (K,

o (he) Horbea s gue mzo{) Colkt s e Ja
VaE2 f e = G()“*’

i n\C%M)L

ga&k [O\ “"[ c ’Q‘
x€la, +o L — l ,ZD <")‘ < 7 (a W T )\'AA’ del
Be s i e o e —
| | \g I\ < \

o gvel W Ca Y

Oc pa f—-———rl | Converace. .



= Dcm(‘r Z_ -4 Cha U2 A Al UL ,:_‘ T l:_
R N> o miwn B 4
2 T COR 58 nenltt o o e | 1 3 I

o lcukdde | T vee  exalogio k|

== — B s e 4 R e Ty T
el Sz F Py 7 StEESS
= - T asy Al (o)t =
10a bt d L "’//w;:?u’ Lo caoioat T 1
Y € N ’ e T AT L W T e
: — A w —\—u\L\ = =
° V"k (:\Q.>° |4 ’(n.‘) l‘ — l\ 37— e |
: e N AT aeem
« Vo € ¢ == \fv\eN : :
e L ¥ R
\:“{‘*‘ | |V 3 —
7 , = :
= - o iz nl Gy,
(VH-\)] CO(*IHI)‘L n&(_‘l-&ﬂ)w N ;,@ .
':i ariﬁg Q'om.ln T D L\r(a =3 ‘:Dl (! | oo AL
€A~ cnc Gle [y e Rcuwe { — S o
— J ~ L = - (rk.‘\)l EC -
(Don c S Q{c' Aotsdalare su \#L\,‘_“ i

A |
T




enonce

Se/mcwne. 'n° /{G

. Exercice 103. Soit f ]O +oo[— R une fonctlon tendant vers 0 en +oo.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( foiz— f (na:))n N+

9. Soit a > 0. Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a; +o0l.
3. A quelle condition y a-t-il convergence uniforme sur ]0; +oo[?
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Exercice 1 : ﬁ
10,z[ > R |
. - B | . : oo
A! T 1. Justifier la définition de la fonction f % 13X L cos (e dinlm)
n=1
2. Montrer que f est de classe C! sur ]0,z[. Calculer f sous forme d’'une somme infinie.
3. Montrer que Vx € ]O 7r[ f(x) = —1 En dedwrefsur ]0 7r[
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2w n
1. Montrer que si : || < 1, alors : / a: —2zcos(f) + 1) do {i T ™ cos m9)
0

n=1 0
de cette intégrale. —D c\ 614»'*&

2. Montrer que si : |z| > 1, alors : / In (z® — 2z cos(8) + 1) df = 47 In(|z|).
0

——————=df. En déduire la valeur
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| EXERCICE 3
i On pose
% 10;+00[ — o R .
[ 8 x —_— Y '(—1) .
] ronl(x+n)

Q1. — Justifier que S est bien définie et de classe € 1 sur Rso.

Q2. — Préciser le sens de variation de S.

1

Q3. — Ftablir que, pour tout x>0, xS(x) — S(x+1) = -
. B

Q4. — Déterminer un équivalent de S en +oo.

5. — Déterminer un équivalent de S en 0.
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Exercice 3 : Soit (ay)nen une suite réelle positive et décroissante.

Pour tout n € N, on pose f(z) = anz™(1 — z) avec = € [0,1].
1. Montrer la convergence simple sur [0, 1] de la série de fonctions ) fy.
2. Montrer que cette série de fonctions converge normalement sur [0, 1] si et seulement si la série ) 4

converge.

3. Montrer que cette série de fonctions converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si 11)111 an =0.
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Exercice 6 :

nln®
Pour n € N*, on pose f, : z —
b

z(l+z)...(n+x)

1. Quel est le domaine de définition de f, limite simple de la suite (fn)nen<. On note A ce domaine.
2. Donner une relation entre f(z) et f(z + 1) quand ces deux quantités sont définies.

fn()

" fa(@)

Prouver que Vn € N*,Vz € A,

3. Calculer pour z € A,
fald) . &1
@ TSR S ,?:1 R TR

En déduire que f est de classe C! sur son domaine de définition.
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Exercice.

1. Soient (fn),o une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur un intervalle I vers une fonction
f, et (un)n>0 une suite & valeurs réelles convergeant vers un réel £. Montrer que la suite (f,(uxs)),5 converge

vers f(£).

2. (a) Pour tout n € N\ {0}, montrer que I’équation Z z* = 1 d’inconnue z admet une unique solution
k=1
strictement positive. On la note z, dans la question suivante.

(b) Montrer que la suite (z5),, est décroissante et minorée, donc convergente. On note £ sa limite.

+o0
(c) Montrer : Y £* = 1. En déduire la valeur de £.
k=1

Traiter les exercices dans ordre indiqué.
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Exercice 5. [sef3] l

1. Btudier la convergence simpie de la série 3 u, ol u,(z) = exp(—zy/n) pour n € N*. On note S la somme de cette série de
fonctions.

2. Montrer que S est continue sur R},
3. Montrer que lim S(z) = 0.
T—+00

4. Montrer que S est décroissante sur i’ .

5. Montrer que S(z) oihoe® 2,

Soh € o =
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Exercice 3. Pour tout n € N, on considére la fonction f, : z — —'—e_x.
n

a. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy)nen sur [0, +oo[ puis sa convergence uniforme

+o0
b. Le passage & la limite sous l'intégrale est-il valide pour fu(z) dz?
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