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Exercice 1:
Soit A € M,(R) telle que : 3A3 = A2+ A+ 1.

1. Montrer que A est diagonalisable dans C.

2. Montrer que la suite (AF) =0 CONverge vers la matrice L d’'un projecteur.
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 Exercice 116. (Centrale) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, et K une partie
| compacte de F, dont Pintérieur contient 0. On note N la norme subordonnée & || - ||.

\\ 1. Soit F, G deux espaces vectoriels normés de dimension finie et g € Z(F,G). Montrer que si A C F est
compacte alors g(A) 'est aussi.

ck
9. Montrer que H = {u € Z(E) : u(K) C K} est une partie compacte de Z(E). - \)M('“\

”

3. Montre que si u € H alors |det u| < 1.
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’ Exercice 116. (Centrale) Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, et K une partie
] ‘compacte de E, dont I'intérieur contient 0. On note N la norme subordonnée a || - ||.

1. Soit F, G deux espaces vectoriels normés de dimension finie et g € Z(F,G). Montrer que si A C F' est
compacte alors g(A) 'est aussi.

9. Montrer que H = {u € Z(E) : u(K) C K} est une partie compacte de Z(E).
3. Montre que si u € H alors |[detu| < 1.
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A a la propriété suivante : pour tous z,y € A, il existe une boule ouverte contenue dans A, et contenant les |

'Exercice 105. Soit A une partie bornée d’un espace vectoriel normé E de dimension finie. On suppose que
deux points z et y. Montrer que A est une boule ouverte.
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Exercice. Soit (£,]| - ||z) un espace vectoriel normé de dimension finie, dont on note (€1,...,é,) une base. On
p
pose : Vf € L(E), ||f|| = Zl £ (€)le-
i=

1. Montrer que || - || est une norme sur L(E).

2. Montrer que si (fn),,>q est une suite  valeurs dans L(E), alors (f,,)

b ; > a0 converge si et seulement si, pour tou
@ € B, la suite (fu(%)),5, converge. L :
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Exercice 4 :

Soit E = C°([0, 1], R) muni de la norme ||.||co-

Pour ¢ une fonction de E \ {0}, on considére la forme linéaire T, sur E définie par :

To(f) = /01 f@®)e)dt  pour tout f € E

Montrer que la forme linéaire T, est continue et calculer sa norme subordonnée.
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~ Exercice. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, et f une application linéaire telle que :
- VZE B, | f@I < 1]
1. Montrer : E =ker(f — Idg) ® im(f — Idg).

2. Etudier la convergence de la suite (fn)nso définie par : Vn €N, VI € E, fu(@) = glﬁ > fR@).
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Célia A. Semaine n°10

Colle n°7

Soit (E, N1) et (F, N,) deux espaces vectoriels normés.
Soit f € FE vérifiant :

> YY) €E* f(x +y) = f() + fO).

» La restriction de f a la boule unité de E est bornée.

Montrons que f est linéaire.

1. Montrons que f(Og) = Of.

f(Og) = f(Og+ Og) = f(Og) + f(OF)
Donc f(0g) = O¢.

2. MontronsqueV (n,x) E NX E f(nx) =nf(x)
On raisonne par récurrence.
Définition du prédicat : Vn € N,P(n) = "Vx € E f(nx) = nf(x)"
Initialisation a n = 0 : Selon 1, P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé tel que P(n) est vraie.
Soitx € E.
f((n+ Dx) = f(nx +x)
= f(nx) + f(x) (Propriété de f)
= nf(x) + f(x) (Hypothése de récurrence)
=m+1)f(x)

P(n+1) est donc vraie.

Conclusion : Par I'initialisation, le caractere héréditaire de la propriété et I'axiome de récurrence, P(n)
estvraie Vn € N,

3. MontronsqueV (n,x) € Z X E f(nx) = nf(x).
Soit (n,x) € Z X E.
Sin = 0, le résultat est donné par 2.
Sin < 1,alors—n € Net2livre f(—nx) = —nf(x).

Or,selon 1, 0p = f(0g) = f(nx — nx) = f(nx) + f(—nx) = f(nx) — nf(x)




D'ou f(nx) = nf(x).

4. MontronsqueV (n,x) € N*x E f (%x) =2f(x)
Soit (n,x) € N* X E.
f@ =1 (nx )
=nf (> x) (selon 2)

Donc f (5—2—) = %—f(x).

5. Montronsque V(A,x) € Q X E f(Ax) = Af(x).

Soit A€ Q 3(p,g) EZXN* 1= 5—. Soit x € E.

pf(x) = f(px) (selon 3)

o)
= f(qh)
= qf(4) (selon 2)
Dol f(Ax) = Af(x).

6. Montrons que f est continue en Og.
Comme la restriction de f 4 la boule unité de E est bornée, nous avons
M=0Vx€eE |lxl|[<1= |If@)I| <M
Soit p € N*,

Soit x € E tel que ||x|| < % < 1. Par homogénéité de la norme Nj, prl] < 1.D'ol |If(xp)|[ <M.

s M
Selon 2 et 'homogénéité de la norme Ny, nous avons ||f(x)|| < o

Ainsi, f est continue en O.

7. Montrons que f est continue sur E.
Soit (y,z) € E%
De 6, nous avons

Ve>03y>0Vx€E |lxl|<y= |If)l] s«



En spécifiantax =y -z et commeselon 3, f(y —z) = f(y) — f(z), nous obtenons la continuité sur
E.

8. Montrons que f est linéaire.

Comme Q est dense dans R et f est continue, on prolonge I'identité obtenue en 5 sur R,
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MPI

Colle S10

Espaces vectoriels normés-fin

Soient f une fonction de R dans R et

Exercice 1 :

Ff = {(fl?,f(:L'),(L‘ € R}

son graphe.

1. On suppose que f continue, montrer que I's est fermé.

2. On suppose f bornée et Iy est fermé dans R?, montrer que f est continue.

3. Le résultat précédent subsiste-t-il si 'on ne suppose plus f bornée ?
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Oudoine  Galten Semasne A

~ Exercice 5 :
' On munit R[X] de la norme ||.||so 0l ||P|co = max]|[P];].
1
Pour ¢ € R, on considére la forme linéaire ¢, définie sur R[X] par ¢.(P) = P(c).
Pour quelles valeurs de ¢, la forme linéaire ¢, est-elle continue ? En cas de continuité, calculer sa norme
subordonnée.

Stk P« R[Xj, Pl g"j al, X\k
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Exercice 2 :

Soit F et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, soit K un compact de E et f: K — F une
application continue et injective. ‘

1. On pose L = f(K) montrer que L est un com

pact.
2. Montrer que f=1: [ s K est continue.
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On introduit le sous-espace vectoriel H= {f € E; f(0) = 0}.

1. Montrer que H est soit fermé soit dense dans E.

2. Trouver des exemples de normes menant & chacun de ces deux cas.

| Exercice 2. On considére 'espace vectoriel E = C°([0, 1], R), que ’on munit d’une norme N.
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