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�� ������� β = −1 �� α =
1

2π
� �� � (−1)n (2πα+ β)− β = 1� �����

∀n ∈ N∗,
Z π

0

�
t2

2π
− t

�
cos(nt)dt =

1

n2

����



������������� � �� ������� ����������� �� ����
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� ▷ ���� x ∈ R� �� �������� t 7→ (sin(t))x = exp (x ln (sin(t))) ��� �������� ��� ]0,π/2]� ��

(sin(t))x ∼
x→0+

tx =
1

t−x

��� ������������ �� �������� t 7→ (sin(t))x ��� ���������� �� 0 �� �� ��������� �� t 7→ 1
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������

����� t 7→ (sin(t))x ��� ���������� ��� ]0,π/2] �� �� ��������� �� −x < 1�
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��� ���� t ∈ ]0,π/2]� �� �������� g(·, t) : x 7−→ exp (x ln (sin(t))) ��� �� ������ C2 ��� I �� ������� ����������� �
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∂2g

∂x2
(·, t) : x 7−→ ln2 (sin(t)) (sin(t))x

���� ���� x ∈ I� ��� ��������� g(x, ·), ∂g
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(x, ·) ���� ��������� ��� ]0,π/2] ��������� ������� ��

�� �������� g(x, ·) ��� ���������� ��� ]0,π/2] ����� �� �������� �����������
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��� ����������� �� �������� t 7→ ∂g

∂x
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����� ���� a < b ���� I� �� � ����� ����������� �� ���������� �
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∂2g
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���� ���� ���� �� ������ �� �������� �� �� ������ C2 ���� ��� ���������� ���������� � f ��� �� ������ C2 ��� I
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Z π/2
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� ▷ ����� x −→ −1� f(x) =
(x+ 2)f(x+ 2)

x+ 1
����� � �� (x+ 2)f(x+ 2) −→ 1× f(1) ��� f �������� ��� I �� 1 ∈ I�

��� �������� f(1) = [− cos(t)]
t=π/2
t→0 = 1 ̸= 0� �� ���� �������� ��� f(x) ∼

x→−1

1

x+ 1

� ▷ ���� n ∈ N�
�� � n ∈ I �� �� ����������� ��� f(n+ 1)� �� � � (n+ 1)f(n)f(n+ 1) = (n+ 2)f(n+ 1)f(n+ 2)

����� �� ����� ((n+ 1)f(n)f(n+ 1))n∈N ��� ����������

����� f(0) =

Z π/2

0
dt =

π

2
����� ���� ���� n ∈ N� (n+ 1)f(n)f(n+ 1) = 1f(0)f(1) =

π

2
�

�� ���� �������� ��� f(n)f(n+ 1) =
π

2(n+ 1)

����� f ��� ������������ �� ��������� �� � ���� f(n+ 1)2 ⩽ π

2(n+ 1)
⩽ f(n)2

���� ∀n ∈ N∗�
π

2(n+ 1)
⩽ f(n)2 ⩽ π

2n
����� ∀n ∈ N∗�

r
π

2(n+ 1)
⩽ f(n) ⩽

r
π

2n

���� x ⩾ 1� �� ���� ⌊x⌋ �� ������ ������� �� x� �� � ���� 1 ⩽ ⌊x⌋ ⩽ x ⩽ ⌊x⌋+ 1� �����

r
π

2(⌊x⌋+ 2)
⩽ f (⌊x⌋+ 1) ⩽ f(x) ⩽ f (⌊x⌋) ⩽

r
π

2⌊x⌋

�� x− 1 ⩽ ⌊x⌋ ⩽ x ⩽ ⌊x⌋+ 2 ⩽ x+ 2

����� x −→ +∞� �� � x− 1 ∼ x ∼ x+ 2� ���� ��� ����������� �������������� �� � ⌊x⌋ ∼ x �� ⌊x⌋+ 2 ∼ x�

� ������� ��� ����������� �������������� �� � ���� f(x) ∼
x→+∞

r
π

2x

� ▷ ��� �� ��������� ������� ���������� ��� ������ (0, f(0)) = (0,π/2)� (1, f(1)) = (1, 1)� ��� ���������� �����������
x = −1 �� y = 0�

�� ��������� ��� f ��� ������������ �� ��������

�� ����� ��� ���� �� ����� ���������� ��� ����������� ��� �� ��������� ������� � ���� ������

����
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� ▷ ���� n ∈ N� �� �������� t 7→ (ln(sin(t)))n ��� �������� ��� ]0,π/2]�

����� t −→ 0+� �� �
p

sin(t)(ln(sin(t)))n −→ 0 ��� ���������� ���������

�� sin(t) ∼ t� ����
√
t(ln(sin(t)))n −→ 0

���� (ln(sin(t)))n = o
�

1
t1/2

�
�� t 7→ 1

t1/2
��� ���������� �� 0�

��� ����������� � ��� �������� ����������� t 7→ (ln(sin(t)))n ��� ���������� ��� ]0,π/2]�

����� ����������� ����������� Dn �������� ���������� ���� ��������

�� ���������� �� �������� t =
π

2
− u � dt = −du ���� ����� � D1 = −

Z 0

π/2
ln(sin(π/2− u))du

�� � ���� D1 =

Z π/2

0
ln(cos(t))dt

�� ▷ �� ��������� �� �� � f ′(0) =
Z π/2

0
ln(sin(t)) dt = D1 �� f ′(1) =

Z π/2

0
ln(sin(t)) sin(t) dt�

���� � �� �� ��������� �� ���������� �� �������� u = 2t � du = 2dt� �� �

2D1 =

Z π/2

0
ln(sin(t) cos(t)) dt =

Z π/2

0
ln

�
sin(2t)

2

�
dt =

1

2

Z π

0
ln(sin(u)) du− ln(2)π

2

�� ��������� �� ���������� �� �������� u = π − t� du = −dt� �� � �

Z π

π/2
ln(sin(u)) du = −

Z 0

π/2
ln(sin(π − t)) dt =

Z π/2

0
ln(sin(t)) dt = D1

���� 2D1 =
2

2
D1 −

ln(2)π

2
� ����� f ′(0) = D1 = − ln(2)π

2

�� ������� ��� ����������� ��� ������� ���� ������� �

f ′(1) = [(1− cos(t)) ln(sin(t))]
t=π/2
t→0 −

Z π/2

0

(1− cos(t)) cos(t)

sin(t)
dt

�� � �� �� � ��� ln(sin(t)) =
t→0+

o
�
1/
√
t
�
�� 1− cos(t) ∼

t→0+
t2/2

���� (1− cos(t)) ln(sin(t)) −−−→
t→0+

0 �� [(1− cos(t)) ln(sin(t))]
t=π/2
t→0 = 0 � �� ��� ������ ������������� ��� ��������

�� ����� ������ �� ����� ��������� ��� ������� ���������

�� � ���� ���� �� ���������� �� �������� u = cos(t) � du = − sin(t)dt �

f ′(1) = −
Z π/2

0

(1− cos(t)) cos(t)

1− cos(t)2
sin(t) dt = −

Z π/2

0

cos(t)

1 + cos(t)
sin(t) dt = +

Z 0

1

u

1 + u
du =

Z 1

0

�
1

u+ 1
− 1

�
du

����� f ′(1) = [ln |u+ 1|− u]u=1
u=0 = ln(2)− 1− ln(1) + 0

�� ���� �������� ��� f ′(1) = ln(2)− 1

����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

�� ▷ ���� n ∈ N∗�
�� �������� t 7→ − ln (sin(t)) ��� ����������� ������������ ���� ������������ �� C1 ��� ]0,π/2]

��� ��������� �� � � − ln (sin(π/2)) = 0 �� lim
t→0+

(− ln (sin(t))) = +∞�

����� ����� ����������� ������ ��� ��������� �� ]0,π/2] ���� [0,+∞[ �

�� ������� �� ���������� �� �������� u = − ln (sin(t)) � du = − cos(t)
sin(t) dt

�� ���� t ∈ ]0,π/2[ � �� � cos(t) > 0 �� ����

sin(t)

− cos(t)
= − sin(t)p

1− sin2(t)
=

−e−u

√
1− e−2u

=
−1√
e2u − 1

���� Dn =

Z 0

+∞
(−u)n

−du√
e2u − 1

= (−1)n
Z +∞

0

un√
e2u − 1

du

�� ��� ����� (−1)nDn =

Z +∞

0

un√
e2u − 1

du

�� �������� u 7→ un+1e−u ��� �������� ��� R+ �� ���������� �� +∞ ��� un+1e−u =
t→+∞

o
�
1/u2

�
��� ����������

���������

���� u 7→ un+1e−u ��� ���������� ��� R+ �� ��� ����������� ��� ������� �

Z +∞

0
un+1e−u du =

�
(n+ 1)une−u

�u→+∞
u=0

+ (n+ 1)

Z +∞

0
une−u du = (n+ 1)

Z +∞

0
une−u du

����� ��� ���������� ���������

Z +∞

0
une−u du = n!

Z +∞

0
e−u du = n!

�
−e−u

�u→+∞
u=0

= n!

�� (−1)nDn −
Z +∞

0
une−u du =

Z +∞

0
un

�
1√

e2u − 1
− 1

eu

�
du� �����

(−1)nDn − n! =

Z +∞

0
un

 
eu −

√
e2u − 1

eu
√
e2u − 1

!
du =

Z +∞

0

un

eu
√
e2u − 1

�
eu +

√
e2u − 1

� du

�� ������ ��� ������ ��� �� �������� ��������� � eu +
√
e2u − 1 ⩾

√
e2u − 1 > 0� ���� u > 0�

��� ������ ���� [0,+∞] ��� ��� ����������� ���� ���������� �� �

|(−1)nDn − n!| ⩽
Z +∞

0

un

eu (e2u − 1)
du ⩽

Z +∞

0

un

eu (2u)
du =

1

2

Z +∞

0
un−1e−u du =

(n− 1)!

2
< +∞

�� � ������� ����������� �� ��������� ∀t ∈ R∗
+, et − 1 ⩾ t > 0 ����

(−1)nDn − n! = O
n→+∞

((n− 1)!)

�� (n− 1)! = o
n→+∞

(n!) �����

(−1)nDn = n! + o
n→+∞

(n!)

�� ������� � Dn ∼
n→+∞

(−1)nn!

����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

�� ▷ ���� x ∈ ]− 1, 1[ � �� ��������� �� ������������� �� ����� ������� �� ���������������� �� �

f(x) =

Z π/2

0
exp (x ln(sin(t))) dt =

Z π/2

0

+∞X

n=0

ln(sin(t))n

n!
xndt

��� ���� n ∈ N� �� � �� �� � ��� t 7→ ln(sin(t))n

n!
��� �������� �� ���������� ��� ]0,π/2]�

�� �� ��� ���� �� ���� ���� t 7→ ln(sin(t))n

n!
xn ��� �������� �� ���������� ��� ]0,π/2]�

���� �� ����� �� ���������
X

n⩾0

�
t 7→ ln(sin(t))n

n!
xn

�
�������� ���������� ��� ]0,π/2] �� ����� t 7→ exp (x ln(sin(t)))

�� t 7→ exp (x ln(sin(t))) �������� ��� ]0,π/2] ��������� ��������

����� ���� n ∈ N� �� �������� t 7→ ln(sin(t))n

n!
xn ��� �� ����� �������� ��� ]0,π/2] ������ �� (−x)n�� �����

Z π/2

0

����
ln(sin(t))n

n!
xn

���� dt =
�����

Z π/2

0

ln(sin(t))n

n!
xndt

����� =

�����

Z π/2

0
ln(sin(t))ndt

�����
n!

· |xn| = |Dn|
n!

· |x|n

����� ��� �� �
|Dn|
n!

· |x|n ∼
n→+∞

|x|n �� �� ����� �����������
X

n

|x|n �������� ���������� ����

+∞X

n=0

Z π/2

0

����
ln(sin(t))n

n!
xn

���� dt < +∞

���� ���� ���� �� ������ �� �������� ������������� ����� � ����� ���������� �� ��� ���� ����� ����������� ���
������� ���� R �� ���������

∀x ∈ ]− 1, 1[ , f(x) =
+∞X

n=0

Z π/2

0

ln(sin(t))n

n!
xndt =

+∞X

n=0

Dn

n!
xn

����� f ��� ���� ������������ �� ����� ������� ��� ]− 1, 1[

� ����������� �� ����� �� ���������

�� ▷ �� � ∀x ∈ R, a2 cos2(x) + b2 sin2(x) > 0 ��� cos2(x) + sin2(x) = 1� a2 > 0 �� b2 > 0�

����� ��� ����������� Ψ ��� �� ������ C1 ��� R
���� x ∈ R� ����� ���� �� �

Ψ′(x) =
2
�
b2 − a2

�
cos(x) sin(x)

a2 cos2(x) + b2 sin2(x)
=

�
b2 − a2

�
sin(2x)

a2 + (b2 − a2) sin2(x)

������� ����� ����� a > 0 �� b > 0� �� � b− a < a+ b �� a− b < a+ b ���� ρ ��� ���� ����� ��

��ρe2ix
�� =

����
b− a

b+ a

���� ·
��e2ix

�� = max

�
b− a

b+ a
,
a− b

b+ a

�
< 1

����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

����� �� ����� �����������
X

k⩾0

�
ρe2ix

�k
�������� ��

+∞X

k=0

ρke2ikx =

+∞X

k=0

�
ρe2ix

�k
=

1

1− ρe2ix
=

1− ρe−2ix

(1− ρe2ix) (1− ρe−2ix)

�� ������� ��� ������� ����������� ���� �� ����������� ��� (b+ a)2 / (b+ a)2� �� �

+∞X

k=0

ρk sin (2kx) =
−ρ sin(−2x)

1− ρ (ei2x + e−i2x) + ρ2
=

ρ sin(2x)

1− 2 cos(2x)ρ+ ρ2
=

(b− a)(b+ a) sin(2x)

(b+ a)2 − 2 cos(2x)(b− a)(b+ a) + (b− a)2

����� sin(0) = 0� �� �

+∞X

k=1

ρk sin (2kx) =
(b2 − a2) sin(2x)

2a2 + 2b2 − 2(b2 − a2)
�
1− 2 sin2(x)

� =
1

4
· (b2 − a2) sin(2x)

a2 + (b2 − a2) sin2(x)

�� � ���� Ψ′(x) = 4
+∞X

k=1

ρk sin(2kx)

�� ▷ ���� x ∈ R� ����� Ψ′ ��� �������� ��� R� �� � ����� ��� �� �������� ����������� �� ��������� �

Ψ(x)−Ψ(0) =

Z x

0
Ψ′(t)dt =

Z x

0

 
+∞X

k=1

ρk4 sin(2kt)

!
dt =

Z x

0

 
+∞X

k=1

fk(t)

!
dt

�� ����� ���� ���� k ∈ N∗� fk : t 7→ 4ρk sin(2kt)�
�� ��� fk ���� ��������� ��� R ���

�� ����� ∀t ∈ R� |fk(t)| ⩽ 4ρk �� �� ����� �����������
X

ρk �������� ��� ρ ∈ ]− 1, 1[ �

���� �� �����
X

k⩾1

fk �������� ����������� ���� ������������ ��� R �����

���� ��� �� ����� �� ���� ����������� ����� �� ����� �� ��������� ��� ���� ������� �� R ��� �������� �� ������
�����

Ψ(x) = Ψ(0) +
+∞X

k=1

�Z x

0
fk(t)dt

�
= ln(a2) +

+∞X

k=1

�−4ρk cos(2kt)

2k

�t=x

t=0

= 2 ln(a)− 2
+∞X

k=1

�
ρk cos(2kx)

k
− ρk

k

�

�� ���� �� ������������� �� ����� ������� �� t 7→ ln(1 + t) ��� ]− 1, 1[ � �� �

ln(1− ρ) =

+∞X

k=1

(−1)k−1(−ρ)k

k
= −

+∞X

k=1

ρk

k

�����

Ψ(x) = 2 ln(a)− 2 ln(1− ρ)− 2

+∞X

k=1

ρk cos(2kx)

k
= 2 ln

�
a

1− ρ

�
− 2

+∞X

k=1

ρk cos(2kx)

k

��
a

1− ρ
=

a

1− b−a
a+b

=
a(a+ b)

(a+ b)− (b− a)
=

a+ b

2
����

∀x ∈ R, Ψ(x) = 2 ln

�
a+ b

2

�
− 2

+∞X

k=1

cos(2kx)

k
ρk

����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

�� ▷ �� � ���� ∀x ∈ [0,π], Ψ2(x) = 2 ln

�
a+ b

2

�
Ψ(x) +

+∞X

k=1

(−2)
cos(2kx)

k
ρkΨ(x)

�� ��� ��������� u0 : x 7→ 2 ln

�
a+ b

2

�
Ψ(x) �� uk : x 7→ (−2)

cos(2kx)

k
ρkΨ(x) �k ∈ N∗� ���� ��������� ���

[0,π]�
�� ���� ����� Ψ ��� ������ ��� [0,π] ��� �������� ��� �� �������� �� ���� ������� ��� �� ����� �� ���������X

k⩾0

uk �������� ����������� ���� ������������ ��� �� ������� [0,π] �� ����� Ψ2�

����� ��� �������� �� ����� �

Z π

0
Ψ(x)2dx =

Z π

0
2 ln

�
a+ b

2

�
Ψ(x)dx+

+∞X

k=1

Z π

0
(−2)

cos(2kx)

k
ρkΨ(x)dx

����� Z π

0
Ψ(x)2dx = 2 ln

�
a+ b

2

� Z π

0
Ψ(x)dx− 2

+∞X

k=1

ρk

k

Z π

0
cos(2kx)Ψ(x)dx (⋆)

� ������ ����� �������� ����������� �������� �� ����� �� ���������� �� �

Z π

0
Ψ(x)dx =

Z π

0
2 ln

�
a+ b

2

�
dx− 2

+∞X

k=1

ρk

k

Z π

0
cos(2kx)dx = 2π ln

�
a+ b

2

�

�� ����� ����� �� ∀p ∈ N∗,
Z π

0
cos(2px)dx = 0 ��������� π����������� �� ������� ������

���� k ∈ N∗� �� � � ������ ����� ����� ����������� �������� �

Z π

0
cos(2kx)Ψ(x)dx = 2 ln

�
a+ b

2

� Z π

0
cos(2kx)dx− 2

+∞X

n=1

ρn

n

Z π

0
cos(2kx) cos(2nx)dx

��
Z π

0
cos(2kx)dx = 0 �� ���� n ∈ N∗�

2

Z π

0
cos(2kx) cos(2nx)dx =

Z π

0
cos (2(k + n)x) dx+

Z π

0
cos (2(k − n)x) dx

����� �� n ̸= k �� �
Z π

0
cos(2kx) cos(2nx)dx = 0 ��

2

Z π

0
cos(2kx) cos(2kx)dx =

Z π

0
cos (4kx) dx+

Z π

0
1dx = π

����
Z π

0
cos(2kx)Ψ(x)dx = −π

ρk

k
���� �� ��������� (⋆)

Z π

0
Ψ(x)2dx = 2 ln

�
a+ b

2

�
× 2π ln

�
a+ b

2

�
− 2

+∞X

k=1

ρk

k

�
−π

ρk

k

�
= 4π

�
ln

�
a+ b

2

��2

+ 2π

+∞X

k=1

ρ2k

k2

�� ������� ���� ���

Z π

0
Ψ(x)2dx = 4π

�
ln

�
a+ b

2

��2

+ 2πσ
�
ρ2
�

�����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

�� ▷ ���� t ∈
�
0, π2

�
� �� � � an −−−−−→

n→+∞
0 �� bn −−−−−→

n→+∞
1�

�� � ���� a2n cos
2(t) + b2n sin

2(t) −−−−−→
n→+∞

sin2(t) > 0

����� ln ��� ��������� �� � Ψn(t) −−−−−→
n→+∞

ln
�
sin2(t)

�

�� � ������ �� ����������� ������ �� �� ����� �������������� (Ψn)n∈N∗ ���
�
0, π2

�
���� t 7→ 2 ln (sin(t))

�������� �������� ����� �� ����������� �������� ��� ]0,π]� �� ������ ����� ������ ���������

��� ��� ��������� Ψ2
n �n ∈ N∗� ���� �������� ���

�
0, π2

�
��������� ������� ��

���� �� ����� ��������������
�
Ψ2

n

�
n∈N∗ ����������� ���������� ���

�
0, π2

�
���� t 7→ 4 ln2 (sin(t))�

����� �� �������� t 7→ 4 ln2 (sin(t)) ��� �������� ���
�
0, π2

�
��������� ������� ��

���� �� ����� (an) ��� ������������ �� �������� �� ������ ����� �� ����� ��� �� ����� (bn) = (1− an) ��� ����������
�� �������� �� ������ 1�

����� ∀n ∈ N∗, 0 ⩽ a2n ⩽ a21 =
1

4
�� b21 =

1

4
⩽ b2n ⩽ 1�

���� t ∈
�
0, π2

�
� ���� n ∈ N∗� �� � �����

1

4
sin2(t) ⩽ a2n cos

2(t) + b2n sin
2(t) ⩽ 1

4
cos2(t) + sin2(t) ⩽ cos2(t) + sin2(t) = 1

���� ��� ���������� �� ln� �� �

2 ln (sin(t))− 2 ln(2) ⩽ Ψn(t) ⩽ ln(1) = 0

����� �� � ����������� �� ���������� �

∀t ∈
i
0,

π

2

i
,
��Ψ2

n(t)
�� ⩽ 4 ln(2)2 − 8 ln(2) ln (sin(t)) + 4 ln (sin(t))2

��� t 7−→ 4 ln(2)2 − 8 ln(2) ln (sin(t)) + 4 ln (sin(t))2 ��� �������� �� ���������� ���
�
0, π2

�
� ����� �

���� ���� ����� ����� �� ����� �� �������� �� ����������� ������� ����������� ���� ����� ����������� ��� �������
�� ��������� �

lim
n→+∞

Z π/2

0
Ψn(x)

2dx =

Z π/2

0
4 ln2 (sin(t)) dx = 4D2

���� n ∈ N∗� ����� ∀x ∈ [0,π]� Ψn(π − x) = Ψn(x)� �� � �� ��������� �� ���������� �� �������� �
u = π − x � du = −dx

Z π

0
Ψn(x)

2dx =

Z π/2

0
Ψn(x)

2dx+

Z π

π/2
Ψn(x)

2dx = 2

Z π/2

0
Ψn(x)

2dx

����� ���� ��� �� �
Z π/2

0
Ψn(x)

2dx = 2π

�
ln

�
an + bn

2

��2

+ πσ
�
ρ2n

�
= 2π ln (2)2 + πσ

�
(bn − an)

2
�

��� an + bn = 1 �� ����� ���� ρn =
bn − an
bn + an

= bn − an ��� � ���� bn > 0 �� an > 0��

����� σ ��� �������� ��� [−1, 1] �� σ(1) =
π2

6
����� �� ������ �� �� � σ

�
(bn − an)

2
�
−−−−−→
n→+∞

π2

6
�

���� 4D2 = 2π ln (2)2 +
π3

6
�

���� �� ������ �� �� �� ������ f ′′(0) = D2 =
π ln (2)2

2
+

π3

24
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������������� � �� ������� ����������� �� ����

� ��������� �������������

�� ▷ ���� x > −1�
�� �������� t 7→ (sin(t))x ��� �������� �� �������� ��� ]0,π/2] �� ��� ������������� ����� ��� (sin(π/2))x = 1�

����� f(x) =
Z π/2

0
(sin(t))x dt > 0�

���� f ��� ������ ��� ������������ ��� ������� I � ������� ���� R∗
+�

����� ln ◦f ��� �� ������ C2 ��� I ��� f ������ ����� ��

����� (ln ◦f)′ = f ′

f
�� (ln ◦f)′′ = f ′′f − (f ′)2

f2
�

���� ������� ��� f ��� ���������� ��� I� �� ���� ����� �� ������� ��� � 0 ⩽ f ′′f − (f ′)2

f2

���� ε ∈ ]0,π/2[ � ��� ��������� t 7→ (sin(t))x/2 �� t 7→ ln(sin(t)) (sin(t))x/2 ���� ��������� ��� �� ������� [ε,π/2]�
��� ��������� �� ��������������� ���� �� ������� �������� ����� ��� C ([ε,π/2],R)� �� �

 Z π/2

ε
ln(sin(t)) (sin(t))x dt

!2

⩽
 Z π/2

ε
(sin(t))x dt

!
×
 Z π/2

ε
ln(sin(t))2 (sin(t))x dt

!

����� ��� ���������� ���������� ��� ]0,π/2]� �� ���� ����� ������ ε ���� 0 ���� ������� �
 Z π/2

0
ln(sin(t)) (sin(t))x dt

!2

⩽
 Z π/2

0
(sin(t))x dt

!
×
 Z π/2

0
ln(sin(t))2 (sin(t))x dt

!

����� (f ′(x))2 ⩽ f ′′(x)f(x)

�� � ������ ��� (ln ◦f)′′ ⩾ 0 ��� I ���� f ��� ��� ����������� �� I ���� R ����������

�� ▷ ���� x ⩾ 0� ����� 2x+ 2 > 2x+ 1 > 2x ⩾ 0� ����� ���� �� �

ef(x+1) = ln (f(2x+ 2)) = ln ((2x+ 2)f(2x+ 2))−ln(2x+2) = ln ((2x+ 1)f(2x))−ln(2x+2) = ef(x)+ln

�
2x+ 1

2x+ 2

�

����� ∀k ∈ N, ef(x+ k + 1)− ef(x+ k) = ln

�
2x+ 2k + 1

2x+ 2k + 2

�
� ��� ������������ �� � �����

∀p ∈ N∗, ef(x+ p)− ef(x) =
p−1X

k=0

�
ef(x+ k + 1)− ef(x+ k)

�
=

p−1X

k=0

ln

�
2x+ 2k + 1

2x+ 2k + 2

�

�� ���� �������� ��� ∀p ∈ N∗, ∀x ∈ R+, ef(x+ p) = ef(x) +
p−1X

k=0

ln

�
2x+ 2k + 1

2x+ 2k + 2

�

�� ▷ ��� ����������� ef ��� �� ������ C2 ���

�−1

2
,+∞

�
��

∀x ∈
�−1

2
,+∞

�
,
�
ef
�′

(x) = 2 (ln ◦f)′ (x) ��
�
ef
�′′

(x) = 4 (ln ◦f)′′ (x) ⩾ 0

���� ef ��� ������� ���

�−1

2
,+∞

�
�

�� ���������� �� ���������� ��� ������ ���� n−1 ⩽ n+x ⩽ n+p �� n ����

�−1

2
,+∞

�
� �� �

ef(n)− ef(n− 1)

n− (n− 1)
⩽

ef(n+ x)− ef(n)
n+ x− n

⩽
ef(n+ p)− ef(n)

n+ p− n

�� ��� ������ �� �������� ��� ef(n)− ef(n− 1) ⩽
ef(n+ x)− ef(n)

x
⩽
ef(n+ p)− ef(n)

p

�����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

������� �� ���� n− 1 ⩾ 0� �� � ef(n)− ef(n− 1) = ln

�
2(n− 1) + 1

2(n− 1) + 2

�
= ln

�
2n− 1

2n+ 1

�

�� ln

�
2n− 1

2n+ 1

�
−−−−−→
n→+∞

0 ��� ����������� �� ���� ef(n)− ef(n− 1) −−−−−→
n→+∞

0

�������� ����� ��� �� � ��� ����� ����

ef(n+ p)− ef(n) =
p−1X

k=0

ln

�
2n+ 2k + 1

2n+ 2k + 2

�
−−−−−→
n→+∞

0

��
x
�
ef(n)− ef(n− 1)

�
⩽ ef(n+ x)− ef(n) ⩽ x

p

�
ef(n+ p)− ef(n)

�

����� ��� ������� �� ����� ��� ��������� ( ef(n+ x)− ef(n)) ���� ���� 0 ������� n ���� ���� +∞

� x ��� ���� R∗
+� �� �������� ������ �� ����������� p ∈ N ��� ��� x ⩽ p�

������� p = 1 + ⌊x⌋ ������ �� �������� �������������� �� p�

�� ▷ �� ���� ���� ��� f ��� ��� ����������� �� I ���� R ����� ���������� ������ ��� ������ ��� ���� �� ����� ���

f(0) =
π

2
�����

���� ���������� �� ��������� h ��� ����������� �� I ���� R� ����������� ��� ������ ��� �� ����� ��� h(0) =
π

2
�

�� ���� eh : x 7→ ln (h(2x))�
����� h ������ ���� �� ���� ������� ����� �� �� ���

∀p ∈ N∗, ∀x ∈ R+, eh(x+ p) = eh(x) +
p−1X

k=0

ln

�
2x+ 2k + 1

2x+ 2k + 2

�
(2)

����� eh(0) = ln (π/2) = ef(0)� �� �������

∀n ∈ N, eh(n) = ef(n) (3)

���� ������� ��� eh ��� �������� �� ��������� x �� y ∈ ]− 1/2,+∞[ �� λ ∈ [0, 1]�
����� 2x �� 2y ∈ I �� ��� ln ◦h ��� ������� ��� I� �� �

eh (λx+ (1− λ)y) = ln ◦h (λ2x+ (1− λ)2y) ⩽ λ ln ◦h (2x) + (1− λ) ln ◦h (2y) = λeh (x) + (1− λ)eh (y)
����� eh ��� ������� ��� ]− 1/2,+∞[ �
���� x > 0� �� ������� ����� �� ��� �� ���� ����� ������� ��� eh(n+ x)− eh(n) −−−−−→

n→+∞
0�

�� ��������� ��� �� �� �������� ��� �� ������� �

eh(n+ x)− ef(n+ x) −−−−−→
n→+∞

0

���� � ������ �� ��� �� �� �������� ��� �� �

eh(x)− ef(x) −−−−−→
n→+∞

0

����� ∀x > 0, eh(x) = ef(x)� ���� ∀x > 0, h(x) = exp
�
eh(x/2)

�
= exp

�
ef(x/2)

�
= f(x)

���� � ������ �� ���������� ���� �� �������

∀x ∈ I, h(x) =
x+ 2

x+ 1
h(x+ 2) =

x+ 2

x+ 1
f(x+ 2) = f(x)

����� h = f �� ��� ����� ��������� �

f ��� �� ����� ����������� �� I ���� R� ��� ���� ����������� ��� ������ ��� �� ����� ��� f(0) =
π

2

�����



������������� � �� ������� ����������� �� ����

�� ▷ ���� g �� ]− T,+∞[ ���� R� ���������� �� �������� ∀t ∈ ]− T,+∞[ , (t+T)g(t) = (t+ 2T)g(t+ 2T)

�� ���� h : x 7→ πg (Tx)

2g(0)
� ����� ���������� �� ������ ���������� ���

h ��� ��� ����������� �� I ���� R� ��� ���� ����������� ��� ������ ��� �� ����� ��� h(0) =
π

2

���� h = f ���� g : t 7→ 2g(0)f(t/T)

π
��������������� �� ������ ���������� ��� ���� k > 0� ������������� g : t 7→ kf(t/T) ��� ��� ����������� ��
]− T,+∞[ ���� R� ����������� �� �������� ∀t ∈ ]− T,+∞[ , (t+T)g(t) = (t+ 2T)g(t+ 2T)�

�� ������� ���� T ∈ R∗
+ �

��� ������������ g : ]− T,+∞[−→ R� ����������� �� ��������

∀t ∈ ]− T,+∞[ , (t+T)g(t) = (t+ 2T)g(t+ 2T)

���� ��� ������������ g :





]− T,+∞[ −→ R

t 7−→ kf

�
t

T

�
���� k > 0�

�� ▷ �� �������� ��� T > 0 � � � �

��� ���������� �� ������� ����� ������ ��� ����������� h� �� R ���� R �� ����������� ��������

∀t ∈ R, (t+T)h(t) = (t+ 2T)h(t+ 2T)

�� ������ ����� ������� �� −T ���� ������� h(T) = 0 ��� T ̸= 0 �� ��� ������� ��� ∀t ∈ R, h(t) > 0�

�� ���������� �

�� �������� ��� ������������� h� �� R ���� R �� ����������� �������� ∀t ∈ R, (t+T)h(t) = (t+ 2T)h(t+ 2T)

�����


