Mathématiques 2 Un corrigé Mines-Ponts MP 2023

Fonction de Wallis

1 Calcul de (1)

1 > On note D ’ensemble de définition de o.

k
x
Méthode 1 : Soit x € R\ [—1,1], on a par croissance comparée : ‘2 — +00
k k—+o0
la séri xk . s s ‘o D
donc la série Z 72 diverge grossiérement d’ou D C [—1,1].
k>1
ok
Par ailleurs, pour k € N* la fonction z — 72 est continues sur U'intervalle [—1, 1] (i).

k
1 1
De plus Vz € [—-1,1], < — et la série Z 72 converge selon ce cher Georges.

k2
k=1

K2

7k

Ainsi la série de fonctions Z (x — k’2> converge normalement donc uniformément sur [—1, 1].
k=1

Méthode 2 : o est la somme d’une série entiére de la forme Z kPa* avec p = —2 € R. Le rayon de conver-

gence vaut donc 1. On a donc
|—-1,1[c D c [-1,1]

et o est continue sur U'intervalle ouvert de convergence | —1,1[ car C* sur icelui. Comme 2 > 1,

1" 1 —1)*
les séries Z 7z = Z 72 et Z ( kz) convergent absolument selon Riemann donc convergent.
E>1 E>1 E>1
Ainsi D = [—1, 1] et selon le lemme d’Abel radial, on a alors
Tk Xk
lim o(z) = lim Z 2= == o(1)
k=1

—1- —1-
x x k=1

Ainsi o est continue en 1 et c’est analogue en —1.

Conclusion : ’le domaine de définition de o est [—1, 1] et o est continue sur icelui‘

2> Soit a et B € R. On note P = aX? + BX. Ainsi P/ = 2aX + 3 et P” = 2a.
Soit n € N*. Par intégrations par parties successives (avec des fonctions de classe C'), on a

AWP®0%W0@==F@fmgﬂyﬂﬂ—éﬂpufmgmdrzo+[P@fwwm}hﬂ—Z?P%wm“mhh

t=0 n? ], n?
T aocos(nt) [ sin(nt)]TT ,cos(nt) 1T (=1)"P! () — P'(0)
or/o P (t)Tdt = [2(1 2 L_O =0et [P (t) 2 L_O = 2 donc
/7r (at? + Bt) cos(nt)dt = (=1" (271:; +5) =5
0

1
En prenant § = —1 et a = 5. ona (=)™ (2ra+ B) — 5 =1. Ainsi
7r

e 1
Vn € N*, /0 <27r - t) cos(nt)dt = s
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Soit t €]0,7]. On a donc t/2 €]0,7/2] et ainsi sin (£) # 0 et les termes de 1'égalité existent bien.

Montrons l'égalité par récurrence sur n € N.

0 sin (%) 1
L’initialisation est triviale car Zcos(kt) =0=—75 — 5
Py 2sin (5) 2
Pour I’hérédité, on considére n € N tel que ’égalité soit vraie au rang n. On a donc :
s Sin(@n;l)t> 1 sin (n+ 1)t — L) +2sin (L) cos((n+1)t) 1
Zcos(k;t):%t—f—&-cos((n—kl)t): (« )= 3) — (3) cos (( 9 _1
et 2sin (5) 2 2sin (5) 2

Orsin ((n+ 1)t — &) = sin ((n + 1)t) cos (£) — cos ((n + 1)t)) sin (%) donc

sin ((n 1)t — ;) +2sin (;) cos ((n + 1)) = sin ((n + 1)¢) cos (;) tsin (;) cos ((n + 1)¢) = sin ((n F)t+ ;)

On a donc 'égalité au rang n + 1 :

n+1 sin ((2n2+3)t> )
Zcos(k:t) =5 3
Py 2sin (5) 2

On peut donc conclure que la propriété est vraie pour tout n € N et comme N* C N, on a bien

. (2n+1)t
n sin (?> 1
Vn € N¥ cos(kt) = ———~+ — =
; 2sin (%) 2

Comme cos(kt) = Re (eikt), on aurait pu utiliser une somme géométrique de raison e # 1 car t €]0, 7.

— cos(xt
3 > On effectue une intégration par parties avec les fonctions de classe C! : ¢ et t # :

©(0) — () cos(mz) + /07r ¢’ (t) cos(at)dt

x

/0 " (1) sin(wt)dt = [w)_cos(“)] Z_Z + /0 i @’(t)%@t)dt -

xT

[9(0)] + () cos(ma) | + ‘ /0 " cosm)dt’

T

Ainsi donc

/07r o(t) sin(xt)dt‘ <

|£(0)] + lp(m)] - COS(M)H/W}@’@)! - |cos(xt)| dt |¢(0)|+|<P(7T)|+/W|¢/(t)!dt
0 < 0

xr x

/07T () sin(xt)dt' <

PO+ e+ [ | 0] ar

X T—+00
alors selon le théoréme des gendarmes, on a montré le lemme de Riemann-Lebesgue pour ¢ de classe C! :

or

s

lim o(t) sin(zt)dt = 0

r—+00 0
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+o0o
1
Onao(l) = Z 72 donc selon la premiére égalité de la question 2 :
k=1

o(l) = Z/ ( —t) cos(kt)d :nETooZ/ ( —t) cos(kt)dt

Soit n € N*. On a
. 2n+1)t
sin (25Y) 0 41yt

2sin (L) 50 2L 0

2n+1

sin <(2n—2|—1)t

Comme t — se prolonge par continuité en 0, avec la deuxiéme égalité de la question 2 on a :

2sin (%)
T2 sin (Ln’;l)t) 1
Z/ < - t) cos(kt)dt = / ( - t) — —/__at
0o \27 2sin (5) 2
t2 — 2t —2rt
On pose g : t = ——— qui se prolonge par continuité sur [0, 7] car g(t) ~ =-1.
47 sin (2) —0 27t

En notant ¢ le prolongement continu de g sur [0, 7], on a

Z/ ( - t) cos(kt)dt = /07r sin <(2n;r1)t) o(t)dt — /07r (7524:7rt> dt

On a ¢ continue sur [0, 7] (i) et ¢ est dérivable sur ]0, ] (ii) et

(2t — 2m) sin(t/2) — (1/2)(t* — 2mt) cos(t/2)  4(t — ) sin(t/2) — (12 — 27t) cos(t/2)

vt €]0,7], () = 47 sin®(t/2) - 8 sin’(t/2)

Quand t — 0, on a
A(t — m)sin(t/2) — (t* — 2mt) cos(t/2) = 4t (t/2+ o (t*)) —4m (t/2+ 0 (t*)) —t* (1 + o(t)) + 27t (L + o (t))

2
Ainsi 4(t — ) sin(t/2) — (12 — 2mt) cos(t/2) = 12 + o(t?) ~ t? d’otr ¢ (t) ~ 8n(t/2)?
On a donc ¢'(t) — 0 o (4i7)
Avec (1), (i7) et (4i7), le théoréme du prolongement de la dérivée s’applique :

¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = Ilzirr(l)go’(t)
—

donc ¢ est continue en 0 or ¢ est continue sur 0, 7).
Ainsi ¢ est de classe C! sur [0, 7] et le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique :

™

lim (t)sin ((2n + 1)t)dt =0

n—+o0o 0

too o /42 T /42
t 1t — 27t
donc E_ /0 (271_ - t) cos(kt)dt =0 — /0 <47T7r> dt. Ainsi

T (ot — 3rt2 — 31" 3pd — 3
0(1):/ Al WO 1 ek 0 R Ll S
0 4T 127 ], 127

On a bien |o(1) = %
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2 Equivalents

4 > Soit x € R. La fonction ¢ — (sin(t))” = exp (zIn (sin(¢))) est continue sur ]0,7/2]. Or
1
(sin(t))* ~ t*=-—

z—0t 7

1
Par équivalence, la fonction ¢ +— (sin(t))” est intégrable en 0 si et seulement si ¢+ — T'est.

Ainsi ¢ — (sin(t))” est intégrable sur ]0,7/2] si et seulement si —x < 1.
Comme ¢ — (sin(t))” est positive sur 10, /2],
Soitz €. Onaxz+2¢€l

On effectue alors une intégration par parties, sous réserve de convergence du bloc tout intégré :

w/2 t—n /2 /2
flx+2) = /0 (sin(£))* ™ sin(t) dt = [—(sin(£))* ! cos(t)]t_)o/ —l—/o (z 4 1)(sin(t))” cos®(t) dt

Comme x4+ 1> 0, on a [f(sin(t))‘”l cos(t)}t;g/ = 0 ce qui valide I'intégration par parties.

w/2
Comme cos? = 1 —sin? et que f(z) = / (sin(t))* cos?(t) dt converge, alors on a
0

/2

w/2
flz+2)=(z+1) (/0 (x + 1)(sin(t))* dt — /0 (sin(t))"2 dt) =@+ 1Df(x)—(z+1)f(x+2)

On a bien |(z+ 1)f(z) = (x+2)f(z +2) | (1)

) Ix]0,7/2] — R
5> On poseg : { (2,8) —> (sin(t)"

(i) Soit t €]0,7/2]. La fonction g(-,t) : 2 — exp (x In (sin(t))) est de classe C? sur I de dérives successives :

2
g—i(-,t) :x — In (sin(t)) exp (z1n (sin(t))) = In (sin(t)) (sin(¢))* et %

(-, 1) : 2 — In? (sin(t)) (sin(t))”
N : dg d%g . .
(ii) Soit x € I. Les fonctions g(z, -), a—(m, -) et W(m, -) sont continues sur ]0,7/2] (argument inutile!)
x x

La fonction g(x,-) est intégrable sur ]0,7/2] selon la question précédente

Quand t — 0T, on a In (sin(t)) (sin(¢))® = In (sin(t)) (sin(t)) 2 N (sin(t)) 2 e

On a ZH > 0 donc par croissance comparée et par composition In (sin(t)) (sm(t))w;l —0

0 o
Ainsi %(x, t)=o ((sin(t))Tl>

z—1
Comme %71 > —1, la fonction ¢ — (sin(t)) 2 est intégrable sur ]0,7/2] comme en question 3.

0
Par comparaison la fonction ¢ — —g(x, t) est intégrable sur ]0,7/2].

ox
(iii) Soit @ < b dans I. On a alors I'hypothése de domination :

Vx € [a,b], Vt €]0,7/2],

%(m, t)} = In? (sin(t)) (sin(t))* < In? (sin(t)) (sin(t))*

avec la fonction t — In? (sin(¢)) (sin(t))* intégrable sur ]0,7/2], comme en (ii).

Avec (i), (ii) et (iii), le théoréme de la classe C? pour les intégrales s’applique : ’f est de classe C? sur I‘
De plus pour tout € I, on a

/2 /2
f(z) = /0 In (sin(t)) (sin(¢))* dt < 0 et f"(z) = /0 In? (sin(t)) (sin(t))* dt >0

ainsi ’ f est décroissante et convexe sur I‘
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(x+2)f(x+2)

6 > Quand z — —1, f(x) = 1
x

selon 4 et (x+2)f(r+2) — 1 x f(1) car f continue sur T et 1 € L.

. t=m/2 1
Par ailleurs f(1) = [— cos(t)]t_m/ =1#0, on peut conclure que | f(x) e T E T

7> Soit n € N,
On an €1 et en multipliant par f(n+1),ona: (n+1)f(n)f(n+1)=(n+2)f(n+1)f(n+2)
Ainsi la suite ((n + 1) f(n)f(n +1)),cn est constante.

/2 T s
Comme f(0) = / dt = 5 ainsi pour tout n € N, (n+1)f(n)f(n+1) = 1£(0)f(1) = 5
0
On peut conclure que | f(n)f(n+1) = ﬁ

Comme f est décroissante et positive, on a donc f(n + 1)? <

444445\\f00

d’oanEN*,ﬁ\f() —am&VnEN* / +1 < f(n ,/

Soit # > 1. On note |z | la partie entiére de x. On a donc 1 ] << |z + 1. Ainsi

™

2(|x] +2)

Orz—1<|z|]<z<|z|+2<x+2
Quand x — o0, onax — 1 ~x ~ x + 2, d’oi par encadrement d’équivalents, on a [z] ~ z et |x| +2 ~ x.

<flz)+1) < fx) < f(lz) < zm

R i ) i
A nouveau par encadrement d’équivalents, on a bien | f(z) ~

T——+00 %

8 > Sur le graphique doivent apparaitre les points (0, f(0)) = (0,7/2), (1, f(1)) = (1,1), les asymptotes d’équations
r=—lety=0.

On observera que f est décroissante et convexe.

=

Il n’est pas aisé de faire apparaitre les équivalents sur un graphique surtout a main levée.

5/14



Mathématiques 2 Un corrigé Mines-Ponts MP 2023

3 Développement en série entiére

9 > Soit n € N. La fonction ¢ — (In(sin(¢)))™ est continue sur |0, 7/2].
Quand ¢t — 0T, on a \/sin(¢)(In(sin(t)))™ — 0 par croissance comparée.
or sin(t) ~ t, donc v/t(In(sin(¢)))” — 0
D’ou (In(sin(t)))™ = o <t1%> ort— tl% est intégrable en 0.

Par comparaison & une fonction intégrable, ¢t — (In(sin(¢)))™ est intégrable sur ]0,7/2].

Ainsi ll’intégrale généralisée D,, converge absolument donc converge‘

0
Le changement de variable t = g —u; dt = —du nous donne : Dy = / In(sin(7/2 — u))du
w/2

/2
On a bien |D; = / In(cos(t))dt
0

/2 /2
10 > En utilisant 5, on a f'(0) = / In(sin(t)) dt = Dy et f/(1) = / In(sin(t)) sin(t) dt.
0 0

Avec 9 et en effectuant le changement de variable u = 2t ; du = 2dt, on a

oD, — /0 "% in(sin(t) cos(t)) dt = /0 " (Siné%)) at = /O " n(sin(u)) du — 227

En effectuant le changement de variable u = 7 — ¢, du = —dt, on a :

T 0 w/2
/77/2 In(sin(u)) du = — /Tr/2 In(sin(r —¢)) dt = /0 In(sin(t)) dt = Dy

In(2)m

2
donc 2D; = §D1 - . Ainsi | f/(0) =Dy = —

On effectue une intégration par parties sous réserve :

/2 (1 — cos(t)) cos(t)
sin(t)

(1) = 11 = cos(t) nGsn(0)), 5 ~ | at

On a vu en 9 que In(sin(t)) =0 (1/+/t) or 1 — cos(t) ~ t2/2
t—0 t—0

d’ott (1 — cos(t)) In(sin(t)) — 0 et [(1 — cos(t)) ln(sin(t))]ij&p = 0; ce qui valide 'intégration par parties.
t—0
On avait choisi la seule primitive qui pouvait convenir.

On a donc avec le changement de variable u = cos(t) ; du = —sin(t)d¢ :

, ™/2 (1 — cos(t)) cos(t) . ™2 cos(t) . LY ! 1
f(l):—/o T cos(1)? sm(t)dt:—/0 1+COs(t)sm(t)dt:—i-/1 1_}_udu:/o <u—|—1_1> du
Ainsi f'(1) = [In|u + 1| — u]"Z = In(2) =1 —In(1) +0
F(1) =In(2) — 1]

On peut conclure que
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11 > Soit n € N*.
La fonction ¢ — — In (sin(t)) est strictement décroissante (par composition) et C! sur ]0,7/2]

Par ailleurs, on a : —In (sin(7/2)) =0 et lim+ (—1In (sin(t))) = +o0.
t—0

Ainsi cette application induit une bijection de |0, 7/2] vers [0, 4o00].

On effectue le changement de variable u = —In (sin(¢)) ; du = _Siclf(st(; Lt
Or pour ¢t €]0,7/2[, on a cos(t) > 0 et donc
sin(t) sin(t) —e Y -1

—cos(t) _\/1 — sin?(t) N VI—e 2 e

0 —d +oo n
dott Dy, = / () = (—1)n/ Y du
—+00 ]. 0 62u — ].

—+o00 u™
ce qui donne | (—1)"D,, = / —— du
q ( ) n 0 o

La fonction u +— u"*e™" est continue sur RT et intégrable en +oo car u"tle ™ oo © (1/u2) par croissance
—+00

compareée.

Donc u — u™ e ™ est intégrable sur RT et par intégration par parties :

+o0o N +00 +00
/ e du = [(n+ Dute™] /" + (n+ 1)/ ue ™ du= (n+ 1)/ u"e™ du
0 0 0

u=0

Ainsi par récurrence immédiate

+o00 00 Ly
— — — U oo
/ u"e™" du = n!/ e “du=n! [—e “]uzo =n!
0 0

+oo 400 1 1
Or (—-1)"D,, / u"e " du = / u” ( - > du. Ainsi
0

0 e?u —1 e

n

oo el —+e2v —1 too u
-1)"D,, —n! = Ut | ——— | du= du
(=1
0 etr/e2u — 1 0 ety/e2u — | (eu + e2u — 1)

Le calcul est licite car la quantité conjuguée : e* 4+ ve24 — 1 > v/e2« — 1 > 0, pour u > 0.

Par calcul dans [0, 4o00] car les intégrandes sont positives, on a

@4WDn—nH</‘ gdﬂé/j udu_/‘ e qu— oD
o e“(e*—1) o €“(2u) 2 Jo 5

On a utilisé I'inégalité de convexité V¢ € R%, ¢! —1>¢ > 0 d’ou

(-1)"Dp,—n!l= O ((n—1))

-1l = 1) ainsi
or (n—1) Lo (n!) ainsi

On conclut : | D,, ~ (=1)"n!

n—-+o0o
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12 > Soit €] —1,1]. En utilisant le développement en série entiére de ’exponentielle, on a

/2 n(sin
flx) = /0 exp (xIn(sin(¢))) dt = / Zl (t x"dt

In(sin(t))"

n!

In(sin(t))"

n!

(i) Soit n € N. On avuen9 quet+— est continue et intégrable sur |0, 7/2].

I en est donc de méme pour ¢ — x™ est continue et intégrable sur ]0,7/2].

In(sin(¢))™
(ii) La série de fonctions Z <t — H(SID()):U”) converge simplement sur |0, 7/2] de somme ¢ — exp (x In(sin(t)))

n!
n=0
et t — exp (zIn(sin(t))) continue sur |0,7/2] (argument inutile)
In(sin(¢))"
(iii) Soit n € N. La fonction ¢ Ma@” est de signe constant sur |0, 7/2] (celui de (—z)™). Ainsi
n!
w/2
In(sin(t))"dt
/”/2 In(sin(t)" .| 4. _ /”/2 In(sin(t))" . _ |70 R Lo
0 n! 0 n! n! n!

D
e

Selon 11, on a et la série géométrique Z |z|™ converge absolument donc

too rm/2
>

n=0

In(sin(¢))" o

dt < +o00
n!

Avec (i), (ii) et (iii), le théoréme d’intégration terme & terme s’applique ce qui nous donne l'existence des
membres dans R et 1’égalité

/2 In( =D
Vre]—1,1], Z/ Insin(t))" ”dtzzn—?x"

n=0

Ainsi ’f est bien développable en série entiére sur | — 1, 1] ‘

4 Convergence de suite de fonctions

13> OnaVr € R, a?cos?(x) + b?sin?(z) > 0 car cos®(x) + sin*(x) = 1, a® > 0 et b2 > 0.

Ainsi par composition ’ U est de classe C! sur R‘

Soit z € R. D’une part on a

2 (b* — a?) cos(x) sin(x) B (b* — a?) sin(2z)
a2 cos?(z) + b?sin’(z) a2 + (b2 — a2)sin®(z)

V(x) =

D’autre part, comme a > 0et b >0,onab—a<a+beta—b<a+bdou p est bien défini et

: b—a a—>
2i
6] =max (i | <

|peQia:| _ 'b—a

b+a

8/14



Mathématiques 2 Un corrigé Mines-Ponts MP 2023

Ainsi la série géométrique Z 2“” g converge et
k>0
“+oo o
Zpk 2ike _ Z (pGQiq;)k _ 1 _ 1 —pe 2ix |
— 1— p621:r (1 _ p621x) (1 _ pe—21x)

En prenant les parties imaginaires puis en multipliant par (b+ a)? / (b+ a)?, on a

+00 . ) ‘
ksin (2kx) = —psin(—2z) _ psin(2z) _ (b —a)(b+ a)sin(2x)
Z’O (2kz) —p(e?r e 22) 4 p2 1 —2cos(2z)p+p> (b+a)®>—2cos(2z)(b—a)(b+a)+ (b—a)?

Comme sin(0) =0, on a

+oo . .
. _ (b? — a?) sin(2x) _ b (b% — a?) sin(27)
Zpk sin (2kz) = 2a2 + 2b? — 2(b% — a?) (1 — 2sin?(z)) 4 a2+ (b2 — a?)sin’(x)

+o0o
On a bien |¥/(z) =4 Z p" sin(2kz)
k=1

14 > Soit x € R. Comme ¥’ est continue sur R, on a alors par le théoréme fondamental de I’analyse :

U(x) — ¥(0) = /Ox V' (t)dt = /090 <Z pF4sin(2kt) ) dt = / (Z fr(t )

en ayant posé pour k € N*, fi. : t +— 4pF sin(2kt).
Or les fj, sont continues sur R (i)
de plus, V¢ € R, | f.(t)| < 4p* et la série géométrique Zpk converge car p €] — 1,1].

donc la série g fr converge normalement donc uniformément sur R (ii).

k>1
Avec (i) et (ii), on peut intervertir somme de série et intégrale sur tout segment de R par théoréme de cours.
Ainsi
U(z) — U =X/ at) = ln(a? X4 cos(2kt) = — 2In(a) — 2 pFcos(2kx)  pF
(z) = W(0)+ > Ofk(t)t —n(a)—l—ZTt_o n(a Z T
k=1 k=1

Or avec le développement en série entiére de t — In(1 +¢) sur | —1,1[, on a

o k-1 T ok

(=1) ( p)*
In(1—p) = —_—
n(1—p) j{: k

k=1

Ainsi N N
Kk x k
2k 2k
U(r) = 2In(a) - 2mn(1 - p) 23 S CE g, (l_p) oy LCk)
k=1 k=1
a a a(a+b) a+b
O = = = d7 U
T i T ath)-(-a 2 O

b = cos(2k
Vz € R, \If(:v):2ln(a_2|_ >—2 %k%)plC
k=1
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b Qk
15> On a donc Vx € [0,7], ¥%(z) =2In (aJr ) —1—2 COS 2) PP ()

a+b

cos(2kx) e

p (z) (k € N*) sont continues sur

Or les fonctions ug : = +— 2111(

[0, 7].
De plus comme ¥ est bornée sur [0, 7] car continue sur ce segment, on peut montrer que la série de fonctions

> U(x) et ug : © — (—2)

E uy, converge normalement donc uniformément sur le segment [0, 7] de somme W2
k=0
Alinsi par théoréme de cours :

/OW\I/(I')QCL’IZ:/OWQIH(

/W\Il(x)de:ﬂn <‘“2rb> /;\I/(:c)dx—Qljif k/ cos(2ka) U (z)de ()

0

>\Il(:1: dx—i—Z/ (—2)<= 2"’"’“’) P () dz

Ainsi

A T'aide d’une nouvelle convergence uniforme de série de fonctions, on a

T T b +oo k b
/ U(z)dx = / 21n <a + ) — 22 / cos(2kz)dzr = 2w In (a i )
0 0 2

s
On s’est servi de Vp € N*, / cos(2pz)dx = 0 (fonction m-périodique de moyenne nulle)
0

Pour k£ € N*, on a a 'aide d’une autre convergence uniforme :
)

+oo n

/07r cos(2kz)¥(x)dx = 21In <a ; b) /0 cos(2kx)dx — 2 Z / cos(2kx) cos(2nx)dx

or / cos(2kz)dxz = 0 et pour n € N*.
0
s ™ ™
2/ cos(2kx) cos(2nz)dx = / cos (2(k +n)x) dx + / cos (2(k —n)z) dz
0 0 0
s
Ainsi sin # k on a / cos(2kx) cos(2nx)dx = 0 et
0
s ™ ™
2/ cos(2kx) cos(2kx)dx = / cos (4kx) dx + / lde =
0 0 0

T k
donc / cos(2kx)¥(x)dx = 771’% puis en reprenant (x)
0

™ b b Tk k b\ \ 2 £ 2k
/0 \Il(x)de:2ln<CH2_ )x27r1n<a—2'_ )—22%(—%%):477(111(@; )) +27TZ%

k=1 k=1

/07r U(x)2da = 4n <1n (“ ;r b>>2 + 210 (p?)
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On conclut enfin que
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16 > Smtte] ] On a: an——>0etb — 1.
—>400 n—+4o00

On a donc a? cos?(t )+b281n (t) —T>sm 2(t) >0

Comme In est continue, on a W, (t) —— In (sin?(t))
n—-+00

On a établi |la convergence simple de la suite d’applications (¥y,),, cn- sur |0, 5] vers ¢ — 21In (sin(t))

L’énoncé original parle de convergence uniforme sur |0, ], il s’agit d’une erreur d’énoncé.

(i) Les fonctions W2 (n € N*) sont continue sur |0, %] (argument inutile!)

(ii) La suite d’applications (q]%)neN* convergence simplement sur |0, 2| vers ¢ — 41In* (sin(t)).
(iii) La fonction ¢ — 41In* (sin(¢)) est continue sur |0, %] (argument inutile!)
(iv) La suite (a,) est décroissante et positive de limite nulle et alors que la suite (b,) = (1 — a,,) est croissante

et positive de limite 1.
1
Ainsi Vn € N*, Oga2 ga%:Zet b2:

Soit t € ] ] Soit n € N*. On a alors

—_

<h2 < 1.

1 1
1 sin?(t) < a2 cos?(t) + b2 sin?(t) < 1 cos?(t) 4 sin?(t) < cos?(t) + sin’(t) = 1

D’ou par croissance de In, on a
21In (sin(t)) — 21In(2) < ¥, (¢) <In(1) =0
Ainsi on a ’hypotheése de domination :

vie |0, 2], [22(0)] < 41n(2)* - $1n(2) n (sin(t)) + 41n (sin0))?

car t — 41n(2)2 — 81n(2) In (sin(t)) + 41n (sin(¢))? est continue et intégrable sur 10,%], selon 9

Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme de convergence dominée s’applique. Cela donne l’existence des membres
et I’égalité :
/2 /2
lim U, (z)%dz = / 41n? (sin(t)) dz = 4Dy
0

n—-+o0o 0

Soit n € N*. Comme YV € [0, 7], ¥,,(m — 2) = ¥, (x), on a en effectuant le changement de variable :
u=m—x;du=—dz

™ w/2 ™ w/2
/ W, (z)2dx :/ \Iln(a?)Qdm—i—/ W, (z)2dx = 2/ W, (z)2dx
0 0 /2 0
Ainsi avec 15, on a

/07:/2 U, (2)*de = 2 <1n (an —2|' bn>>2 + 70 (p2) = 27 (2)* + 7o ((bn — an)?)

bn_an_b
n

by +an
2 2

Comme o est continue sur [—1,1] et o(1) = % selon la partie 3, on a o ((by, — an)?)

car an + b, = 1 en ayant posé p, = — ay, (on a bien b, > 0 et a, > 0).

TL

n—ostoo 6
2 w®
D’ou 4D2 =2mln (2) + F

In(2)* 73
Avec la partie 2, on en déduit | f”(0) = Dy = % + 2—4

11/14
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5 Convexité logarithmique

17 > Soit x > —1.
La fonction ¢ — (sin(¢))” est continue et positive sur |0,7/2] et non identiquement nulle car (sin(7/2))" = 1.

/2
Ainsi f(z) = / (sin(t))* dt > 0.
0
Donc f est définie sur l'intervalle non trivial I a valeurs dans R* .
Alors Inof est de classe C2 sur I car f l'est, selon 5.

/ e (pn\2
Ainsi (Inof) = j} et (Inof)” = ffo(f)
=

Pour établir que f est In-convexe sur I, il suffit alors de montrer que : 0 < 72

Soit € €]0,7/2[. Les fonctions t — (sin(t))*/? et t — In(sin(t)) (sin(t))*/? sont continues sur le segment [e, 7 /2].
Par inégalité de Cauchy-Schwarz, pour le produit scalaire usuel sur C ([e,7/2],R), on a

/2 2 /2 /2
(/ In(sin(¢)) (sin(t))* dt) < (/ (sin(t))” dt) X (/ In(sin(t))? (sin(t))" dt)

Comme les intégrales convergent sur |0, 7/2], on peut faire tendre & vers 0 pour obtenir :

/2 2 w/2 /2 5, . "
( /0 In(sin(t)) (sin(t)) dt) < ( /0 (sin(1)) dt) y ( /0 In(sin(£))? (sin(t)) dt)

Ainsi (f'(x))” < f"(x)f(x)
On a montré que (In of)” > 0sur I dou ’f est une application de I dans R ln—convexe‘

18 > Soit > 0. Comme 2x +2 > 2z + 1 > 22 > 0, selon (1), on a

f@+m_4ng@x+2»_hm@x+2ﬁ@x+2»—m@ww)_hu@x+nf@my4MM%ﬁ_,ﬂm+m<éii;>
20 4+ 2k + 1

Ainsi Vk € N, f(fc+’f+1)_f(“"+k)_ln<m2k+2

>. Par télescopage, on a alors

Vp € N¥, f($+p)_f(m):[)zl<f(x+k+l) J:—i—k) le <2x+2k+1>
k=0

2x + 2k + 2

p—1
2 2k +1
On peut conclure que |Vp € N*, Vo € Ry, f(x—l—p +Zl <2x12k12)

~ -1
19 > Par composition f est de classe C? sur ] > +oo[ et

Vxe}; —|—oo[ (f)/( ) =2(Inof) (z) et (f)ll 4(Inof)" (z) >0

donc fest convexe sur ] —, 400 [

-1
En appliquant la croissance des pentes avec n—1 < n+x < n+p et n dans } > —+00 {, on a
Fn+a)~ f(n) _ fntp) ~ Fln)
n+r—mn h n+p—n

ZoN_F fln+z) = f(n) _ f(n+p)—f(n)

ce qui permet de conclure que | f(n) — f(n — 1) < <
z p

12/14
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20 >

2(n—1 1 2n —1
D’aprés 18 avec n— 1 >0, on a f(n) — f(n —1) =In (M) = <2Z+1>

2n —1 . ~ ~
Or In <2n n 1> . 0 par composition et donc f(n) — f(n —1) R 0
Toujours selon 18, on a par somme finie

—1
2n+2k +1
(n—l—p) kz <2n+2k+2) n—+00 0

Or
v (Fn) = fn = 1)) < Jln+2) = Fln) < (Fn+p) = ()

Ainsi par produit et selon les gendarmes | (f(n + x) — f(n)) tend vers 0 lorsque n tend vers +oco

A z fixé dans R* , ce résultat dépend de 'existence p € N tel que x < p.
Choisir p = 1 + |[z] valide ce résultat indépendamment de p.

On sait déja que f est une application de I dans R (Q4), In-convexe (Q17), qui vérifie (1) (Q4) et telle que
s

7(0) =7 (@),

Pour I'unicité, on considére h une application de I dans R, In-convexe, qui vérifie (1) et telle que h(0) =

On pose h : x > In (h(2z)).
Comme h vérifie (1), on peut établir comme en 18 que

p—1
%+ 2% + 1
Vpe N*, Vo € Ry, h(z +p) = h(z +§:m(‘“% + ) 2)

2o S

2 + 2k + 2

Comme £~(0) = In (7/2) = f(0), on obtient
vneN, h(n) = f(n) (3)

Pour montrer que I est convexe, on considére x et y €] —1/2,400[ et A € [0, 1].
Comme 2z et 2y € I et que Inoh est convexe sur I, on a

ROz + (1= N)y) = Inoh (A2z + (1 — \)2y) < Alnoh (2z) + (1 — A) Inoh (2y) = A (2) + (1 — A (y)

Ainsi h est convexe sur | — 1/2, 400] .

Soit 2 > 0, en faisant comme en 19, on peut alors montrer que h(n + x) — h(n) — 0.
—+00

En utilisant (3) et la question 19, on obtient :

E(n—kx)—f(n—kx)mo

Puis a Paide de (2) et la question 18, on a

h(z) — f(z) ——0

n—+o0o

Ainsi Vz > 0, h(z) = f(z). D’ou Yz > 0, h(z) = exp (%(m/Q)) = exp (f(w/Q)) = f(x)
Puis a l’aide de l'identité (1), on obtient

x+2 x+2
1@t =

Vo e, h(z) = flz+2) = f(z)

Ainsi h = f ce qui donne l'unicité :

f est la seule application de I dans R, qui soit In-convexe, qui vérifie (1) et telle que f(0) =

bl 3
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21 > Soit g de | — T, 400 dans R, In-convexe et vérifiant V¢ €] — T, +oo[, (¢t + T)g(t) = (t +2T)g(t + 2T)
wg (Tx)

29(0) - -
h est une application de I dans R, qui soit In-convexe, qui vérifie (1) et telle que h(0) = 3
29(0)f(t/T)

T
Réciproquement, on montre facilement que pour k& > 0, l'application g : t — kf(t/T) est une application de

] = T, +oo[ dans R, In-convexes et vérifiant V¢ € | — T, 4o00[, (t + T)g(t) = (t +2T)g(t + 2T).
On conclut pour T € R} :

On pose h: z — Comme ci-dessus, on montre facilement que

Donc h = f puis g : t —

les applications g :] — T, +o00[ — R, In-convexes et vérifiant
Vte]—T,4o0[, (t+T)g(t) = (t+2T)g(t + 27T)

| =T, +00[ — R

t .
PN kf(rr) avec k >0

sont les applications g :

22 > On rappelle que T > 0!!!!
Par I’absurde, on suppose qu’il existe une application h, de R dans R et In-convexe, vérifiant

VtER, (t+ T)h(t) = (t + 2T)h(t + 2T)

On évalue cette égalité en —T pour trouver h(T) = 0 car T # 0 ce qui absurde car Vt € R, h(t) > 0.

En conclusion :

il n’existe pas d’application h, de R dans R et In-convexe, vérifiant V¢t € R, (¢t + T)h(t) = (¢t + 2T)h(t + 2T) ‘
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