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INTEGRALES GENERALISEES ET SERIES NUMERIQUES CORRIGE

o
par David Blottiere, le 3 décembre 2023 a 07h24 D S N 4

La correction de 'exercice 3 [E3A-PSI-A-2019] a été rédigée par Christophe Devulder.

Les corrections de 'exercice 6 et du bonus [X-ENS-MP-B-2020] sont dues a Denis Choimet et Jean Nougayrede.

EXERCICE1 — MPI-MPI* — NATURES ET SOMMES EVENTUELLES DE SERIES

2

/8
Q1. — Démontrer que la série Z converge et calculer sa somme, al'aide de {(2) = R

2 2
a1 e (n+1)

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

1
X2 (X +1)?

1 2 1 2 1
-
X2(X +1)2 X X2 X+1 X+1)2

Ainsi pour tout 7€ N* :

L 1 1 &Z 1 o1 1 1
—_— = —2) —+) —+2 +
k;kz(lﬁl)2 k;k k;ch k;k+1 kgl(k+1)2
nop ntl 1) no1 ntl g
= 2[-Y =+XY S |+X S5+) =
( ok (ok) Sk Sk
&z 1
= ——1|+2Y =
( 1 ) kg’l kK (n+1)?
+00 1
e 22w ?
7
= — &
3
+00 1 7[2
Donc la série ——— convergeet ) ———— =——3. ]
' n; 1 OV et X S =
. - 1
Q2. — Démontrer que la série Z In (1 - —2) converge et calculer sa somme.
n>2 n
Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 3.
n 1 n (k—=1)(k+1) n n n n-1 n+l n
Y ln(l - ﬁ) =) ln(T) =Y In(k-D+) In(k+1)-2) Ink)= ) In(k)+ Y_ In(k)-2 Y In(k).
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 k=3 k=2

Apres télescopages :

kgzln(l = %) =—In(n)—In@) +In(n+1) = ln(l i+ %) —In(2) — —In(2).
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1 D 1
Donc la série )_ In (1 = ﬁ) converge et ) ln(l = ﬁ) =—In(2). =
n=2 n=2

n
1))
n

Q3. — Etudier la nature de la série ) (e -
n=2

Nous savons :

d’ou
1 1
nln(1+—)=1——+o(—).
n 2n n
Ainsi : "
(1+—) =e! %+°(%):e(e 2n+°(%)):e(1—i+0(—)):e—i+o(l)
n 2n 2n n
Comme :

() ~3
e e—(l1+—) ~—;
n 2n

tout n € N* e>0
e pour tout n g = >
P on”

 la série harmonique diverge;

le théoreme de comparaison livre la divergence de la série E e— (1 +—1 . |
n
n>2

. 1
Q4. — Etudier la nature de la série Z —
n>e nIn’(n)

Les fonctions x — x et x — In(x) sont croissantes et strictement positives sur [2, +oo[. Nous en déduisons
que la fonction x — x In3(x) est croissante et strictement positive sur [2, +oo[, puis que la fonction :

2,400 — R
o, .
xIn3(x)

est décroissante. Comme :
« lafonction f est continue par morceaux sur [2, +oo[;
« lafonction f est positive sur [2, +oo[;

« lafonction f est décroissante sur [2, +oo[;

le théoréme de comparaison série-intégrale livre que la série ) a méme nature que l'intégrale

n>2 In(n)

+00
f ——— dx. Or cette derniére est convergente car :
2 xIn°(x)

A 1 1
, 2In%(2) 2In%(A) A—+co 21n2(2)

4 [ 1
[ ane-
> xIn®(x) 21n%(x)

La série )

est dOIlC Convergente. |
n>2 n lIl
=

(n)

In(n)
n2

n

Q5. — Soit x € R. Déterminer la nature de la série Z
n>=2
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(a) La série converge pour x = 0.
(b) Désormais, supposons x # 0 et posons, pour tout n > 2 :

In(n)

Un(x) 1= — x"£0.
n
Comme :
1
In(n+1) =In(n) +1n (1 + —) =In(n) + o (In(n))
n
il vient :
|up1 (0| _ In(n+1)n®
= 5 |2l o~ |x].
lupn(®|  In(n)(n+1) n—+00
1
D’apres la regle de d’Alembert, la série Z n(;’t ) x" converge absolument si |x| < 1 et diverge grossiérement
n>=2 n
silx|>1.
(c) Sixe{-1,1}, alors:
B In(n) B 1
lun ()| = Tz =0 w32

d’apres les croissances comparées. Comme :

1
o |up(x)| =0(m);
L

e pourtout n > 2, 72

=0;

: 1 . .
o lasérie ) 32 converge (critere de Riemann);

n>=2
L . . .. In(n) ,
le théoreme de comparaison livre que la série Z 5— X" est absolument convergente. |
n>2 n
EXERCICE2 — MPI — REGLE DE RAABE-DUHAMEL ET CAS CRITIQUE

Soient (Un) neN et (Vn) nen deux suites de réels strictement positifs.

)s NS . Un+1 Un+1 .
Q6. — On suppose qu'a partir d'un certain rang —— < ——. Démontrer que u, = O (v,).

Up Un

Par hypothese :
u v
IngeN, VYn>np —Lg
Up Un

Comme les suites (1) neN €t (V) nen SONt a termes strictement positifs, nous en déduisons :

Up+1 Un
Vnzny, ——<—.
Un+1 Un
. Un . . . . ..
La suite [ — est deCfOlSSﬁnte, donc majoree par son premier terme. Ainsi :
Un/nzng
Un Uf
VneN, 0<— <max{— t ke [[O,no]}}
Un Uk
et u, =0 (vy,). [ |

Q7. — On suppose qu'il existe @ > 1 tel que :
u a 1

-2l
Up n n

Démontrer, a I'aide d’'une comparaison avec une série de Riemann, que la série ) u, converge.
n>=0
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1
Soient § un réel tel que 1 < B < a et, pour tout n € N*, v, = 5 Alors :
n

B 1 )P 1 1
RO PO N T O [ I Y
Un n+1 n+1 n+1 n+1 n n

Un+l Up+1 Qa— 1 a—
pel Ul _ ﬁ+0( _a-p
D Un n

et:

Nous en déduisons qu’a partir d'un certain rang :

Un+ Un+
nlgnl
Up Un

puis u, = O (vy) d’apres la question précédente. Comme :

_O 1 .
un— nﬁ )

1
e pourtoutn>1, — >0;
nb

. 1 . .
o la série E 5 converge (critére de Riemann);
n
n>1

le théoreme de comparaison livre que la série Z U, converge.
n>1

Q8. — On suppose cette fois qu'il existe a < 1 tel que

u a 1
"_+1=1__+o(_).
Up n n

Démontrer que la série ) u, diverge.
n=0

1
Soient  un réel tel que a < f <1 et, pour tout n € N*, v, = 5 Alors :
n

> 0.

Up+l  Un+l - 1 1
_Vnn P +0(_ JB-a
Un Un n n n

Nous en déduisons qu’a partir d'un certain rang :

Un+1 Un+1
"_gn_
Un Un

puis v, = O (u,) d’apres la question précédente. Comme :

1
o — =0(up);
pY: (un)
e pourtoutn>1, u, >0;
1
o la série Z — diverge (critere de Riemann);
n=1 nb

le théoréeme de comparaison livre que la série Z u, diverge.
n>1

n-1

. . . . . . - a+
Q9. — Soient a et b des réels strictement positifs. Déterminer la nature de la série Y []
k=0

n=1

b+k

MPI-MPI* 2324
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Posons, pour tout 7€ N* :

n-1
a+k
un:=[] 0.

o btk

Alors :
Upyl a+n b—a b—a (1)
Uy b+n b+n n n
n-1 k

D’apres les deux questions précédentes, la série Z H convergesib—a>1etdivergesib—a<1.

n>1k=0 b+ Kk
Sib—a=1,alors:
’i:lla+k ’ﬁl a+k a a
U, = = = ~ —,
" ko Ptk pa+tk+l a+n n

Comme :
a
° Upr~ —;
n
a

e pourtoutn>1, —>0;
n

L. a ..
o la série Z — diverge;

n>1 n
le théoreme de comparaison livre que la série Z u, diverge.
n>1
On suppose désormais que :
Un+1 1 1
—=1-—+40|=|.
Up n n

Q10. — Démontrer que :
1

ACeR, VneN*, In(ups)—-In(u,) >—-——+—.
n

Posons :

de sorte que, pour tout n € N* :

Up+1 l—l Un
Up n n?
Alors :
1 vy,
In(up1) —In(u,) = In l-—+—
n n

Nous en déduisons que :
1
n* (ln(un+1) —In(uy) + 5) =0()

ce qui livre le résultat.

Q11.— Démontrer que:
n

1
3CeR, YneN', In(upe1)>-) e
k=1
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D’apres la question précédente, pour tout n > 2 :

n n

1 noq
In(ups1) —In(w) = ) Inue) - >-) —+C ) —
k=1 k=1 k k=1 k

donc:
n

1 o
In(ups) = - Y, —+In)+C Y —
k=1 k k=1 k

1 n
D’apres le critere de Riemann, la série Z — converge. La suite (ln(ul) +C; Z ﬁ) est donc convergente
n
n>1

n>1 k=1
et par suite minorée. Notons C, un de ses minorants. Alors :

]
VneN*, In(up4r) = ZE
k=1

Q12. — En déduire que:
C

IC3eR, YneN*, up > —

n

et conclure quant a la nature de la série Z Up.
n=0

» Nous calculons tout d’abord un développement asymptotique de :

w I

Par concavité du logarithme, pour tout n € N :

1 1
Hyi—In(n+1) - (H, -1 =——+Inf1-——| <0
n+1 —In(n +1) — (Hy, —In(n)) T n( —

La suite (H;, —In(n)),en est donc décroissante. Par décroissance de la fonction inverse sur [1,+ool, il vient

pour tout k >2:
k+1 1 1
—dr< =
/k k
1

nl n—ll
ln(n)—ln(Z):f —dr< ) —=Hp,-1--
2 1 = k

n

puis, pour tout n > 2 :

nous en déduisons, que pour tout n > 2 :
1
H,-In(n)>1+—-1n(2) >1-1n(2)
n

La suite (Hy; —In(n)),cn est de plus minorée. Par théoréeme de la limite monotone pour les suite, la suite
(Hp, —In(n)) ,eny converge. Nous notons y sa limite (y €]0,577,0,578] est la constante d'Euler) pour obtenir :

il

k=1

=H,=In(n)+y+o(l).

bl

» En appliquant la fonction exponentielle a chaque membre de 1'inégalité obtenue a la question précédente,
il vient, pour tout n € N* :
Un+1 = exp(—Hy) exp(Cp)

Alaide du développement asymptotique obtenu a l'instant, nous obtenons :

1
exp(—H,) exp(Cy) = — exp(y+0(1)) exp(Cy).
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Comme la suite exp(y + o (1)) exp(C) converge, elle est minorée. Si nous notons C3 un de ses minorants, il
vient, pour tout n € N* :

C3
Un+1 = exp(—Hpy) exp(Cy) 2> o
e Comme :
1
e —=0(up+1);
n
e pourtoutn>1, u, >0;

L. 1 .
o la série Z — diverge;
n>1 n

le théoreme de comparaison livre que la série Z u, diverge.
n=1

Exercice3 — MPI — Intégrale de Dirichlet

+o0 sin(¢)

Q13. — Démontrer que l'intégrale / dz est convergente, mais non-absolument convergente.
0

e La fonction :
10,40 — R
sin(t)

t

est continue par morceaux sur ]0, +ool.
» Comme sin(?) ~ ¢ lorsque ¢ tend vers 0, la fonction f admet un prolongement pas continuité en 0. Linté-

1
grale f f est donc convergente.
0

o Les fonctions:
u: t'—>; et v: t— —cos(?)

sont de classe € sur [1,+ool et, comme v est bornée :

—cos(1)
— —— 0.
t t—+o00

Ainsi :

cos(t) ]*‘x’ _ cos(1)
t ;1

+00o
est-t-il bien défini. Par formule d’intégration par parties les intégrales f fet:
1

+00 Z—
f cosz( ) dr
1 5

ont méme nature. Comme :
Vi>1, 0<

cos(1) ' < 1
12 12

+00
et 'intégrale f ) dz converge (critere de Riemann), le théoreme de domination pour les intégrales de
1

0 cos(1)
2

fonctions positives livre I'absolue convergence, donc la convergence, de 'intégrale f dz. Ainsi, I'in-
+00 !
tégrale / f est-elle convergente.
1

+00
» D’apres les deux points précédents I'intégrale f f converge.
0
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+00
» Nous raisonnons par 'absurde. Supposons que l'intégrale f | f (t)| dz converge, ce qui implique que
0

+oo
l'intégrale f | £ (] dt converge Alors, comme :
1

: )
Vi1, |fo)= Isin(#)] > sin®(f) _ 1 cos(21)
4 t 2t 21

=

le théoreme de domination pour les intégrales de fonctions positives livre la convergence de l'intégrale :

dr.

f+°° 1 cos(21)
1 2t 2t

+0o
Au moyen d’'une intégration par parties, comme nous ’avons fait pour I'intégrale f f, nous établissons la
1
convergence de l'intégrale :
dt.

f+°° cos(2t)
1 2t

Par propriété de linéarité des intégrales convergentes, il vient alors que I'intégrale :

+00 1
f L
1 2t

converge, ce qui n'est pas (critere de Riemann).

On pose, pour tout n e N* :

f’”z cos(#)sin(2nt) d . f”/z sin(2nt) d
Uy = b e v, = ey
" Jo sin(f) " Jo t

Q14. — Justifier que u, et v, existent pour tout n € N*.

Soit n € N*. Les fonctions :

cos(t)sin(2nt) ; sin(2nt)

fa:t gn: ;

sin(z)

sont continues sur ]0, /2] et prolongeables par continuité en 0 (par f,(0) = 2n et g,(0) = 2n). Ce sont donc
des fonctions intégrables sur le segment [0, 77/2] et u, et v, existent a fortiori. ]

Q15. — Démontrer que la valeur u,+; — u, estindépendante de n et donner sa valeur.

Yol )

/2
Upsl — Up = 2[ cos((2n +1)t) cos(t) dt.
0

Soit n € N*. La formule :

. . a+
sin(a) —sin(b) = 2cos (

ot (a, b) € R?, indique que :

La formule : |
cos(a) cos(b) = Z (cos(a+ b) +cos(a—b))

ot (a, b) € R?, indique alors que :
/2
Upsl — Up =/ (cos((2n+2)t) +cos(2nt)) dt.
0

On en déduit que :
VneN*, up41—u,=0.
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La suite () ,,>1 est donc constante et

. . . /2 . 7
VneN", u,=u = 2cos” (1) dt_E'
0

[
Q16. — Soit h une fonction de classe ¢! sur un segment [a, B] a valeurs dans R. On pose, pour tout me N :
b imt
Hﬂ:f h(p)e'™ dt.
a
Démontrer que :
Hyp ———0 [lemme de Riemann-Lebesgue] .
—+00
Soit m € N*. Les fonctions : )
elmt
u: t— h(t) et vV t— —
im
sont de classe €' sur [a, f]. Une intégration par parties donne :
eimt1P 1 B ;
Hpy = [h(t) _ —_—f K (ne'™ dt.
im|, imlJg
Ainsi,on a:
|h(a) + h(B)|  |f—al
| Hp| < + ”h’”oo,[a,ﬁ]
m m
ceci étant licite car i’ est continue sur le segment [, 8]. On a alors immédiatement H,, — 0.
—+00
[

Q17. — Démontrer que la fonction :
1 t
he te— hp) =+ - 2250
t sin(z)

7T
est prolongeable en une fonction de classe €' sur [0, E] .

« Lafonction /& est continue sur [0,77/2] et :

h(t= sin() — tcos(f) _ (t+0(1?)—(t+0(2?)) o(1)

tsin() 2 +0(12) ~1+0(1)

On en déduit que h(f) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. La fonction & est donc prolongable par continuité en
posant i(0) = 0.
« On a alors une fonction continue sur [0, 1] et de classe %! sur 0, 7/2] avec :

2 —sin?(r) _ (t—sin())(t+sin(t)  (£2/6)(21) 1
2sin?() 2 sin? (1) —0 4 (—0 3

HOE

» Par un corollaire des accroissements finis, on en déduit que # est de classe ¢ sur [0,7/2] avec K/ (0) = 1/3.
[

Q18. — Etudier la limite éventuelle de v,, — u,, lorsque 7 tend vers +oo.

On remarque que :
/2
VneN, v,—u,= h(t)sin(2nt) dt.
0
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D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue (en passant a la partie imaginaire) on a donc v, — u; ——;— 100 0.8

*00 gin(t) d

Q19. — En déduire la valeur de f
0

Le changement de variable x = 2nt donne

nw g3
v = f sin(x) dx
0 X

En faisant tendre 7 vers +oo (on a existence des différentes limites avec ce qui précede) on en déduit que :

+00 qi N g3
f s dx= lim il dx= lim v,= lim unzg.
0

X n—+oo Jo X n—+oo n—+oo
[ |
EXERCICE 4 — MPI-MPI* — TRANSFORMATION D’ABEL
n
Q20. — Soient (a,)nen et (by) nen deux suites de nombres complexes. Pour tout 7 € N, posons A; := Z aj.. Démon-
k=0
trer que pour tout n€ N* :
n n-1
Y akbp =) Ag(bg—bis1) + Anby [transformation d’Abel].
k=0 k=0
Soit n € N*.
n—-1 n-1 n-1
Y Ag(bg—bgs1) + Apby = ) Agbx— Y Agbgsr + Anbp
k=0 k=0 k=0
n-1 n
= Y Agbr— Y Ap_1bp +Anby [changement d’indice k' = k +1]
k=0 k'=1

n-1 n-1
= Agbp+ Z Agby — Z Ag-1bg — Ap-1bn + Apby
k =i

= k
n—1
= Ay bo+ ) (Ax—Ax_1) be+(Ap—Ay_1) by
N~ k=1 ~~ o
ap ay an

n
= ) acbg
k=0

Remarque (transformation d’Abel vs. intégration par parties).

De la méme maniere que les suites peuvent étre vues comme des analogues discrets des fonctions, la transfor-
mation d’Abel (cf. formule établie ci-dessus) peut étre considérée comme un analogue discret de la formule
d’intégration par parties. Nous tentons d’expliquer plus précisément cette analogie ci-dessous.

o Reformulation de la formule d’intégration par parties. Soient a et 3 des nombres réels tels que a < f.
Soit a: [a, ] —— R une fonction continue et soit b: [@, /] —— R une fonction de classe €. Si A
désigne une primitive de a sur [a, f], alors :

p p
fa(t)b(t) dt=[A(t)b(t)]§—f AWV (1) dr.
a

a

10
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« Discrétisation de la notion de dérivée. Si u = () ,en €St une suite, on définit la suite v’ par :
I
U :=(Up— Un-1)neN

en convenant que u_; := 0, de sorte que pour tout 7 € N :
U= Uy — Uy = UL
n- n n—1 — (n — 1) .
Nous reconnaissons un taux d’accroissement.
« Discrétisation de la notion d’intégrale. Lasomme ) peut étre vue comme un analogue discret de I'inté-
grale f . Lelien est en fait bien plus profond, puisque la construction de I'intégrale de Riemann s’appuie

sur des sommes (d’aires de rectangles). Il existe d’ailleurs une autre notion d’intégrale, due a Lebesgue,
qui permet de considérer des sommes finies comme des intégrales (point de vue trés fécond, mais hors
programme).

o Version discrete du théoreme fondamental de I'analyse. Nous remarquons que si # = (Uy),en €St une
suite alors pour tout € N :

n
Tip= D o
k=0

o Discrétisation de la notion de primitive. Si u = (1) ,eN €St une suite, on définit la suite U par :

U:(kzk)

neN

n
de sorte que pour tout neN, U, = Z uy. Nous observons que pour tout n € N :
k=0
U,=Up-Up-1=uy.

Nous pouvons reformuler la transformation d’Abel :
n n-1
/
a by = Anby, — Z Apby
k=0 k=0

et mieux mesurer 'analogie entre transformation d’Abel et formule d’intégration par parties.

p B
Formule d’intégration par parties f a(t)b(r) dt = [A(t)b(t)]g —f A(DDb' (p) dt
a

a

n n-1
Transformation d’Abel Y akbr=Apbn— Y Acbi,,
k=0 k=0
[
Q21. — Soient (ay) nen une suite de nombres complexes et (b,) en une suite de réels positifs telles que :

n
(H1) lasuite de terme général A, := Z ay est bornée;
k=0
(H2) la suite (by)zen est décroissante et converge vers 0.

Démontrer que la série Z anb, converge.
n=0

11
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D’apres la question précédente :

n n-1
VneN', Y agbg=} Ax(bx—Dbis1)+Anby. (1)
k=0 k=0

+ Démontrons que la série Z Ay (bx — br+1) est (absolument) convergente. La suite (Ag) ren €tant bornée,
il existe M € R tel que :
VkeN, |Axl<M.

Pour tout k€N :
0 < |Ag(bg — br1)| < M | by — b1l = M (b — bir1)

car la suite (by) ren €st décroissante.

Comme la suite (by)ren converge, la série télescopique Zbk — by est convergente. Par linéarité, la
série ) M (by — by1) converge.

D’apres le théoreme de domination pour les séries a termes positifs, la série Z Ay (b — by+1) converge
absolument, donc converge. Par définition méme, la suite de ses sommes partielles converge. Donc, il
existe £ € Ctel que :

n-1

Y Aj (b = biyy)

k=0 n——+0o0

2. )

» Démontrons que la suite (A, by,) ,en converge vers 0. La suite (by) ,en €st décroissante et converge vers
0. D’apres le théoreme de la limite monotone et le caractére unique de salimite, 0 estla borne inférieure
de la suite (by,) ,en- En particulier, 0 minore la suite (b;,) ,en, i-€. 1a suite (b,) ,en €St a termes positifs ou
nuls.

Pour toutneN:
0< [Apbpl < Mby, .

Comme la suite (b,),cn converge vers 0, le théoreme d’encadrement nous livre | A, b,| 0 et

n——>+o00

donc:

Anby 0. 3)

n———>+o00

e Conclusion. De (1), (2) et (3), nous déduisons :

n
Z akbk — /.
k=0

n——>+o00

La suite des sommes partielles de la série Z anb, converge, donc la série Z anb, converge.

Remarque (résultat de la question 21 vs. critére spécial des séries alternées). La question 21 permet de
redémontrer la convergence d'une série vérifiant les hypotheses du critere spécial des séries alternées (mais
pas les inégalités, ni les majorations des restes en valeur absolue, qui sont également importantes). En effet,
soit () ,en Une suite de nombres réels telle que :

e VneN, upu,<0;
o lasuite (|uyl) ey €st décroissante;
o la suite (Ju,l) ey converge vers 0.

Introduisons la fonction signe définie par :

R — {_1!071}
son -1 six<O0
8 X — 0 six=0

1 si x> 0.

Alors pour tout 72 € N, up, = sgn (up) |u,|. Comme la suite (sgn (1)), Vérifie 'hypothese (H1) de la question

21 (sauriez-vous I'établir?) et comme la suite (|u,|),en Vérifie 'hypotheése (H2) de la question 21, on redé-

montre la convergence de la série Z sgn (u,) luy,| en appliquant le résultat de la question 21. |
—_——

Un

12
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. . - an .. .
Q22. — Soit (a,)nen+ une suite de nombres complexes telle que la série Z — diverge. Démontrer que pour tout
n=1

L. an ..
a <1,lasérie ) — diverge.
S
nz1

. . . L . an L.
Nous raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe @ < 1 tel que la série Y — converge. Comme la série
a
n

a
Y == diverge, a # 1 etdonc a < 1.
n

Soit n € N*.
an _ Qp 1

= X — .
n ne nl—a
Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de la question 21.

a " q
(H1) La série Z —Z étant convergente, la suite (Z —];) de ses sommes partielles est convergente, donc
5 n k=1 neN*
bornée.
1
(H2) Comme 1-a > 0, la suite (ﬂ) est décroissante et converge vers 0.
n neN*

. ; . . o a 0
Le résultat de la question 21 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z —2, d’oi1 une contra-
n

diction. |
: . i cos(nb) .
Q23. — Soit 0 € R tel que 0 # 0 [27n]. Démontrer que la série Z ——— est convergente, mais non-absolument
n>1 n
convergente.
2 .. cos(n6) .
« Démontrons que la série Z —— converge. Pour tout n e N™ :
n=1
cos(nf)

1
=cos(nf) x — .
n

Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de la question 21.
(H1) Soit neN*.

n n o
cos(k0) Re Ze’ke)
k=1 k=1

n-1
= Re elH Z etk@

k=0

1 _ einB i
= Relé 0 [car e’ #1, cf. 6 #0[27]]

-e
—2iel% sin(n—g)
i 2

= Re|e? [par factorisation par I'angle moitié]

. 0
—2ie’g sin(—)
2

. (n0
- (n+1)6 s 2
= Rele' 2
n@)

n(3)
sin| =
2
Donc:

n sin(
cos(k0) =cos((n+1)6) z
sin(E)

k=1

13
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et
n

cos(k0)
k=1

<

1
' ( H )
Sin | —
2
—_——
indépendant de n

n
De cette étude, nous déduisons que la suite ( Z cos(k@)) est bornée.
k=1 neN*

1

(H2) La suite (—) est décroissante et converge vers 0.
n ) peN*

cos(nf)

Le résultat de la question 21 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z
n

. - cos(nB)
+ Démontrons que la série Z —_—

n>1

diverge. Nous raisonnons par 'absurde et upposons que la série

|cos(n0)|
Z—

est convergente.

Soit n € N*. Comme |cos(n0)| < 1, cos?(n60) < |cos(n)|, donc :

cos?(nf) 1 1 cos(2nf) _|cos(nO)|
S—————=_+3 < .
n 2n 2 n n
Par théoreme de domination pour les séries a termes positifs :

cos(2n0)
——— converge. (4)

1 1
la série Z B + 5
n

Nous scindons alors I'étude en deux parties.
0s(2n6)

C S
o Cas ol 260 £ 0 [2r]. D’apres le point précédent, la série — converge. Al'aide de (4) et des résultats

de linéarité sur les séries convergentes, nous en déduisons que la série Z — converge.
n

1
o Casou 20 =0 [27]. Le résultat (4) se ré-écrit alors : la série Z — converge.
n

Dans les deux cas, nous concluons a la convergence de la série harmonique, que I'on sait étre divergente, d’otl
une contradiction.

[
inf
Q24. — Soient § et a des nombres réels. Déterminer la nature de la série ) —.
n>1 n
in6 inf
» Cas ot a < 0. Alors | —| = n~% ne tend pas vers 0, lorsque n tend vers +oo. La série Z - est donc
7 n=1
grossierement divergente.
inf
* Casolia >0 et =0[27]. Dans ce cas, la série )  —— est une série de Riemann. Elle converge donc si et
n>1
seulement si a > 1.
in6
e Casoua>0et0 #£0 [27] La série Z - converge si et seulement si les deux séries :
n>1
cos(n6) sin(n6)
L % L Ta
n=1 n=1

convergent. En suivant la démarche exposée dans la question 23, nous démontrons que les deux séries précé-
inf

dentes convergent et donc la série Z
n>1

converge. |
a

14
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EXERCICE5 — MPI* — INTEGRALES DE WALLIS ET DE GAUSS

Pour tout n € N, on note :
/2
W, = f (sin(#)" dt.
0

On se propose de déterminer un équivalent de Wy, quand n tend vers +oo.
Q25. — Etablir pour 7 € N une relation simple entre W, et W,.
Soit n € N.
/2
Wiao = f sin(#) (sin(#)"*! dt.
0

Les fonctions :
t— —cos(1) et t— (sin(£)*!

T
sont de classe € sur [0, E] . Par intégration par parties, il vient :

/2
W2 = [—cos(?) (sin(t))”+1]’o"2+(n+1)f cos?(t) (sin(1)" dt = (n+1)Wy,, — (n+1) Wy
~ V) 0 N——

v~

-0 =1-sin% ()
et ainsi :
Wy = n+1
n+2 — n+2 n-
[
Q26. — En déduire que pour tout 7€ N :
b4
W Wy = ———.
nVvn+1 2(n T 1)
D’apres la question précédente, pour tout n € N :
(n+2) Wyt1 Wyio = (n+1) WyWiyiq .
T
La suite ((n + 1) W, Wy,+1) ,en €St donc constante. Comme Wy = 5 et W =1, nous en déduisons :
T
VneN, (n+1)Wan+1=E.
[
Q27. — Montrer que la suite (W,,) ,en est strictement décroissante et qu’elle converge.
o Soit n € N. Par linéarité et croissance de I'intégrale :
/2 /2 /2
Whe1— Wy =f (sin(t))”“‘g—f (sin(£)" dt:f (sin(#))" (sin()—1) d£<0. (5)

>0 <0

La suite (W},) ,en est donc décroissante.
+ Démontrons que pour tout n € N, W, # W,,;1, en raisonnant par I’absurde. Supposons qu’il existe n € N
tel que Wy,+1 — W, = 0. La fonction :

gn: t— (sin(£)” (sin(z) — 1)

. . ye T 5 N 2 q
est continue et de signe constant sur 'intervalle [0, 5] . D’apres le calcul effectué en (5), puisque W1 —

15
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W, =0, la fonction g, est nulle (propriété de séparation de l'intégrale). Or :

(4] £}

4 2 2

d’ol1 une contradiction. Ainsi, la suite (W;,) ,en est-elle strictement décroissante. item Par croissance de
I'intégrale :
/2
W":f (sin())* dr>0.
0 N——
>0
Donc la suite (W},) ,en est minorée par 0.

o D’apres ce qui précede et le théoreme de la limite monotone, la suite (W},) ,en converge et sa limite,
notée ¢, vérifie £ > 0.

[
Q28. — Déterminer la limite de la suite (W,) ,en et donner un équivalent de cette suite.
Soit 7€ N. Comme Wy, < W, <W,,_1etW, >0:
Wi 1 Wn S Wi S Wy W,
D’apres la question 26 :
/4 T
. W, W, <WEW, W, = —
2(n+1) n+l1V¥n x n n—-1Vn on
etdonc:
n 2n
<y — W<l
n+1 T
Par théoreme d’encadrement, il vient :
[T
w, ~ —
n—+oo \l 2n
etdonc W,, —— 0. [
n—+o0o

+

(o0}
On se propose de démontrer que f e dx= 7.

—00

+00 2
e " dx est convergente et que :

+00 2 +o00o 2
f e ¥ dxzzf e ¥ dx.
-0 0

Q29. — Justifier que I'intégrale f

o0

q —x2 q 89
o Lafonction x — e™* est continue par morceaux et positive sur R.

» On observe que, d’apres les résultats sur les croissances comparées :

2

_ 1
e ¥ = 0(_2 .
x—+oo |\ Xx

D’apres le critere de Riemann, la fonction x — — est intégrable au voisinage de +oo. Par théoreme
b

X

P . . 2 . o .
d’intégration de comparaison, la fonction x — e™* est également intégrable au voisinage de +oo.

+00
—52 . o
e ™ dx converge. Par changement de variable u = —x, l'inté-

0 2
f e ™ dx
—00

16
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converge et :

0 2 +o00 5
f e ”* dxzf e ™ dx.
—00 0

+00o
. 2z b . z - 2
o D’apres ce qui précede, I'intégrale f e dx convergeet:

—00

+00 > 0 > +00 > +00 >
f e ” dxzf e ” dx+f e ™ dx=2[ e ™ dx.
—00 —00 0 0

Q30. — Démontrer que, pour tout n € N*, pour tout réel x vérifiant 0 < x < v/n :
@\ e x*\ 7"
1-—| e <[1+— .
n n
Soit n € N*.

 Six=+/n, alors I'inégalité a établir s’écrit 0 < e~" < 27", Elle découle de 2 < e.

« Soitx € [0,/n].
2
X
— Comme — > —1, nous déduisons de la concavité du logarithme que :

x? x?
mh-2]<-X
n n

puis, comme la fonction u — exp(nu) est croissante sur R :

AN 5 5 2
(1——) :exp(n ln(l——))gexp(n (——))ze‘x . (6)
n n n
12

— Comme — > —1, nous déduisons de la de la concavité du logarithme que :
n

2

x? X
In 1+—)<—
n n

puis, comme la fonction u — exp(—nu) est décroissante sur R :

2\ 7"
):(1+—) . (7)
n

2 x? x?
e =exp|-n—|<exp|-nln|l+—
n n

De (6) et (7), nous déduisons

Q31. — Soit n € N*. Déduire de la question précédente :

vn

, /2
N gf e dx < \/ﬁf (sin(£)2""2 dt.
0 /4

vn

tan(t)’

On pourra considérer les changements de variables x = /7 cos(t) et x =

Soit n € N*.

17
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» Par croissance de l'intégrale, nous déduisons de la question précédente que :

v x2\" vno vn 2\ "
f (1——) dx < f e ¥ dx < f (1+— dx. (8)
0 n 0 0 n
=:In :T,,
e Calculons I,. A I'aide du changement de variable x = /72 cos(t), il vient :
0 . /2
I, =f (1-cos*()" vn (=sin(p) dt = \/ﬁf (sin(£)*"*! dt = v/n Wapy1 - 9)
/2 0
o Calculons J;, que 'on peut considérer comme 'intégrale convergente de la fonction continue par mor-
ceaux
10,vn] — R
2\— N
b — (1 =
n

sur l'intervalle semi-ouvert ]0, /7). On lui applique le théoréme de changement de variable pour x =
vn

tan(?)

.Illivre la convergence de I'intégrale :

/2 1 n
f (1+ ) (=vn) (1+tan®(1)

w4 tan?(?)

dr
tan?(t)

ainsi que l'identité :

vn x2 =1 /4 1 -n )
1+— d = 1+ —— = 1+t t dt 10
fo ( n) g fn/z ( tanz(t)) YR () tan?(7) (1o
w2
= \/ﬁf (sin(#)?" 2 dt. an
/4
e De (8), (9) et (11), on déduit :
vn 2 /2
V1 Wapi gf e dx< \/ﬁf (sin())?" 2 dt.
0 /4
|
+00 2
Q32. — En déduire la valeur de l'intégrale f e ™ dx.
—00
» D’apres la question 28, W, est équivalent a 4 / Zl :
n
f
N p— (12
n—+oo 2
» Par définition de la valeur d'une intégrale convergente et par composition de limites :
Vvn 2 +00 2
f e’ dx—— e * dx. (13)
0 n—+oo Jo
e Pour tout n e N*
/2 /4
f (sin()*"~* dt = Wap—p — f (sin(1)*"~* dr. 14)
/4 0

2
On observe que pour tout £ € [0,7/4], 0 < sin(?) < % On en déduit :

/4 T
0 gf (sin(0))?*" 2 dr< = >
0

\/§2n—2
=]

18
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V2

2n—-2
/4 \/E
Donc f (sin(0)?* 2 dr=0 ((7) ) Comme —1 < - < 1, les résultats sur les croissances com-
0

parées livrent :

/4 —_ 1
fo (sin())="~ dtzo(ﬁ). (15)

De (14), (15) etla question 28 on déduit :

/2 ) S T 1
/7!/4 (sin(1)) dr= o +O(ﬁ)

et donc que:

/2
\/ﬁf/ (sin(£))?*? dt —— ﬁ. (16)
/4

n—+oo 2

» En faisant tendre 7n vers +oo dans I'inégalité de la question 31 et en utilisant (12), (13) et (16), il vient :

+o0o
b/
f e_xz dx: £ .
0 2

Alaide de la question 29, nous en déduisons :

+00 P
f e dx=v7.

o0

EXERCICE 6 — MPI* — METHODE DE LAPLACE ET FORMULE DE STIRLING

Soienta< b deuxréelset f: [a, b] R une fonction infiniment dérivable. Appelons (H) I’hypothese suivante : il
existe un unique point xg € [a, b] ot [ atteint son maximum, ona a< xo < b, et " (xg) # 0.

Q33. — Montrer que sous ’hypothese (H), on a " (xg) <0.

Comme f est €2, d’apres la formule de Taylor-Young, il existe une fonction €: [a, b] R de limite nulle en

Xy telle que :

Vxelabl, f(x)=f(xo)+x—x0)f (x0)+ (% +e(x)) (x — x0)%.

Comme f présente un maximum en Xy, point intérieur a [a, b], on a f’(xp) = 0. Dés lors, pour x € [a, b] \ {xo},

ona: .
I (x0) fe() = f(x) = f(xo) <0
2 (x — x9)?2
d’oty, en faisant tendre x vers xg :
/A
[ (x0) <o.
2

Comme de plus f”(xg) # 0, on a montré que :

" (x0) <0.

Q34. — Sous I'hypothese (H), montrer que pour tout § > 0 tel que § < min(xy — a, b — xp), on al'équivalent :

b X0+6
f /™ gy ~ e/ gy,
a

t—+o0 X0—0

19
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Posons E = [a, b] \1xy — 6, xp + 8 [. Cet ensemble est la réunion de deux segments de R, et il s’agit (avec un léger

abus de notation) de montrer : )
fetfm dx = o(f e!f® dx). 17
E —+oo a

o Tout d’abord, par continuité de f et compacité de E, on peut fixer x; € E tel que f(x) < f(x;) pour tout
x€ E.Deslors:

Vi>0, ogfeff(’” dngetf(xl’ dx < (b-a)e ™), (18)
E E

» Fixons ensuite m €] f (x1), f (xp)[ (C’est légitime puisque f atteint son maximum uniquement en xp). Par
continuité de f en xy, il existe 7 €]0,5] tel que :

Vxelxo—n,x0+nl, f(x)=>m.

On a alors :

b Xo+1 Xo+1
Yi>0, f elf® dx>f etf® dx>f e dx =2ne'™. (19)
a Xo—1n Xo—1

On déduit de (18) et (19) que, pour £ >0 :

fetf(x) dux

E b-a iru)-m
b S 2 €

f elf™ qx 1

a

0<

f e!f™ qx
E

b t—+oo
f e!f™ qx
a

par le théoréme des gendarmes. Cela prouve que :

b x0+5
f e®dx ~ elf™ qgx.
a

[=+00 Jx)-6

Q35. — Sous I'hypothese (H), montrer I'équivalent :

b
f e qy ~ o0 2n .
a {=+o0 1" (xo)l

Nous allons d’abord traiter dans le cas particulier ot :
Xo=flx0)=0 et f"(xo)=-2 (20)

et nous expliquerons ensuite comment se ramener a ce cas.
» Soient € > 0 et gy €]0, 1[ a ajuster. D’apres la formule de Taylor-Young, on a :

flx) — —x*+o0(x?)
x—0
donc on peut fixer § > 0 vérifiant [-J,0] < [a, b] et
Vxe[-6,8], —(1+£0)x” < f(x)<—(1-gg)x’. 1)
Soitalors £ >0.0Ona:
5 ) 5 5 . )
f e—t(l+80)x dx < f etf(x) dx < f e—t( —£0)X dx.
-5 -5 -5
Les changements de variable v = xv/£(1 + €¢) et v = xv/£(1 — &9) donnent :
1 5/T(0+e0)
vV1+gg j;6\/t(1+eo)

5 NG

_ 2 1 ()

eV dvgx/;f el dx < f Z
_5

e duv.
V1 —¢€o J-6yid=¢9)

20
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oVil+e) oVill—g9)
Or, quand ¢ +00, les intégrales f e’V dvet f e~ dv tendent toutes deux vers :
—-0vt(1+¢&g) —-0vVt(1-¢g)

+00 5
f eV dv=+/n.

o0

On peut donc fixer # > 0 tel que, pour tout ¢ > fy, 'on ait :

6vt(d+€g) 7 0Vt(1-€g) 5
f eV dv>vn-g et f eV dv< vV +eo.
—6Vi(Fe0) —5Vi(=e0)
On a alors : 5
T—¢ T+e
Vit ug\ﬁf e/ gy < YE*EO 22)
Vv1i+gg = v1—¢g

Nous y sommes presque. Revenons a notre € > 0. Comme :

ﬁ—go ot \/E+£0
V1+egg vV1—¢gg

tendent tous deux vers /7 quand £, tend vers 0", on peut choisir £ €]0, 1] tel que :

T—¢€ T+e
%2\/7_1—5 et %<ﬁ+s.
0 )

On associe alors a g tout d’abord § comme en (20), puis fy comme en (21). On a alors :

5
Yt 1, \/ﬁ—sgﬁféetf(") dx< Vr+e.

Cela prouve que :

)
Vit f el @ dqx VI
-5 t—+o0
autrement dit que
6
7
f @ dx  ~ = (23)
-5 t—+o0 t
» Expliquons maintenant comment en déduire le cas général. Soit A > 0 a ajuster, et
g la,] — R
x —  f(xo+Ax)— f(x0)
ou: b
a—Xo — X0
a= et = .
A p A

La fonction g est 6, présente un maximum absolu exactement en 0, et vérifie en outre g” (0) = A2 " (xo) # 0.

Cela conduit a choisir :
-2 2
A= = .
" (x0) | " (x0)|

0
Alors g"(0) = —2, donc d’apres (23), appliqué a g au lieu de f, et — aulieude 6 :

A
8IA -
o=t o) f ot gy o JE
_5/A t—+o0 r
soit, par le changement de variable y = xo + Ax :
—tf(x0) pxo+6
€ fxo 0 etf(_}’) dy 9 z
A Xo—6 t—+00 t

soit encore :

+0
f ) ef@ dx ~ e —zn
x0—0 t—+00 tlf" (x0)!

d’ou finalement, grace a la question précédente :

b
fetf(x) de ~ elfto 2
a t—+00 £l f" (xo)!
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Q36. — Démontrer que pour tout entier n€ N, ona:

o0
nlzf e~ dr.
0

Posons : .
Y >0, Inzf e 't dt.
0

Cette intégrale est convergente car 'intégrande est continu sur [0, +ool, positif et o (t‘z) en +oo.Onalp=1
et, pour tout n > 1, une intégration par parties (correcte car le terme tout intégré est convergent) donne :
+o00 +00o
I=[-e"t"], —f (—eHnt" dt =nl,;.
—_— J0
=0

On en déduit, par une récurrence immédiate, que I, = n! pour tout n > 0. Ainsi :

+00
Y >0, f e 1" dr=n
0

Q37. — Enutilisant les résultats précédents, retrouver la formule de Stirling donnant un équivalent asymptotique de
nl.

Fixons n > 1. D’apres la question précédente, on a :
+oo
nl= f @ AR Gl
0

La fonction t — —t + nln(#) atteint son maximum en ¢ = n. On rameéne ce maximum en 0 par le changement
devariableu=t—n:
+00 +00
n :f e—n—u+nln(u+n) du= e—n[ e—u+nln(u+n) du
—-n —-n

On fixe alors les bornes par le changement de variable u = nx :

+oo +00
nl= ne—nf e—nx+nln(nx+n) dx = nn+1 e—n[ en(—x+ln(x+1)) dx. (24)
-1 -1
Or, la fonction :
f ]-1,+00[ — R
X — —x+In(x+1)

est €*°, croit (resp. décroit) strictement sur | — 1,0] (resp. [0, +oo[), atteint son maximum exactement en 0 et
vérifie f(0) =0 et f”(0) = —1 < 0. On déduit alors de la question 35 que :

1
f 2 nxtin@iD) gy o )2 (25)
_% n

Pour conclure, on a besoin des majoration suivantes :

_1 _1
ng 2 enf(x) dng 2 e”f(_%) dx = le"f(_%)
1 1 2

et
+00 T af)  nfw "f(%) 0 fm
ngl e"f(")dxzf1 e 2 e 2 dx<e 2 fl ez dx
2 2 2
. oo S . :
(I'intégrale fl e z dx étant convergente), qui montrent que les intégrales :

2

1

-3 +00
f e dx et ‘[1 ™™ qyx

22
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Bonus

Q38. — Démontrer que :

a
/ [sin (x*)| dx —— +oo.
0 a—+o0o




