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ALGEBRE GENERALE UN CORRIGE

o
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§ 1. QUESTIONS DE COURS

Q1. — Enoncer le théoréme de classification des groupes monogenes.

Q2. — Soit n € N*. Enoncer le théoréme sur les inversibles de 'anneau Z/ nZ, puis le démontrer.
Q3. — Enoncer le théoréme des restes chinois.

Q4. — Soit Kun corps. Enoncer le théoréme décrivant les idéaux de K[X], puis le démontrer.

Q5. — Enoncer la formule de Leibniz dans R[X], puis la démontrer.

§ 2. ISOMETRIES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Soit (E,( -, -)) un espace euclidien. On note ||-|| la norme induite sur E par le produit scalaire { -, - ). Un endomor-
phisme de E est une isométrie de E si :
VxeE, ||f@|=IlxIl.

L'ensemble des isométries de E est noté O (E).

Q6. — Démontrer que C(E) est un sous-groupe du groupe (GL(E), o) des automorphismes de E.

» O(E) « GL(E). Soit f une isométrie de E. Soit x € Ker (f). Alors f(x) = 0g et donc:
llxll=|| f) || = ll0gll = 0.

Par séparation de la norme x = 0. Lendomorphisme f de E est injectif. Comme E est de dimension finie,
nous en déduisons que f est un automorphisme de E.

e idg € O(E). Lapplication idg est linéaire. De plus, pour tout x € E :
l1idg() 1l =1lxIl.
Donc idg est une isométrie de E.

* O(E) est stable par composition. Soit (f, g) € G(E)?. Lapplication f o g est un endomorphisme de E et pour
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toutxe E:
|fegl|l = ||fgwn]|
= |lgw]| [f est une isométrie de E]
= |lxll [g est une isométrie de E] .

Donc f o g est une isométrie de E.

* O(E) est stable par passage a l'inverse. Soit f € O(E). Nous savons que f est bijective et que I'inverse d'une
application linéaire bijective est linéaire. Donc f~! est un endomorphisme de E. Soit x € E. Comme fo f~! =

idEi
£ (@)l

= ||f7'@]||  [f estuneisométrie de E|.

1]l
Donc f~! est une isométrie de E.

e Conclusion. Comme O (E) est une partie de GL(E) qui contient idg et qui est stable par composition et par
passage a I'inverse, G (E) est un sous-groupe de (GL(E), o). ]

§ 3. SIMILITUDES COMPLEXES

Pour tout (a, B) € C* x C, on définit l'application f, g par:

On pose :
S ={fap: (a,B)eC” xC}.

Q7. — Démontrer que la composition des applications induit une loi de composition interne sur ..

Soient (a1, 1) € C* x Cet (az, B2) € C* x C. Nous calculons I'image de z € C par la composée fy, 5, © fa, p,-

Jor 1 © far,$,(2) = fa (fazvﬁz (z))
= farp (@22+B2)
a1az2z2+ alﬁz ar ﬁl

Comme a; et az sont non nuls, a;a, # 0 (C est un corps donc integre). Nous observons :

Ja1,61© faz,p = faraz, a1 o+ € -

Q8. — Démontrer que (.#,0) est un groupe. Est-il commutatif?

 Laloi o sur . est associative. Il s’agit d'une propriété formelle qui a été établie dans le cours.
e Laloi o sur .# possede un élément neutre. Nous observons :
idc=fapaveca=1€C" et f=0.
Donc id¢ € .¥. Pour toute application f: C—— C:
foidc=f=idcof.

Ces identités valant en particulier pour les éléments de .%#, 'application id¢ € . est le neutre de (£, o).

1
« Tout élément de .# posséde un inverse pour la loi o. Soit (a, f) € C* x C. Remarquons que — € C* et que
a
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_b € C. D’apres ce qui précede :
a

Japofi _p=hfo=idc et fi o fap=fio=idc.

= -

a

Nous en déduisons que f, g est inversible pour la loi o (autrement dit, bijective) et que :

(fa,ﬁ)*:fé,_gey.

e Laloi o sur .¥ n'est pas commutative. D’apres la question précédente :
firofo1=fa2 et fo10fi1=fo3.
Comme f2(0) =2 et f>3(0) =3, fr2 # f22.

» Conclusion. Donc (%, o) est une ensemble muni d’une loi interne associative, non commutative, possédant

un élément neutre et tel que tout élément de . est inversible pour o. Aussi (%, o) est-il un groupe anabélien.
]

Q9. — A quelle condition sur (a, ) € C* x C, I'application f, 4 est-elle d’ordre fini dans (#,0)?

« Calcul des puissances d'un élément de .. Soit (@, ) € C* x C. Nous calculons :

(fa,ﬁ)z = fa,ﬁ(oc+1) et (fa,ﬁ)3 = faz,ﬁ(a2+a+1)'

Nous énongons la conjecture :
n
VneN, (ffl,ﬁ) = fa".ﬁzz;éwk

« Recherche d’une condition nécessaire pour qu'un élément de . soit d’ordre fini. Soit (a, 8) € C* x C tel que
fa,p est d’ordre fini. Soit d € N* son ordre. Alors :
ide = (fap)” = ot pya-t g
) at,pyia

en particulier :

d—-1
—1 = = k
0 =idc(0) —fad,ﬁZZQS“k(O) =p 1;)06 '

Nous en déduisons :
1=idc() = fha o(1) = a’.

Le nombre complexe @ est donc une racine d-ieme de I'unité. Comme :
d-1
x-1=x-1 ) x*
k=0
il vient :
d-1
(@-1) (Z ak) =0.
k=0
Ainsi :

d-1
— sia=1,alors Y af=d#0etdonc =0 (cf. 3).
k=0

d-1 d-1
— sia #1, alors Z a®=0etdonc B Z ak=0 quelque soit la valeur de .
k=0 k=0

Aussi si fy g est d’ordre fini alors :
— soita=1etf=0;
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— soit a est une racine de I'unité distincte de 1 (aucune condition sur ).

e Détermination des éléments d’ordre fini du groupe (%, o). Nous vérifions si les candidats trouvés a la fin de
la précédente étude sont d’ordre fini dans ..

— Lélément fj o de .# coincide avec son neutre idc. Il est donc d’ordre fini égal a 1.

— Soita € Uy \ {1}, ou1 d € N>, et soit € C quelconque. Nous savons :
d
(f“,ﬁ) = fau BYICs ak

Comme a% =1et:

d’apres (4)eta #1:
(fa,/s)d = fi,0 =1d¢

Lélément f, ; de .# est donc d’ordre fini (et son ordre divise d).

» Conclusion. L'ensemble des éléments d’ordre fini du groupe (#, o) est donc :

For = {idc} U {fa,ﬁ : ae( U Un)\{l},ﬁec}
neNso»

§ 4. GROUPES DONT LES CARRES EGALENT LE NEUTRE

Soit (G, *) un groupe dont le neutre est noté e. On suppose que :

VxeG, xxx=e.
Q10. — Démontrer que le groupe (G, *) est abélien.

Soit (x, ) € G. Par hypothése :
(xxy) * (xxy)=e.
En multipliant chaque terme de cette identité par y~!  x~! a droite, il vient :
xxy=y txxTl

Orcomme x*x=eety*y=e, x=x ' et y=y ' Nousen déduisons:

X*y=y*X.

Désormais, on suppose que G est fini.

Q11. — Soient H un sous-groupe de G et x € G\ H. On note K le sous-groupe engendré par H U {x}. Démontrer :

Card (K) =2-Card (H).
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 Description du sous-groupe K. Considérons la partie L de G définie par :
L::{h*xk : heHetkE{O,l}}.

La partie L contient e. Comme H et {e, x} sont stables par produit et comme G est abélien, L est stable par
produit. En outre, pour tout h € H :

(hxe)'=ht=hlxe et (hxx)'=x'xh'=xxh'=hlxx  [x*=eetGestabélien]

L est également stable par passage au symétrique. Nous en déduisons que L est un sous-groupe de G.
Il est clair que L contient H, x et que tout sous-groupe de G contenant H et x contient L. Ainsi L = K.

» Cardinal de K. D’apres la description de K précédente, I'application :

H x {e,x} — K
(h,u) — hxu

est surjective. Comme G est abélien, elle est également un morphisme de groupes. Puisque x ¢ H, Ker (¢) =
{(e, e)} et donc ¢ est injective. Nous en déduisons :

Card (K) = Card (H) x Card (< x>) =2-Card (H) .

o Généralisation. En reprenant I'étude précédente, on démontre que si H; et H, sont deux sous-groupes d'un
groupe abélien’ G, alors le plus petit sous-groupe de G contenant H; et H est:

(H1 U Hp) =1{hy * hy : (h1, hp) € Hy x Hp}

et que les groupes (H; U H) et H; x H, sont isomorphes.

Q12. — En déduire que Card (G) est une puissance de 2.

Nous raisonnons par I"absurde. Supposons que le cardinal de G n’est pas une puissance de 2 et démontrons
par récurrence que, pour tout n € N :

2 (n) : il existe un sous-groupe Hy, de G de cardinal 2".

Nous aboutirons alors a une contradiction car le cardinal de G est supposé fini et 2" tend vers +oo quand
tend vers +oo.

« Initialisation a n = 0. Posons Hy = {e}. C’est un sous-groupe de G de cardinal 20=1.

» Hérédité. Soit n € N tel que Z(n) soit vraie. Le sous-groupe H, est de cardinal 2”. Comme le cardinal de G
n’est pas une puissance de 2, la partie H, de G n’est pas égale a G. 1l existe donc un élément noté x tel que
x € G\ H,.Posons :

Hyy1:=(Hp U {x}).

D’apres la question précédente, Hy,,; est un sous-groupe de cardinal 2 Card (H,) = 2!,

o Hérédité. De l'initialisation a n = 0, de I'hérédité et de I’axiome de récurrence, nous déduisons que pour
tout n € N, il existe un sous-groupe Hy, de G de cardinal 2.

 Autre solution. Comme G est abélien, 'application :

Z,+) x(G,*) — (G,*)

f (k,g) — gk

est un morphisme de groupes. Comme, pour tout x € G, x> = e, 'application :

f

FoxG — G
kg — &
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est bien définie. On vérifie alors que (G, *,f) est un F,-espace vectoriel. Ce dernier est de dimension finie,
puisqu’engendré par G fini. Sil'on note d la dimension de G et % = (ey, ..., e;) une base de G, alors 'applica-

tion :

d
F5 — G

= = K1 kq
'(kl,...,kd) — ell*...*ed

est bijective. Ainsi Card (G) = Card ([Fg) =24,

§ 5. GROUPES AYANT UN NOMBRE FINI DE SOUS-GROUPES

Soit (G, *) un groupe possédant un nombre fini de sous-groupes.

Q13. — Démontrer que tout élément de G est d’ordre fini.
Nous raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe un élément x de G d’ordre infini. Alors I'application f
définie par :

Z+) — (G=*)

n — x"

f

est un morphisme de groupes, qui est injectif.

Les sous-groupes aZ, ou a € N, de (Z, +) sont deux-a-deux distincts. Comme f est un morphisme de groupes,
f(aZ) est un sous-groupe de (G, %), pour tout a € N. Comme I'application f est injective, les sous-groupes
f(aZ),ou aeN, de (G, *) sont deux-a-deux distincts. Ceci contredit I'hypothése faite sur le groupe (G, *). =

Soient g1, 82,...,8r des éléments de G tels que (g1),(g2),...,{gr) est une liste exhaustive, sans répétition, de tous les sous-
groupes cycliques de G.

Q14. — Démontrer que :
VgeG, 3Fie[l,r], IkeN, g=gF

Considérons le sous-groupe (g) engendré par g. Il est par définition monogene et, comme G est fini, il est
également fini. Donc (g) est un sous-groupe cyclique de (G, *). Aussi existe-t-il i € [1, 7] tel que :
@ =g ={gf : kez}.
Comme g€ (g) = {gF : keZ}, il existe k € Ztel que g = g~.
« Remarque. Le groupe (g;) est fini, posséde ord (g;) éléments et :
(gi)= {glk : ke [0,0rd(g;) - lﬂ}

Lentier k obtenu précédemment peut donc étre choisi dans [0,ord (g;) — 1]. ]

Q15. — En déduire que G est fini et que :
.
Card (G) < )_ord(g;).
i=1
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Nous rappelons que pour tout i € [1,r], le groupe (g;) est fini et posséde ord (g;) éléments. Observons :

(%) G=

(&i) -

-

1

1

.

Linclusion > est claire et I'inclusion < résulte de la question précédente. Notons que la réunion |_J (g;) n'est
i=1

pas disjointe (le neutre de G appartient a tout sous-groupe). Lensemble G est fini, puisque égal a une réunion

finie d’ensembles finis. Alors de (%), nous déduisons :

Card(G) < Z Card ((gi)) = >_ord(gi) -
i=1 -1

§ 6. UN CORPS DE RUPTURE DU POLYNOME X° - X —1

Q16. — Démontrer que le polynome X3 — X — 1 posséde une unique racine réelle a.

o Introduction de la fonction polynomiale associée. La fonction :

R — R
x — x3-x-1

f

est dérivable sur Ret :

VX€ER, f'(x)=3x2—1:3(x—%)(x+%).

¢ Etude sur | —oco . Lafonction f est continue sur | —co, ——— | et dérivable a dérivée strictement positive

, —

1
—00,——— | sur:

V3

i () o1

sur

—00, — L [ Elle induit donc une bijection de
V3

1
Le polynéme X3 — X — 1 ne posséde donc aucune racine dans |—oo, — ﬁ ] .
Etud . Lafonction f est dérivable a dé trict tnégati ! [Elldt
e Etude sur a fonction f est dérivable a dérivée strictement négative sur | ——, — e indui
f f V3’ V3
donc une bijection de |— —, — [ sur
: V3 V3
2 2
hm fx), lim f(x)[ ] —1,——1[.
xﬁ—% X— % 3\/§ 3\/§
Le polynéme X3 — X — 1 ne posséde donc aucune racine dans L 2 [
V3 V3l
- 1 . . 1 - N . .
e Etude sur E’ +oo|. La fonction f est continue sur E, +oo| et dérivable a dérivée strictement positive
1 1
sur | —, +oo [ Elle induit donc une bijection de | —, +oo] sur
V3 V3

) amro] |
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1
—00,——|.

V3

Le polynome X3 — X — 1 posséde donc une unique racine sur

e Conclusion. Comme :
R=

1 1 1 2
_w’ - = - _) = -~ = ) +CX)
AU U sl
nous déduisons de ce qui précede que le polynéme X° — X — 1 posséde une unique racine sur R, qui est stric-

tement plus grande que —. [

V3

Q17. — Donner une base du Q-espace vectoriel Q[a] := Vectq ((a¥) ..n)-

e La famille (1, @) engendre Q[«]. Soit x € Q[a]. Alors il existe d € N et (qo, ..., q4) € QdJrl tel que :

d .
x=) qi-a'.
i=0

d .
Considérons la division euclidienne du polyndome P:= ) _ g; - X' par le polynome X3-X-1:
i=0
*)  P=(X*-X-1)Q+(a+aX)
ol Q € Q[X] et (ag, a;) € Q%. En évaluant (%) en X — a, il vient :
x=P(@=(a’-a-1)Qa)+ay+aa=ag+aja e Vectq(l,a).

Nous en déduisons que Q[a] < Vectq (1, a). L'inclusion réciproque est évidente, d’ou :

Q[a] =Vectq (1, a).

e La famille (1, @) est libre sur Q. Raisonnons par I’absurde et supposons la famille (1, @) est liée sur Q. Alors
a € Q. En écrivant a = Z, ol p € Z et g € N* sont premiers entre eu, il vient :

puis :
p’—pg*—q°=0.

Avec le lemme de GauR, il vient p | g et g | p. Par suite @ = 1 ou @ = —1, ce qui n’est pas.

e Conclusion. La famille (1, @) est une base de Q[a] sur Q. [ |

Q18. — Démontrer que Q[«] est un sous-corps de R.

» Premieres propriétés de Q[a]. 1l est clair que Q[a] contient 0,1 et est stable par somme et produit (il s’agit
de la sous-Q-algebre de R engendrée par a).

o Tout élément non nul de Q[a] est inversible. Soit x € Q[a] \ {0}. Comme Q[a] est intégre (puisque incluse
dans R integre), I'application :

Qla] — Qla]
Mx
y L d xy
estinjective. Comme Q[a] est un Q-espace de dimension finie (égale a 2), I'application p est surjective. L'élé-
ment 1 possede donc un antécédent par iy, i.e. I'élément x est inversible. ]
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§ 7. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU’UN ANNEAU INTEGRE SOIT UN CORPS

Soit (A, +, x) un anneau commutatif integre.

Q19. — Démontrer que, si A est fini, alors (4, +, x) est un corps.

Il nous faut établir que tout élément non nul de A est inversible. Soit a € A\ {04}. Comme A est intégre, I'ap-
plication :
A — A

Hal v — ax

est injective. Comme A est fini, I'application p4 est surjective. Lélément 14 posséde donc un antécédent par
Wa,i.e.I'élément a est inversible. [

Q20. — Démontrer que, si A ne posséde qu'un nombre fini d’'idéaux, alors (A, +, x) est un corps.

Il nous faut établir que tout élément non nul de A est inversible. Soit a € A\ {04}. Pour tout n € N* :
(@M :={a"x: xe A}

est un idéal de A (idéal engendré par a”*). Comme A ne posséde qu'un nombre fini d’idéaux, il existe deux
entiers n et m tels que :
1<n<m et (@™ =(@a@™).

Puisque a” € (a") = (a™), il existe x € A tel que :

a’=a"b=a"a™"h.

Comme A estintegreet a# 04, a” #04 et:

1A =a™ "D
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