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§ 1. QUESTIONS DE COURS

Q1. — Enoncer le théoréme de classification des groupes monogénes.

Q2. — Soit n € N*. Enoncer le théoréme sur les inversibles de 'anneau Z/ nZ, puis le démontrer.
Q3. — Enoncer le théoréme des restes chinois.

Q4. — Soit Kun corps. Enoncer le théoréme décrivant les idéaux de K[X], puis le démontrer.

Q5. — Enoncer la formule de Leibniz dans R[X], puis la démontrer.

§ 2. ISOMETRIES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Soit (E,( -, -)) un espace euclidien. On note ||-|| la norme induite sur E par le produit scalaire { -, - ). Un endomor-
phisme de E est une isométrie de E si :
VxeE, |[f@]| =lxl.

Lensemble des isométries de E est noté O (E).

Q6. — Démontrer que € (E) est un sous-groupe du groupe (GL(E), o) des automorphismes de E.

§ 3. SIMILITUDES COMPLEXES

Pour tout (a, §) € C* x C, on définit l'application fa,p par:

cC — C
z — a-z+p.

fa,ﬁ

On pose :
S ={fap: (a,B)eC" xC}.

Q7. — Démontrer que la composition des applications induit une loi de composition interne sur ..
Q8. — Démontrer que (¥, o) est un groupe. Est-il commutatif?

Q9. — A quelle condition sur (a, ,B) € C* x C, I'application fa,p est-elle d’ordre fini dans (#,0)?
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§ 4. GROUPES DONT LES CARRES EGALENT LE NEUTRE

Soit (G, *) un groupe dont le neutre est noté e. On suppose que :

VxeG, xxx=e.

Q10. — Démontrer que le groupe (G, *) est abélien.
Désormais, on suppose que G est fini.

Q11. — Soient H un sous-groupe de G et x € G\ H. On note K le sous-groupe engendré par H U {x}. Démontrer :

Card (K) = 2-Card (H).

Q12. — En déduire que Card (G) est une puissance de 2.

§ 5. GROUPES AYANT UN NOMBRE FINI DE SOUS-GROUPES

Soit (G, %) un groupe possédant un nombre fini de sous-groupes.
Q13. — Démontrer que tout élément de G est d’ordre fini.

Soient g1, 82,...,8r des éléments de G tels que (g1),(g2),-...,{gr) est une liste exhaustive, sans répétition, de tous les sous-
groupes cycliques de G.

Q14. — Démontrer que:
VgeG, die[lr], dkeN, g=gk

Q15. — En déduire que G est fini et que :
.
Card (G) < )_ord(gi).
i=1

§ 6. UN CORPS DE RUPTURE DU POLYNOME X° - X —1

Q16. — Démontrer que le polyndme X3 — X — 1 posséde une unique racine réelle a.
Q17. — Donner une base du Q-espace vectoriel Q[a] := Vectq ((aX) y)-

Q18. — Démontrer que Q[«] est un sous-corps de R.

§ 7. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU’UN ANNEAU INTEGRE SOIT UN CORPS

Soit (A, +, x) un anneau commutatif intégre.
Q19. — Démontrer que, si A est fini, alors (A4, +, x) est un corps.

Q20. — Démontrer que, si A ne posséde qu'un nombre fini d’'idéaux, alors (A, +, x) est un corps.
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