
Eléments de correction : Mines MP1 2014
1) Avec z = Reiθ = R cos(θ) + iR sin(θ), le complexe ez a pour module eRe(z) = eR cos(θ) et argument
R sin(θ), donc zez a pour module |z| × |ez| = ReR cos(θ) et argument θ + R sin(θ). Ainsi par identification
des modules et arguments, on obtient

zez = w ⇔
{
ReR cos(θ) = r
θ +R sin(θ) = α [2π] i.e. R sin(θ) = α− θ [2π]

2) En posant u(θ) = α−θ
sin(θ)

, on obtient :

• d’une part, ϕ(θ) = u(θ) exp(u(θ)) exp((cos(θ)− 1)u(θ))

avec u(θ) qui tend vers +∞ quand θ tend vers 0+ (car α > 0) et (cos(θ) − 1)u(θ) ∼0 −
1

2
θ2
α

θ
∼0 −

1

2
θ α

qui tend vers 0. Donc par théorèmes opératoires, exp((cos(θ)− 1)u(θ)) tend vers 1 quand θ tend vers 0 et

ϕ tend vers +∞ en 0+;

• d’autre part ϕ(θ) = u(θ) exp(−u(θ)) exp((cos(θ) + 1)u(θ))
avec u(θ) qui tend vers +∞ quand θ tend vers π− (car α− π > 0) et

(cos(θ) + 1) u(θ) ∼π (α − π)1−cos(π−θ)
sin(π−θ) ∼π

1

2
(α − π)(π − θ) (cf premier point). Donc par continuité

de exp, le terme exp((cos(θ) + 1)u(θ)) tend vers 1 quand θ tend vers π, et par croissances comparées,

ϕ tend vers 0 en +∞;

• Ainsi, comme ϕ tend vers +∞ en 0+, il existe ε ∈]0; π/2[ tel que : ∀θ ∈]0; ε[, ϕ(θ) > r (car r > 0).
Et comme ϕ tend vers 0 en π, il existe ε′ ∈]0; π/2[ tel que : ∀θ ∈]π − ε′; π[, ϕ(θ) < r (car r > 0)
Comme ϕ est continue sur l’intervalle ]0;π[ comme quotient et composée de telles fonctions, par le théorème
des valeurs intermédiaires (comme ϕ prend sur ]0; ε[⊂]0;π/2[, une valeur strictement supérieure à r et sur
]π − ε′; π[⊂]π/2;π[ une valeur strictement inférieure à r), ϕ prend la valeur r donc

pour tout r > 0, l’équation ϕ(θ) = r admet au moins une solution.

3) Soit w un complexe.
• Si w = 0 alors 0 ∈ D vérifie g(0) = 0 e0 = 0 = w donc w est atteint par g.
• Sinon w 6= 0, s’écrit w = reiα avec r > 0 son module et α son unique argument dans [2π; 4π[.
Via la question 2, il existe θ dans ]0; π[ avec ϕ(θ) = r. On pose alors R = α−θ

sin(θ)
, comme sin(θ) > 0 et

α− θ > 2π − π > 0, ce réel est strictement positif.

Par définition de R et θ : ReR cos(θ) =
α− θ
sin(θ)

exp

(
(α− θ) cos(θ)

sin(θ)

)
= ϕ(θ) = r et R sin(θ) = α− θ

Ainsi via la question 1, on obtient z ez = w avec z = Reiθ qui est bien dans D, donc w = g(z).

• Ainsi, tout complexe w est image par g d’un élément de D, autrement dit g : D → C est surjective .

4) Par définition de l’indice de nilpotence, Nn−1 n’est pas la matrice nulle donc

il existe X ∈Mn,1(C) avec Nn−1X 6= 0.

Par l’absurde, supposons la famille (NkX)k=0...n−1 liée. Alors il existe une famille (λk)k=0...n−1 non nulle

de complexes vérifiant
n−1∑
k=0

λkN
kX = 0. On considère k0 le plus petit élément de l’ensemble fini non vide

{k|λk 6= 0}. Alors m = n− 1− k0 est un entier naturel, et on obtient :

0 = Nm 0 = Nm

(
n−1∑
k=0

λkN
kX

)
=

n−1∑
k=0

λkN
m+kX =

n−1∑
k=k0

λkN
m+kX = λk0N

n−1X

car si k < k0 alors λk = 0 par définition de k0 et si k > k0, alors k − k0 − 1 est un entier naturel donc
Nm+kX = Nk−k0−1NnX = 0.
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Or Nn−1X 6= 0 par choix de k0, donc λk0 = 0 ce qui contredit la définition de k0.

Finalement, la famille (NkX)k=0...n−1 est libre.

5) Soit N l’endomorphisme canoniquement associé à N . Comme (NkX)k=0...n−1 est une famille libre à
n éléments (question 4) de Mn,1(C) qui est de dimension n, c’est une base de cet espace. Dans cette
base B = (Nn−1X, . . . , NX,X) de Mn,1(C) , la matrice de N est Jn(0) car N(NkX) = Nk+1X et
NnX = 0 (puisque Nn = 0). Ainsi les matrices de N dans les bases canonique et B autrement dit

N et Jn(0) sont semblables.

6) • Comme Jn(0) et −Jn(0) commutent, on obtient eJn(0)−Jn(0) = eJn(0) e−Jn(0) i.e. eJn(0) e−Jn(0) = e0 = In.

Ainsi eJn(0) est inversible d’inverse e−Jn(0).
• Pour toute matrice carrée A, par continuité du produit par A (application linéaire sur Mn(C) de
dimension finie), on a :

AeA = A lim
N−→∞

(
N∑
k=0

Ak

k!

)
= lim

N−→∞

(
A

N∑
k=0

Ak

k!

)
= lim

N−→∞

((
N∑
k=0

Ak

k!

)
A

)
= eAA

Ainsi toute matrice commute avec son exponentielle.

On obtient donc pour tout entier naturel k:
(
Jn(0)eJn(0)

)k
= (Jn(0))k

(
eJn(0)

)k
et comme eJn(0) est inversible donc tout

(
eJn(0)

)k
avec k ∈ N aussi, on a :(

Jn(0)eJn(0)
)k

= 0⇔ (Jn(0))k = 0⇔ k > n (car Jn(0) est nilpotente d’indice n).

Finalement, on a prouvé que Jn(0)eJn(0) est nilpotente d’indice n.

Remarque : le polynôme caractéristique de Jn(0) est det(XIn − Jn(0)) = Xn (déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure) donc via le théorème de Cayley-Hamilton, ce polynôme est annulateur de Jn(0)
donc on a (Jn(0))n = 0.
Mais en notant (e1, . . . , en) la base canonique de Cn =Mn,1(C), on a par définition de Jn(0), Jn(0)e` = e`−1
pour tout ` = 2...n, donc (Jn(0))n−1en = en−(n−1) = e1 6= 0 ce qui assure que (Jn(0))n−1 n’est pas nulle.

Ainsi (Jn(0))n−1 6= 0 et (Jn(0))n = 0 donc Jn(0) est bien nilpotente d’indice n .

7) • Par continuité de l’application linéaire A 7→ PAP−1 (définie sur Mn(C) de dimension finie, donc
continue), on obtient pour tout A de Mn(C) :

P eAP−1 = P

(
lim

N−→∞

(
N∑
k=0

Ak

k!

))
P−1 = lim

N−→∞

(
P

(
N∑
k=0

Ak

k!

)
P−1

)
= lim

N−→∞

(
N∑
k=0

P Ak P−1

k!

)
Or PAkP−1 = (PAP−1)k par récurrence sur k. En effet, la propriété est vraie au rang k = 0 car PP−1 = In
et si elle est vraie au rang k, alors PAk+1P−1 = PAkP−1PAP−1 = (PAP−1)k (PAP−1) = (PAP−1)k+1.

Donc P eAP−1 = lim
N−→∞

(
N∑
k=0

(PAP−1)k

k!

)
= ePAP

−1

.

En particulier on a bien P eJn(0)P−1 = ePJn(0)P
−1

.

• Via la question 6, Jn(0)eJn(0) est nilpotente d’indice n, donc semblable à Jn(0) (question 5) : ainsi il
existe P ∈ GLn(C) avec Jn(0) = PJn(0)eJn(0)P−1.

Avec Ñ = PJn(0)P−1, via le début de la question,

Ñ eÑ = PJn(0)P−1 P eJn(0)P−1 = PJn(0)eJn(0)P−1 = Jn(0) donc on a bien trouvé Ñ avec Jn(0) = ÑeÑ .

8) • Comme λ est un complexe, il existe µ ∈ D avec g(µ) = λ (question 3 : g est surjective). Comme λ
est non nul, µ ne peut pas être nul (car g(0) = 0), donc µ est un élément non nul de D donc de partie
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imaginaire strictement positive (ce qui exclut les réels). Ainsi µ 6= −1 et µeµ = g(µ) = λ.

• On observe Jn(µ) = µIn + Jn(0). Donc comme µIn commute avec Jn(0), on a eJn(µ) = eµIn eJn(0).

Or eµIn =
∞∑
k=0

(µIn)k

k!
=

(
∞∑
k=0

µk

k!

)
In = eµ In

et eJn(0) = In + Jn(0) +
n−1∑
k=2

Jn(0)k

k!
(car Jn(0)k = 0 pour tout k > n puisque Jn(0) est nilpotent d’indice n.

On peut donc écrire eJn(0) = In + Jn(0) + Jn(0)2Q(Jn(0)) avec Q le polynôme Q =
n−1∑
k=2

Xk−2

k!
·

Ainsi Jn(µ)eJn(µ) = (µIn + Jn(0)) eµ (In + Jn(0) + Jn(0)2Q(Jn(0)))
= µeµIn + µeµJn(0) + Jn(0)2 (µeµQ)(Jn(0)) + eµ Jn(0) + eµ Jn(0)2 (In + Jn(0)Q(Jn(0)))

donc comme µeµ = λ, on a Jn(µ)eJn(µ) = λIn + (µ+ 1)eµ Jn(0) + (Jn(0))2 p(Jn(0)) avec p le polynôme

p = eµ(µQ+ 1 +XQ)

9) Observons qu’il est possible d’écrire C = (µ + 1)eµ Jn(0) + (Jn(0))2 p(Jn(0)) = (XR)(Jn(0)) avec R le
polynôme R = (µ+ 1)eµ +Xp.
Donc comme l’évaluation est un morphisme d’algèbre,
• Cn = ((XR)(Jn(0)))n = (XnRn)(Jn(0)) = Jn(0)n (Rn)(Jn(0)) = 0 car Jn(0)n = 0.

Donc C est bien nilpotente d’indice au plus n.
• et Cn−1 = ((XR)(Jn(0)))n−1 = (Xn−1Rn−1)(Jn(0)) = S(Jn(0)) où S est le reste de la division euclidi-

enne de Xn−1Rn−1 par le polynôme Xn qui annule Jn(0). Donc S = αXn−1 avec α le coefficient constant
de Rn−1. Or α = Rn−1(0) = (R(0))n−1 = ((µ+ 1)eµ)n+1 6= 0 car µ 6= −1.
Ainsi Cn−1 = αJn(0)n−1 avec le complexe α non nul et la matrice Jn(0)n−1 non nulle (car Jn(0) est nilpo-
tente d’indice n, cf remarque de la question 6). On en déduit Cn−1 6= 0.

Finalement C = (µ+ 1)eµ Jn(0) + (Jn(0))2 p(Jn(0)) est bien nilpotente d’indice n.

D’après la question 5, C est semblable à Jn(0) ; ainsi, il existe P ∈ GLn(C) telle que C = PJn(0)P−1.
La relation de la question 8 s’écrit

Jn(µ)eJn(µ) = λIn + C = λIn + PJn(0)P−1 = P (λIn + Jn(0))P−1 = PJn(λ)P−1.

On termine comme à la question 7 : Jn(λ) = P−1Jn(µ)eJn(µ)P = MeM avec M = P−1Jn(µ)P.

10) Comme N est nilpotente d’indice p, il existe X ∈Mn,1(C) avec Np−1X 6= 0. Par le même raisonnement
qu’à la question 4 (qui n’utilisait que l’indice de nilpotence de la matrice), la famille (NkX)k=0...p−1
est libre. Le théorème de la base incomplète assure que l’on peut compléter cette famille en une base
(Np−1X, . . . , NX,X,X1, . . . Xn−p) de Mn,1(C) (qui est de dimension n). Dans cette base, la matrice de
l’endomorphisme canoniquement associé à N a pour matrice, une matrice du type

A =

(
Jp(0) B
O C

)
car N(Np−1X) = NpX = 0 et N(N `X) = N `+1X pour tout ` = 0..p− 2.

11) • Soit X et Y dans Mp,n−p, en faisant des produits par blocs, on obtient TX TY = TX+Y .

Ainsi TX T−X = T0 = In = T−X TX ce qui prouve que TX est inversible, d’inverse T−X .

• Ainsi, toujours à l’aide de produits par blocs :

A′ = TX AT
−1
X =

(
Jp(0) B +XC
O C

) (
Ip −X
O In−p

)
=

(
Jp(0) −Jp(0)X +B +XC
O C

)
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Donc avec les notations de l’énoncé, on a Z = C et Y = B +XC − Jp(0)X.

12) En notant A(i) la i-ème ligne de la matrice A, la relation Y = B + XC − Jp(0)X entre matrices à p
lignes, s’écrit : Y(i) = B(i) +X(i)C −X(i+1) pour tout i = 1...p− 1 et Y(p) = B(p) +X(p)C.
Ainsi, on choisit la première ligne de X dansM1,n−p(C), on peut prendre par exemple cette première ligne
nulle. Puis on définit par récurrence limitée, X(`+1) = B(`) + X(`)C pour tout ` de 1 à p − 1. Ainsi, on a

défini une matrice X et par choix, toutes les lignes de Y sauf peut-être la dernière, sont nulles.

13) • Par choix de A′, les matrices A et A′ sont semblables et les matrices A et N aussi (question 10) donc
A′ et N sont semblables et il existe P inversible avec A′ = PNP−1. Dans la question 7, pour tout entier na-
turel k, on a obtenu A′k = PNkP−1, donc comme P et P−1 sont inversibles, on obtient A′k = 0⇐= Nk = 0

ce qui prouve que A′ est nilpotente d’indice p comme N .

• Faisons le choix de X de la question précédente donc toutes les lignes de Y sont nulles sauf peut-être la
dernière. On a donc par récurrence, pour tout entier naturel k non nul :

A′k =


(Jp(0))k Yk

O Zk

 avec Y1 = Y et Yk+1 = Jn(0)Yk + Y Zk

Observons, pour toute matrice C : Jn(0)


C(1)

...

...
C(p)

 =


C(2)

...
C(p)

0


Donc en notant L la dernière ligne de Y , on obtient successivement

Y1 = Y =


0
0
...
0
L

 puis Y2 = Jn(0)Y + Y Z =


0
...
0
L
LZ

 et Y3 = Jn(0)Y2 + Y Z2 =



0
...
0
L
LZ
LZ2



Pour tout k entre 1 et p, par récurrence, Yk =



0
...
0
L
LZ

...
LZk−1


∈Mp,n−p(C). En particulier Yp =


L
LZ

...
LZp−1


est nul car A′p = 0 comme A′ est nilpotente d’indice p (première partie de la question). Donc L = 0 et

finalement Y = 0.

14) Montrons par récurrence forte sur n ∈ N∗, la propriété Hn suivante : toute matrice nilpotente de
Mn(C) est semblable à une matrice diagonale par blocs de blocs diagonaux du type Jpj(0) avec pour
j = 1...r, les pj des entiers naturels non nuls (forme de l’énoncé).

• Pour n = 1, la seule matrice nilpotente N est la matrice nulle, donc avec r = 1 et p1 = 1, on a le résultat
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(N = J1(0) = 0).

• Supposons H` vérifiée pour tout ` entre 1 et n.
Soit N une matrice nilpotente de Mn+1(C) et p son indice de nilpotence.
Alors Xp est un polynôme annulateur de N , donc le polynôme minimal πN de N divise Xp donc est de la
forme X` avec ` 6 p, mais par définition de p, aucun X` avec ` > p n’est annulateur de N donc πN = Xp.
Or via le théorème de Cayley-Hamilton, πN divise le polynôme caractéristique de N qui est de degré n+1.
Donc 1 6 p 6 n+ 1.

� Si p = n+1, alors N est nilpotente d’indice maximum, donc via la question 5, N est semblable à Jn+1(0)
donc r = 1 et p1 = n+ 1 convient.
� Si p = 1 alors N = πN(N) = 0 donc r = n+ 1 et pj = 1 pour tout j = 1..n+ 1, convient.
� Sinon 1 < p < n + 1.On peut appliquer les questions 10-11 ce qui montre que N est semblable à A′

avec Y = 0 et Z nilpotente d’indice au plus p (question 13).
Par hypothèse de récurrence, comme Z est dans Mn+1−p(C) avec 0 < n+ 1− p < n (car 1 < p < n+ 1),
Z est semblable à une matrice de type voulue. Plus précisément, il existe P inversible dans Mn+1−p(C),
un entier naturel non nul r′ et des entiers p′j non nuls (j = 1..r′) avec

PZP−1 =


Jp′1(0) (0)

Jp′2(0)
. . .

(0) Jp′
r′

(0)



donc A′ =


Jp(0) (0)

(0) Z

 =


Ip (0)

(0) P−1


︸ ︷︷ ︸

=Q∈GLn+1(C)


Jp(0) (0) (0) (0) (0)
(0) Jp′1(0) (0)
(0) Jp′2(0)

(0)
. . .

(0) (0) Jp′
r′

(0)




Ip (0)

(0) P


︸ ︷︷ ︸

=Q−1

En posant r = r′ + 1, p1 = p et pj = p′j−1 pour j dans 2..r′ + 1 = r, on obtient bien que A′ est semblable
à une matrice de type voulu, donc N qui est semblable à A′ aussi.

Tous les cas de figures ont été traités et on a bien prouvé que Hn+1 est vraie (sous l’hypothèse que H` le
soit pour
tout ` = 1...n) donc par récurrence forte (comme H1 est satisfaite), Hn est vraie pour tout n de N∗.

15) • Le polynôme caractéristique χA de A est scindé car dans C[X] et non constant. Ses racines sont

exactement les valeurs propres de A, donc comme il est unitaire, on obtient : χA =
s∏

k=1

(X − λ`)α` .

Les λ` étant 2 à 2 distincts, les polynômes P` = (X − λ`)α` sont 2 à 2 premiers entre eux et le lemme des
noyaux assure donc

ker(χA(f)) =
s⊕
`=1

ker(P`(f)) i.e. Cn =
s⊕
`=1

F`

En effet, χA est aussi le polynôme caractéristique de f (sa matrice dans une base est A) donc est annulateur
de f d’après le théorème de Cayley-Hamilton : χA(f) = 0.

• Ainsi la matrice de f dans la base canonique de Cn i.e. A est semblable à la matrice A′ de f dans une
base B = (B1, · · · , Bs) de Cn adaptée à la décomposition précédente (chaque Bi est une base de Fi).
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Pour tout `, l’endomorphisme P`(f) est un polynôme en f , donc commute avec f et donc f laisse stable
ker(P`(f)) = F`. Ainsi la matrice A′ de f dans B est diagonale par blocs et chaque bloc est la matrice M`

dans la base B` de F` de l’endomorphisme f` induit par f sur F`:

A′ =


M1 (0)

M2

. . .

(0) Ms


L’endomorphisme (f`− λ`IdF`

)α` = P`(f`) est donc l’endomorphisme induit par P`(f) sur F`, c’est donc
l’endomorphisme nul. Donc f` − λ`IdF`

est nilpotent et sa matrice N` dans la base B` aussi.

Finalement f` = λ`IdF`
+ (f`− λ`IdF`

) a pour matrice dans la base B` de F` la matrice M` = λ`In`
+N`

où n` est la dimension de F`.
On a donc la forme voulue dès que l’on aura prouvé que n` = α` pour tout `. Or par construction, le
polynôme P` est annulateur de f` donc de sa matrice M` dans la base B`. Ainsi les valeurs propres de
M` i.e. les racines de son polynôme caractéristique χM`

sont à chercher parmi les racines de P` qui n’en
admet qu’une λ`. Comme χM`

est scindé (car dans C[X]), unitaire et de degré n` = dim(F`), on a pour

tout `, χM`
= (X − λ`)n` . Ainsi par déterminant diagonal par blocs, on obtient χA = χA′ =

s∏
`=1

χM`
i.e.

s∏
`=1

(X − λ`)α` =
s∏
`=1

(X − λ`)n` donc par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a bien

n` = α` pour tout `, ce qui termine la preuve demandée.

16) Soit A une matrice de Mn(C).
La question 15 assure que A est semblable à une matrice diagonale par blocs D avec des blocs diagonaux
de type D` = λ`Iα`

+N` avec N` nilpotente. Il existe donc P inversible avec A = PDP−1.
Fixons `.
Comme N` est nilpotente, via la question 14, N` est semblable à une matrice D′` = diag(Jp1(0), . . . , Jpr(0)).
Il existe donc une matrice inversible Q` avec N` = Q−1` D′`Q` ainsi D` = λ`Iα`

+ N` = Q−1` (λ`Iα`
+ D′`)Q`

est semblable à λ`Iα`
+D′` = diag(Jp1(λ`), . . . , Jpr(λ`)).

Suivant la valeur de λ` (nul ou pas), la question 7 ou 9 permet de trouver des matrices M ′
j avec

M ′
je
M ′j = Jpj(λ`), donc avec M` =

 M ′
1 (0)

. . .

(0) M ′
r

 , un calcul matriciel par blocs donne :

M`e
M` =

 M ′
1 (0)

. . .

(0) M ′
r


 eM

′
1 (0)

. . .

(0) eM
′
r

 =

 Jp1(λ`) (0)
. . .

(0) Jpr(λ`)

 = Q`D`Q
−1
`

Comme à la question 7, on a donc aussi en notant M̃` = Q−1` M`Q`, l’égalité M̃`e
M̃` = Q−1` M`e

M`Q` = D`.

Un calcul par blocs, en tout point similaire au précédent, assure qu’en notant M̃ la matrice diagonale par

blocs M̃ = diag(M̃1, · · · , M̃s), on a M̃ eM̃ = D et donc avec B = PM̃P−1, on obtient :

BeB = PM̃ eM̃P−1 = PDP−1 = A
Finalement, on a écrit toute matrice A sous la forme BeB ce qui prouve que

A ∈Mn(C) 7→ AeA ∈Mn(C) est surjective.
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