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CORRIGE

TOPOLOGIE

DM 7

par David Blottiere, le 3 janvier 2024 a 21h12

Les corrigés des parties IV et V sont dus a Damien Broizat et Nicolas Basbois.

II — Propriétés topologiques de GL,(R)
Soit un entier n > 2.

Q1. — Lensemble GL, (R) est-il fermé .#,(R)?

Considérons la norme || - ||, sur .4, (R) (le choix n'importe pas car toutes les normes sont équivalentes sur

de matrices de GL, (R) converge vers la

ce R-espace vectoriel normé de dimension finie). La suite (% -1 n)
keN*

matrice non inversible 0 4, ) car :

1
—-1,-0 == =——(
|-vam] -z
Lensemble GL, (R) n’'est donc pas une partie fermée de GL,,(R). ]
Q2. — Démontrer que 'ensemble GL, (R) est ouvert dans .4, (R).
Pour tout A€ 4,(R) :
n
det(A) = Y &) [[[Alkow
o€eSy, k=1
est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A. Lapplication :
MR — R
det | 4 . det(a)
est donc continue. Comme I’ensemble R* est une partie ouverte de R, la partie :
GL,(R) =det™ ! (R¥)
[

est une partie ouverte de .4, (R), comme préimage d'un ouvert du but d'une application continue.

Q3. — Soit M un élément de .4, (R). Justifier que :
dp>0, VA€]0,pl, M-A-TI,€GL,(R).

o La partie :
A:={x€Rsg : x estvaleur propre de M}

de R est finie. On pose :

| min(A) siA#@
T 1 sinon.
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« Soit A €]0, p[. Comme A n’est pas valeur propre de M :
det(M—A-I,) = (-D" - ym(A) £0
douM-A-I,eGL,(R). [

Q4. — Démontrer que 'ensemble GL, (R) est dense dans .4, (R).

Soient M € 4, (R) et p >0 comme dans la question précédente. Pour tout € €]0, p[ :
€
M= = I € Boo (M,€) N GLy (R (1 nlloo =1]

et donc By, (M, €) N GL,(R) # @. [ |

Q5. — Si A et B sont deux matrices de .4, (R), démontrer que les matrices AB et BA ont méme polyndme caracté-

R 1
ristique. A 'aide des matrices A = ( 0 g ) etB= ( (1) 8 ), prouver que le résultat n’est pas vrai pour les polyndomes

minimaux.

o Fixons (A, B) € R x 4, R).
e Pourtout Ae .4,R):

n n n
det(AB—A-1,)= Y €0)- [[(A-I,— ABlgowy = Y €(0)-[] (Aék,g(k)— Y [Alke[Bleow
g€S;, k=1 o€ES, k=1 /=1

est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A. Lapplication :

My R) — R
Py A — yap)=det(AB-A-Ip)

est donc continue. De méme, on établit la continuité de I'application :

MR — R
1 A  — ypa)=det(BA-A-I).

« Soit A€ GL,(R).
f(A) =det(AB—A-1I,) = det(A) det(B— - A™!) = det(B—A- A1) det(A) = det (BA— A~ I,,) = g(A).

 Les applications f et g sont continues et coincident sur la partie GL,(R) de .4, (R). Elles coincident donc
sur tout .4, (R), i.e. :
(x)  VAedn(R), xas)=yxpa(d).

o Le résultat (%) ayant été établi pour un couple (A, B) € R x 4, (R) quelconque, il vient :
V(A B)€My(R?* VYAER, yap(A)=yxpad).
Comme le corps R est infini, nous en déduisons que :
V(A B) € MyR)?, xap=xpa lidentité dans R[X]].
» Considérons les matrices diagonales par blocs :
A:=Diag(E1,1,0.4, ,®) € MnR) et B:=Diag(E21,0.4, ,®) € Hn®).
Avec un calcul par blocs nous obtenons :
AB=04,® et BA=B

d'Ol\lﬂAB:X#XZ:ﬂBA. |
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Q6. — Démontrer que GL, (R) n’est pas connexe par arcs.

Raisonnons par I'absurde et supposons que GL, (R) est connexe par arcs. Comme I'application :

MR — R

det | "4 . dera)

est continue (cf. question 2) :
I:=det(GL,(R)) = {det(A4) : Ae GL,[R)}
est une partie connexe par arcs de R, donc un intervalle. Les matrices diagonales :
I, et I,-2-E;

‘sont inversibles et ont pour déterminants respectifs 1 et —1. Ainsi —1 et 1 appartiennent a I'intervalle /. Par

suite 0 € I et donc :
JAeGL,(R), det(A)=0 [contradiction] .

III — Théoréme de d’Alembert-Gaull
Soit P un polyndéme a coefficients complexes de degré d > 1.

Q7. — Soit zg € C tel que |P(zp)| > 0. Démontrer que :

dzeC, |P(z)|<|P(z0)l.

e Cas ol zp =0 et P(0) = 1. Nous supposons que P est un polynéme a coefficients complexes de degré d > 1
tel que P(0) = 1 et démontrons qu'’il existe un nombre complexe z’ tel que P(z') < 1.

Si m > 1 désigne la multiplicité de la racine 0 du polynéme P —1 et Q € C[X] désigne le quotient de la division
euclidienne de P — 1 par X", nous pouvons écrire :

(x) VzeC, P(z)=1+z"-Q(2)

ol Q(0) # 0. Comme 0 est racine du polynéme Q—Q(0), il existe R € C[X] tel que Q = Q(0)+ X R. Ainsi, I'identité
(%) peut-elle se réécrire :
(x%) VzeC, P(z)=1+Q(0)z"+z""R(z).

m 1 .z0
(= \/jel m
r

de sorte que Q(0) ("™ = —1. De (xx) on déduit alors :

Soient (r,0) € R* x R tel que Q(0) = ref et:

VzeC, P(z0)=1-z"+z""1{"1R(z2)
puis, en spécialisant a un nombre réel compris entre O et 1 :
Vxe[0,1], [PExOIS|1-x™]+|x™ " RE )| =1-x"+x™ |x{"™ 'R x)|.
Par continuité d'une application polynomiale en 0 :

x(™RCx) — 0
x—0

etdonc:
1

36>0, VxeR, [xI<d=[x{"'R(x)|< >
Ainsi pour x:=min{1,8} >0:

1 1
IP(x)|=1-x"+x" |x(’"+1R((x)|<1—x’"+5x’"=1—5xm<1.
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Le nombre complexe z' := x{ convient donc.
» Cas général. Soient P un polynoéme a coefficients complexes de degré d > 1 et zj € C tel que |P(zp)| > 0. Le
polynéme :
P(X +zp)
P(z)

est un polynome a coefficients complexes de degré d > 1 tel que P(0) = 1. D’apres le premier cas étudié, il
existe un nombre complexe z' tel que :

Q:=

|Q(z)| <1

ie.:
|P(2' + z0)| < |P(z0)].

Le nombre complexe z := z’ + zg vérifie donc |P(z)| < |P(z)|.

Cette inégalité est attribuée a Argand (1768-1822), qui l'établit par voie géométrique cf. [PDF]. ]

Q8. — Démontrer que :
VR>0, Ir>0, Vze(C, |z|>r = |P(z)|>R.

Soit R > 0. Si, pour tout k € [0, d], a est le coefficient de degré k de P, alors, pour tout z€ C:

d d-1 d-1
IP(2) =Y ap2k|>lagll21 - | Y ax2* >|ad||z|d—(z |ak||z|")=o(|z|)
k=0 k=0 k=0

d-1
o1 Q:=ayl X% - (Z lagl X*| € RIX]. Comme:

k=0

+00

—

Q) ~ laglx®
X—+00

X—

il existe r > 0 tel que :
VxeR, x>r=Q(x)>R.

Si z € C vérifie |z| > r, alors :
[P(2)| = Q(lz]) > r.

Q9. — Démontrer que :
dzmeC, VzeC, [P(zp)l<|P(2)].

Comme P n’est pas un polyndome constant, il existe zg € C tel que P(zg) # 0. En appliquant le résultat précédent
avec R — |P(zp)| > 0, nous obtenons :

Ir>0, VzeC, |z|>r= |P(2)|>|P(z9)|
et remarquons que |zp| < r. Lensemble :
D(0,r):={zeC: |z|<r}

est fermé, borné donc compact et I'application :

DO, r) — R
% — |P(2)|

est continue, puis que le polynome P et I'application « module » le sont). D’apres le théoréme des bornes
atteintes, il existe z,, € D(0, r) tel que :

(x) VzeD(,r), [P(zm)l<I|P(2)l.


https://www.apmep.fr/IMG/pdf/AAA06011.pdf
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D’autre part, comme 2y € D(0, 1) :

(x*%) VzeC\D(,r), [P(zm)l<I|P(z0)|<|P(2)|.

De (%) et (x %), nous déduisons que :
VzeC, [Pzl <I|P(2)].

Q10. — Déduire de ce qui préceéde que la polyndme P posséde une racine complexe (théoréeme de d’Alembert-GauR).

Nous raisonnons par ’absurde et supposons que :
(x) VZ'eC, P(Z)#O0.
La question précédente livre un nombre complexe z, tel que :
VzeC, [P(zn)l<IP(2)l.

Puisque |P(z;)| > 0 (cf. (%)), I'inégalité d’Argand nous apprend qu'il existe un nombre complexe z; tel que
|P(z1)| < |P(z;,)|. Il vient ainsi :

[P(z1)| < |P(zm)| < |P(z1)] [contradiction] .

IV — Théoreme d’approximation polynomiale de Weierstral}

Soient a et b des réels tels que a < b. Le R-espace vectoriel € ([a, b],R) est muni de la normel| - || définie par :

Vfe€labLR), |[fl|l,= sup_ |f ().
x€la,

Le symbole 27 désigne la sous-R-algebre de 6 ([a, b],R) formée des fonctions polynomiales. Nous nous proposons de
donner une démonstration probabiliste du théoreme d’approximation polynomiale de Weierstrafs énoncé ci-dessous.

Théoréme (Weierstrall) — Lensemble &2 est dense dans l'espace vectoriel normé (€ ([a, b],R), || - lloo), i.e. :

v fe€(a blR), H(Pn)neNee@N, anf

n—+oo

Nous notons f: [0,1] —— R est une fonction continue, n un entier naturel non nul et x € [0, 1]. Nous posons :
- (7 k\ ok n—k " ;
By(f)=) r fl=]x*a-x [polynéme de Bernstein| .
k=0 h

Soit S;, une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale 98(n, x).

Q11.— Démontrer que :

Va>0, P(S,—nx|l>na)< —.
dna

Puisque S;, suit la loi binomiale 28(n, x), 'espérance de S;, est E (S,,) = nx et sa variance est V (S;) = nx(1 — x).
Appliquons alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(Sn)
ﬁz

VB>0, P(ISp—E(Sp)l>p)<
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En choisissant = na (avec a > 0), on obtient ainsi :

nx(1-x)  x(1-x)
n2a? na?

P(|S;,—nx|>na) <

Mais le polynéme x — x(1 — x), qui a pour racines 0 et 1, atteint son maximum en x = 1/2, et ce maximum
vaut 1/4. On a donc la majoration :

P(|S;, — nx|>na) <

4na?
]
Q12. — Soit la variable aléatoire f (S—rf) Démontrer que son espérance vérifie :
S
E(f(—)) = Bu(f)(x).
n
D’apres la formule de transfert, on a, puisque S, (Q) = [0, n] :
Sy Z k
Ef|2]|=Y PSu=kf|=
(5= g rea=nr(3)
Mais par définition de la loi binomiale, P (S, = k) = ( Z ) x*(1 - x)" ¥ pour tout k € [0, n], donc :
Sa\\_ v n ).k n-k o[ K\ _
) 2 e e
[

Q13. — Soit € > 0. Justifier simplement que :

3a>0, Y(abel0,1% la-bl<a= |fla)-fb)|<e

puis majorer , pour tout entier k entre 0 et n vérifiant <a.

k
——x
n

f(g)—f(x)

Soit € > 0. La fonction f est continue sur le compact [0, 1], donc uniformément continue (c’est le théoréeme de
Heine). Il existe donc un réel a > 0 tel que :

V(a,b)€(0,11?, la-bl<a=|f(a)-f(b)l<e

Pour tout entier k € [0, n], on a alors 0 < ”—; < 1, donc en utilisant I'implication précédente avec a = %, on en

déduit :

k
Vxel0,1], |[—-—-x <E.
n

<a=>‘f(§)—f(x)

Q14. — Justifier que:

>al.

2 (f(g)—f(x)) P(S,=k) <2||f||oop(‘s_n”_x

—x|>a

Il

D’apres I'inégalité triangulaire :
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k k
Z (f(;)—f(x))P(5n=k) < Z ’f(;)—f(x) P(S,=k)
0<k<n, %7x’>a 0<k<n, %7x’>a
< > 2l fllooP (Sp = k)
0<k<n, %7x|>a
=2| flloo X P L Sn=Kk[,
0<k<n, %7xl>a
la réunion étant disjointe. Mais pour toutw € Q,on a:
k
weE L] (Sp,=k)=3ke{0,---,n},|——x|>aetS, () =k
0<k<n,|§—x|>a n
Sn(w)
= —-x|>a
n
5=+
—Swe||l—-x|>af,
n
e Sn
ce qui fait que P L] Sp=k |=P||=—x|>al.
n

0§k§n,|%—x|>a

La majoration de la somme étudiée se réécrit donc :

Sn
—= =3
n

> UTS)—fuﬂPwn=k)<zwmmxp(

>al.

Q15. — Démontrer que:
AngeN, Vn>ng, VYxel0,1], |Bu(f)(x)—f(x)|<2¢

puis conclure.

o Démonstration du théoreme de Weierstrald pour une fonction continue sur [0, 1].
Soit € > 0. Considérons le réel @ > 0 introduit dans la question 13.

Fixons x € [0,1]. Pour estimer la différence |Bn( Nx)-f (x)|, il suffit de réécrire f(x) sous la forme d’'une
somme :

n
VYxel[0,1], fx)=)_ ( Z ) 1 -x"*fx) [formule du binome].
k=0

On a alors :

|Br(H)(x)— f0)] =

i( . )x’“u—x)"*kf(%)—i( . )xk(l—x)"*’“f(x)

k=0 k=0

kio (f(%) —f(x))P(Sn = k)

Décomposons alors cette somme suivant les indices k € [0, ] tels que |§ - x| < a et suivant ceux tels que
k .
’ﬁ - X) >
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IB.(Hx) - f)|=| ) (f(%)—f(x))p(s,l:kn > (f(%)‘f(x))P(SnZk)

k_
[

f(%)—f(x) P(Sp=k)+ kZ (f(%)—f(x))P(Snzk).

—x|<a Efx’>a

Sl

D’apresla question 13, ona ‘f (%) - fx) | < e pour tous les k tels que | % = x| < . On en déduit une majoration
de la premiére somme :

y f(%)—f(x)P(Snzk)gex Y PGSu=k<e
e e
—
<PQ)

Quant a la deuxiéme somme, on peut la majorer en utilisant le résultat de la question 14 :

k S
Y (f(;)—f(x))P(Sn:k) <2||f||ooxP(7"—x >a).
|65 ]a
OrP( S—r:‘ —x‘ > a) =P (S, —nx|>na) < ﬁ (d’apres la question 11), donc :
k o 1l
Z (f(ﬂ) f(x))P(Sn_k) <2na2'

k
P

A ce stade, on a montré :

Ye>0, Ja>0, VYneN, Vxe[0,1], |Bx(Hx)-fx)|<e+ if"";’.
na
Reste a choisir 7 « suffisamment grand ». En posant ng = E (%) +1,ona:

Vn>ng, Vxel0,1], |Bu(f)(x)-f(x)]< 2e.

Finalement, on a établi que :

Ye>0, AngeN, VYn>ng, VYxel0,1], |B,()x)-[f(x)|<2e.

ce qui signifie exactement que la suite des polynomes de Bernstein (B, (f)) nen Converge uniformément vers
f sur [0,1]. La fonction f étant une quelconque fonction continue de [0,1], on a démontré le théoreme de
Weierstral sur [0, 1].

¢ Démonstration du théoreme de Weierstrald pour une fonction continue sur un segment [a, b] quelconque.
Soient a, b des réelstelsque a< b et f: [a, b] R une fonction continue.
Les applications :

01 — la, b] la,b] — [0,1]
a

7 et e
X — a+xb-a) X — s

sont bien définies, polynomiales (donc continues) et réciproques I'une de I'autre.
La fonction f o ¢ est continue sur [0, 1]. D’aprés le premier cas démontré :

(*) sup{B,(fop)(x) - flpx)) : xe[0,1]} —— 0.

n—+oo

[| Bn(fo@)=Fop || oo, 0,11

Comme :
VneN, Vxe[0,1], Bu(fop)(x)— flpx)=Bn(fop)yipx)) - flp(x)

et ¢ est surjective, il vient :

{Bu(fo@)(x)— f(@(x)) : x€[0,1]} ={Bu(fop)w(w)— f(w) : uela,bl}
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puis :
sup{B,(f o) (x) - f(p(x) : x€ 0,11} =sup{Bn(f o p)(y(w) - f(w) : ue a,bl}.

[|Bu(fo@)=fop |l oo i0.1) [| Bu(fo@)ow=f oo a1

D’apres (%), la suite de fonctions (B, (f o ¢) o) nen converge donc uniformément vers la fonction f sur [a, b].
Comme pour tout n € N, la fonction B, (f o) oy est polynomiale (composée des deux fonctions polynomiales

B, (f o) ety), le théoreme de Weierstrall est démontré.
|

V — Une application du théoréme d’approximation polynomiale de Weierstrafd

Soit R[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Soient N et N, deux applications définies sur R[X]
par:

R[X] — R, RX] — R,
N P —  sup |P(x)] et N P — sup |P(x)|
xe[-2,-1] xe[1,2]

Q16. — Vérifier que N; est une norme sur R[X]. On admettra que N> en est également une.

o Lapplication N; est bien définie (car tout polynome P € R[X] est continu, donc borné sur le segment
[—2,—1]) et clairement positive.

e Si N;(P) = 0, alors sup_, _1;IPl = 0, ce qui signifie que la fonction positive |P| est nulle sur le segment
[-2,—1]. Le polynome P possede alors une infinité de racines, ce qui entraine P = 0.

 Pour tout (A4, P) e RxR[X],ona:

Ni(AP)= sup [AP|(x)= sup [AMIP(x)|=[AIx sup [P(x)
x€[-2,-1] xe[-2,-1] xe[-2,-1]

(car la constante |A| est positive). Donc Nj (AP) = |A| Ny (P).
e Pour tous polynémes P, Q de R[X] et pour tout x € [-2,—1],on a:

[P+ Ql(x) = |P(x) + Q)| < [P(X)] +[Q(x)| < Ni(P) + N1(Q),

puisque |P(x)| < N1 (P) et |Q(x)| < N1(Q).
Le réel N; (P) + N;(Q) est un majorant de 'ensemble {|P + Q|(x), x € [-2,—1]}. Il est donc plus grand que la
borne supérieure de cet ensemble, i.e. :

N1 (P)+ N1(Q) = sup{|P + Q|(x), x € [-2,-1]} = N1 (P + Q)

On note f la fonction définie sur l'intervalle [-2,2] par :
[-2,2] — R
r x?  sixe[-2,-1]
X — 1 sixe]l-1,1]
X sixell,2].

Q17. — Représenter graphiquement la fonction f sur l'intervalle [-2,2] et justifier I'existence d'une suite de fonc-
tions polynomes (P;,) ,en qui converge uniformément vers la fonction f sur [-2,2].

Nous donnons tout d’abord I'allure de la représentation graphique de la fonction f.
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8 A
7+
(gf 6 +
5+
4 +
24
=2 =1l 1 2

La fonction f étant clairement continue sur [-2,2]. Il existe donc, d’apres le théoréme de Weierstrass, une
suite de polyndémes (Pj) ,eny qui converge uniformément vers f sur [-2,2].
Cela signifie que :

su P,(x)- f(x)| —— 0.
Sup [Pn0) = f S

Q18. — Démontrer que la suite de polynémes (P;,) ,en converge vers X 2 dans (R[X], Ny).

Comme f coincide avec la fonction polynomiale x — x%sur[-2,—1],0na:

0< N (Pr—X?):= sup |Pu(x)—x*|= sup [Py(x)-f®)|< sup |Pp(x)-f(x)].
x€(-2,—-1] x€[-2,-1] xe[-2,2]

Par théoreme d’encadrement :

Nl(Pn_fl) 0

n—+oo

ce qui prouve que, dans 'espace normé (R[X], N;), la suite (P,),cn converge vers le polynéme X2 ]

Q19. — Etudier la convergence de la suite de polynomes (P,) nen dans (R[X], Na).

De maniere analogue, dans I'espace normé (R[X], N>), la méme suite (P,),en converge vers le polyndome X3
puisque f coincide avec la fonction polynomiale x — x3 sur [1,2]. ]

VI — Intérieur de 'ensemble des matrices réelles diagonalisables
Soient un entiern > 2.

Q20. — Démontrer que :
Q= {P € R;,[X] : P estnon nul et possede n racines réelles distinctes}

est un ouvert de R, [X].
Soit P € O, de coefficient dominant noté c. Alors, il existe des réels a; < a» <...< a, tels que :
n
(x) P=c- [[X-ap.

i=1

» Analyse du signe du polynome P. Grace al'identité (%), nous pouvons établir que le signe de P est :

— sgn(c- (- sur]—oo,a1[;

10
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— sgn(c- (—1)"”“) sur Jag, @41 [, pour tout k€ [1,n—1];
— sgn(c) sur |ay, +ool.

Le signe de P change donc en chacune de ses racines.
e Choix d'une norme sur R, [X] adaptée au polyndme P. Nous munissons R, [X] de la norme :

Ry[X] — R,

N Q —  sup{lQ)| : x€ a1 —1,a,+1]}

e Heuristique La norme N est la
norme de la convergence uniforme 3
sur le segment [a; — 1,a, + 1]. Soit €pOUP = (X+2) (X+ TO) (X-1)
Q € R,[X]. Alors Q est « proche »
de P pour la norme N si et seule-
ment si € est située dans un tube
«mince » autour de €p au-dessus du
segment [a; — 1,a, + 1]. On conjec-
ture que, si 6 est dans un tube « suf-
fisamment mince » autour de 6p au-
dessus du segment [a; — 1,a, + 1],
alors Q changera suffisamment de fois
de signe, pour avoir n racines réelles
distinctes (théoréeme des valeurs in-
termédiaires). Nous quantifions a pré-

sent cette approche qualitative.
o Choix du rayon de la boule centrée en P pour la norme N. Pour tout k € [1,n — 1], soit By € [k, @x+1] tel

que:

|P(Br)| =sup{|P(x)| : x€ [ag, aks1]} >0 [théoréme des bornes atteintes] .

On pose également By = a; — 1 et B, = a, + 1 afin ’homogénéiser les notations. Nous introduisons alors
e:=min{|P(Bo)|,|P(B1)],....|P(Bn-1)|,|PB)|} >0

de sorte que :
P(Bx) =€ siP(Br)>0

Vk€[[0,n]]y {_P(‘Bk)>g si P(Bx) <O0.

Nous démontrons que :
¥p:={Q€eR,[X] : NQ-P)<¢} [ouvert de R, [X] car boule ouverte pour la norme N|

vérifie 7p c Q.
e L'inclusion 7p € Q,,. Soit Q € 7p. Alors Q € R,[X] et :

Vxe[fo,Bnl, 1Q(x)-Px)<e.
En particulier :
Vke[o,n], P(Br)—e<Q(Br) <P(Pi) +e.
Nous en déduisons que :

QBr) >P(Br)—e=0 siP(Br)>0
QBr) <P(Pr)+e<0 siP(fy)<O0.

Nous en déduisons que le polynéme Q est non nul et que, pour tout k € [0, n], les nombres P(fy) et Q(Bx) ont
méme signe. D’apres I'étude du signe de P, nous savons alors que :

Vke[0o,n-1], QBr) Q(Bk+1) <O.

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet alors d’affirmer que le polynéme Q s’annule (au moins)
une fois sur l'intervalle ] B, Bx+1[, pour tout k € [0, n — 1]. Le polyndme Q, que nous savions déja non nul,
s’annule en 7 points réels distincts. Il appartient donc a Q,.

« Conclusion. D’apres ce qui précede, | J 7» < Q,.Comme, pour tout P € Q,, P € ¥p, I'inclusion réciproque

vke[o,n], {

PeQ,
est claire. Ainsi :
Q.= U %
PeqQ,
est un ouvert de R, [X], comme réunion d'un nombre quelconque d’ouverts de R, [X]. ]
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Q21. — Démontrer que:
Uy :={A€ M,R) : Apossede n valeurs propres réelles distinctes }

est un ouvert de .4, (R).

L'application :
Mpu(R) —  Ry[X]
A —_— XA

est bien définie. Elle est en outre continue, puisque pour tout A € .4, (R), les coefficients du polynéme y 4
sont des polyndmes en les coefficients de la matrice A. D’apres la question précédente :

Uy = X_I(Qn)

est un ouvert de .4, (R). [}

Q22. — Démontrer que %, est'intérieur de :

2, (R):={Ae.,(R) : AestdiagonalisablesurR}.

o Lintérieur 2;,(R) de 2/,(R) est le plus grand ouvert de .4, (R) inclus dans 2/, (R).
e Une matrice de .4, (R) possédant n valeurs propres réelles distinctes est diagonalisable sur R d’apres le
cours. Ainsi %, € 2),(R). D’apres la question précédente, nous en déduisons :

o

*) Un<P,R).

» Nous démontrons que l'inclusion (x) est une égalité, en raisonnant par 'absurde. Supposons donc qu'’il

existe une matrice A € QZTR) qui possede une valeur propre réelle de multiplicité au moins 2. Soient A une
telle valeur propre de A et m > 2 sa multiplicité. Il existe donc une matrice P € GL,(R) etdesréels A ,,,41,..., 1,
distincts de A tels que :
A=Pdiag(A,...,A, Ams1,..., An) P71
L'application :
MR — R,
Nl — sup{[P~'MP|,; : G, e 1, ]}

o

est une norme sur .4, (R). Comme A€ 2/,(R) :

(x%) 3r>0, Bn(AT1)<2,R) <2, R).

La matrice : .
B:=P(diag(A,..., A Amst, s A) + 5 ‘B P!

~

I
r
vérifie N(B - A) = B < r donc appartient a By (A, r). D’apres (xx), la matrice B est alors diagonalisable sur

R. La matrice T, semblable a B, est donc également diagonalisable sur R. Or A est valeur propre de 7, de
multiplicité m et :
dim (E)(T)=m—-1 [contradiction] .
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