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TOPOLOGIE

par David Blottiere, le 2 janvier 2024 a 09h58

I — Consignes
(C1) — Ledevoir est a remettre le mardi 28 novembre.
(C2) — Les étudiants de MPI traiteront les parties II, III, IV et V, ceux de MPI* les parties II, III, IV, V et VI.
(C3) — Vous attacherez la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
(C4) — Les copies mal présentées, manquant de soin ou souffrant d'un défaut patent d’argumentation ou ne res-
pectant pas toutes les régles énoncées en (C3) ne seront pas corrigées.
II — Propriétés topologiques de GL,(R)
Soit un entiern > 2.
Q1. — Lensemble GL,(R) est-il fermé .4, (R)?
Q2. — Démontrer que 'ensemble GL, (R) est ouvert dans .4, (R).

Q3. — Soit M un élément de .« (R). Justifier que :

3p>0, VA€)0,p, M-Al,€GL,R).

Q4. — Démontrer que 'ensemble GL, (R) est dense dans .4, (R).
Q5. — Si A et B sont deux matrices de .4, (R), démontrer que les matrices AB et BA ont méme polyndme caracté-

R 1 0 0 0
ristique. A I'aide des matrices A = ( 0 0 ) etB= ( 1 o ), prouver que le résultat n’est pas vrai pour les polynémes

minimaux.

Q6. — Démontrer que GL,(R) n'est pas connexe par arcs.

III — Théoréme de d’Alembert-Gauld
Soit P un polynome a coefficients complexes de degré d > 1.

Q7. — Soit zg € C tel que |P(zp)| > 0. Démontrer que :

3zeC, |P(2)|<|P(zp)l.

Q8. — Démontrer que :
VR>0, 3Ir>0, VzeC(C, |z|>r = |P(2)|>R.

Q9. — Démontrer que :
dz,€C, VzeC, |P(zy)l<|P(2).

Q10. — Déduire de ce qui préceéde que la polyndme P possede une racine complexe (théoreme de d’Alembert-Gaulfd).
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IV — Théoreme d’approximation polynomiale de Weierstral}

Soient a et b des réels tels que a < b. Le R-espace vectoriel € ([a, b],R) est muni de la normel| - ||, définie par :

Vfe€(a,b,R), ||f|ls= sup [f)].
x€la,b]

Le symbole 27 désigne la sous-R-algebre de 6 ([a, b],R) formée des fonctions polynomiales. Nous nous proposons de
donner une démonstration probabiliste du théoreme d’'approximation polynomiale de Weierstrafs énoncé ci-dessous.

Théoreme (WeierstraB) — Lensemble 2 est dense dans l'espace vectoriel normé (€ ([a, b],R), || - lloo), i.€. :

Vfe6(abl,R), IPpnene®N, P,le, p

n—+oo

Nous notons f: [0,11 —— R est une fonction continue, n un entier naturel non nul et x € [0, 1]. Nous posons :

n
B,(f)=) (:) f(%) x*a-x)"*  [polynome de Bernstein].
k=0

Soit S;, une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale 8(n, x).

Q11.— Démontrer que:

Ya>0, P(S,—nxl>na)< 7
dna

Q12. — Soit la variable aléatoire f (S—rf) Démontrer que son espérance vérifie :

E(f(s—,:)) = By (/) (x).

Q13. — Soit € > 0. Justifier simplement que :

3a>0, Y(abel0,1? l|a-bl<a= |f@-fb)|<e

uis majorer , pour tout entier k entre 0 et n vérifiant | — — x| < a.
p j pour tout entier k entre 0 et n vérifiant <
n

k
f(ﬁ)—f(x)
Q14. — Justifier que:

Sn
——Xx
n

>al.

2 (f(g)—f(x)) P(Sp=k) <2||f||ooP(

Q15. — Démontrer que :
AngeN, Vn>ng, VYxel0,1], |B,(f)(x)—f(x)|<2¢

puis conclure.

V — Une application du théoréme d’approximation polynomiale de Weierstrafd

Soit R[X] I'espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels. Soient N et N, deux applications définies sur R[X]
par:

RIX] — R, R(X] — R,
Ny P — sup |P(x)| et Ny P — sup |P(x)|
xe[-2,-1] xell,2]

Q16. — Vérifier que N; est une norme sur R[X]. On admettra que N, en est également une.
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On note f la fonction définie sur l'intervalle [-2,2] par :

[-2,2] — R
f X% sixe[-2,-1]
X — 1 sixel-1,1[

X3 sixe[1,2].

Q17. — Représenter graphiquement la fonction f sur l'intervalle [-2,2] et justifier I'existence d'une suite de fonc-
tions polynomes (P;) ,en qui converge uniformément vers la fonction f sur [-2,2].

Q18. — Démontrer que la suite de polynémes (P;,) ,en converge vers X2 dans (R[X], Ny).

Q19. — Etudierla convergence de la suite de polynémes (P,) ,en dans (R[X], No).

VI — Intérieur de 'ensemble des matrices réelles diagonalisables

Soient un entier n > 2.
Q20. — Démontrer que :

Q,:={PeR,[X] : Pestnon nul et possede n racines réelles distinctes}
est un ouvert de R, [ X].
Q21. — Démontrer que :
Uy :={A€ M,R) : Apossede n valeurs propres réelles distinctes }

est un ouvert de .4, (R).

Q22. — Démontrer que %, est'intérieur de :

2,(R):={A€c.t,®R) : AestdiagonalisablesurR}.



