LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

DEVELOPPEMENTS LIMITES REVISIONS

par David Blottiere, le 31 aotit 2023 a 22h47 7

«Les charmes enchanteurs de cette sublime science [les mathématiques] ne se décelent dans toute leur
beauté qu’a ceux qui ont le courage de I'approfondir. »
Carl Friedrich Gau
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§ 1. PREAMBULE

On s’intéresse au comportement local d'une fonction f définie sur un intervalle I de R, i.e. a son comportement autour d'un point fixé a de I.

Quand la fonction est de classe € sur I, il existe parmi les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n une fonction qui approxime
au mieux la fonction f. Précisément, il existe un unique (ay,...,ap) € R"*! tels que:

n
f0-Y ap-(x-a*
k=0

(x—a) x—a
ce que I'on écrit aussi :
n
flo = Zak~(x—a)k+o((x—a)”)
X—a k=0

et que 'on nomme « développement limité de f en a a 'ordre n ».

Cette notion met en jeu une technique calculatoire particuliere qu’il convient de bien maitriser, en plus de la table des développements limités
usuels.

Les applications de cette théorie sont nombreuses, e.g. :
o études de limites éventuelles;

o études de continuité et de dérivabilité;

o recherches d’asymptotes;

o recherches d’équivalents.

Un énoncé de nature globale, fondamental, apparait aussi ici : la formule de Taylor avec reste intégral, qui nous permet, par exemple, d’établir

L. 1
que la série Z — converge et que:
n!
n=0

§ 2. UNE ILLUSTRATION GRAPHIQUE DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Ci-dessous, on a représenté en rouge une portion du graphe de la fonction :
x+—In(1+x)

et en doré des portions des courbes représentatives des polynémes de Taylor de cette fonction en x = 0 pour les ordres 1,2,3.
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Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3
x2 2 i3
In(1+x) xiox+0(x) In(1+x) xiox—?+o(x2) In(1+x) xiox—?+?+o(x3)
1T 1T 1T 2 3
=x—-—+—=
y=x v 2 "3
y=In(x) y=In(x)
} I
0 1 0 1 0 1

On observe que la qualité de 'approximation croit avec I’ordre.

§ 3. COURS

Les documents supports sont :

« lapartie 6 du polycopié de cours sur les polynémes [PDF];
« le polycopié de cours sur I'analyse asymptotique [PDF];
 la partie 7 du polycopié de cours sur I'intégration [PDF].

On commencera par revoir les fonctions polynomiales, en prenant le temps de confronter ces objets avec les polynomes. Quand le corps est
infini (nous verrons des exemples de corps finis dans I’année), on peut confondre polynomes et fonctions polynomiales sans risque.

Viendra ensuite le temps de s’intéresser a'’approximation d'une fonction « suffisamment réguliere » par une fonction polynomiale, en précisant
ce qu’'on entend par « approximation ».

Soient I un intervalle de R, a€ I, ne N et f € €"*1(I,C). On introduit le polynome de Taylor d’ordre n de f en a:
n f(k) (a)

Tna:= Z

k=0 K

X -a)*

etlereste d’'ordre nde f en a, Ry, q € % (I,C), défini par :

Vxel Rpax)=fx)—Tnalx)
de sorte que :

Vxel f(x)=Tpa(x)+Ryalx).
On dispose alors de trois propriétés, qui apportent une information sur Ry, 4.

(A) Formule de Taylor-Young

(n+1)( )
Rp,a(x) a f(nT)L'l (x_a)n+l +0((x— a)n+1)

il 10 k n+1
f(X)xfakgo 0 k- +o((x7a) )

On connaitra une démonstration de ce résultat, riche d’applications.

Ensuite, on reverra la notion de développement limité :
« existence et unicité de la partie réguliere;
« développements limités de référence (table a connaitre par coeur);

o intégration d'un développement limité;


http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre16.pdf
http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre17.pdf
http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre21.pdf
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« somme et produit de développements limités;

o composée de développements limités.

Enfin, on passera un temps substantiel a bien comprendre la partie 6 du polycopié de cours sur I'analyse asymptotique [PDF], qui recele
applications importantes des développements limités.

(B) Formule de Taylor avec reste intégral

X —t n
Vxel, Rn,a(x)=f %f”’*”m de.
a .

On la démontre classiquement par récurrence, a I’aide d’'une intégration par parties (cette démonstration doit étre sue et comprise).
Le cas n = 0 correspond précisément au théoreme fondamental de I'analyse. Il s’agit d'une formule de nature globale (elle vaut sur I tout
entier).

(C) Inégalité de Taylor-Lagrange

S’il existe M € R tel que, pour tout x € I, ’f("“) (x)| < M, alors
lx— all’H—l

Vxel, |Rn,a(x)| < NTTSIE

Elle se déduit de la formule de Taylor avec reste intégral, en utilisant la majoration d’'une intégrale en valeur absolue et la croissance de I'inté-
grale.

Ce travail sur le cours est fondamental.

§ 4. VOISINAGES D’UN POINT DE R

ENONCE DE EXERCICE 1 UN CORRIGE

Q1. — Soit a € R. Enoncer la définition d’'un voisinage du point a.

Q2. — Enoncer la définition d’un voisinage de +oo.

[
§ 5. COMPARAISON DES MONOMES AU VOISINAGE DE 0 ET DE +00
ENONCE DE ’EXERCICE 2 UN CORRIGE
Soit (p, q) € Z2.
Q1. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et g, pour que x” = o (xq].
x—
Q2. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et g, pour que x” = O(x9).
x—
Q3. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et ¢, pour que x? oo © (x9).
—+00
Q4. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et g, pour que x? Pt O(x9).
—+00
L


http://www.dblottiere.org/mp2i/Chapitre17.pdf
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§ 6. VRAI-FAUX SUR LES EQUIVALENTS

ENONCE DE LEXERCICE 3 UN CORRIGE

Soit a € RU {—o0, +00}.

Soient f, g, ¢,y des fonctions de la variable réelle a valeurs complexes, définies sur un voisinage épointé 7 * de a (i.e. un voisinage de a, privé
du point a).

On suppose que les fonctions f, g, ¢,y ne s'annulent pas sur 7 *.

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses?

Silaréponse est « Vrai », alors démontrer le résultat. Sila réponse est « Faux », argumenter au moyen un contre-exemple.

0.

Q1. — Sif(x) a @(x) alors f(x) —(x)

X—a

Q2. — Sif(x)—@x) 0, alors f(x) a @(x).

X—a
Q3. — Sif(x) a p(x) et g(x) s w(x) alors f(x)+ g(x) a @(x)+y(x).
Q4. — Sif(x) a @(x) et g(x) a w(x) alors f(x)g(x) a @)W (x).

. 1 1
Q5. — Si f(x) a ¢ (x) alors m a W

. fx) Px)
Q6. — Si f(x) a @(x) et g(x) a ¥(x) alors ﬁ a m

Q7. —Sif(x) ~ o(x)alorsexp(f(x) ~ exp(p().
Q8. — Siles fonctions f et g sont a valeurs dans R et vérifient f(x) s @(x) alors In(f(x)) o In (¢p(x)).

Q9. — Sif(x) a @(x) et p(x) a w(x) alors f(x) a P(x).

§ 7. EQUIVALENTS ET SIGNES

ENONCE DE EXERCICE 4 UN CORRIGE

Soit a € R.
Soit 7 un voisinage de a. Il existe donc r e R5g telque Ja—r,a+r(c 7.
Soient f et g deux fonctions définies sur 7, a valeurs réelles, telles que f(x) a g(x).

On suppose que, pour tout x € 7, g(x) > 0. Démontrer qu'il existe p €]0, r[ tel que :

Vxela-p,a+pl, f(x)>0.

§ 8. EQUIVALENTS VERSUS O

ENONCE DE LEXERCICE 5 UN CORRIGE

Soit a € RU {—o0, +00}.
Soient f et g deux fonctions de la variable réelle a valeurs complexes, définies sur un voisinage épointé 7 de a.
On suppose que la fonction g ne s’annule sur 7. Démontrer |'équivalence suivante.

f@ ~ gn <= [ = gx+o(g)

—a
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§ 9. DERIVABILITE VERSUS EXISTENCE D’UN DL A ’ORDRE 1

ENONCE DE UEXERCICE 6 UN CORRIGE

Soit a € R.
Soit f une fonction de la variable réelle a valeurs complexes, définie sur un voisinage 7 de a.
Démontrer que la fonction f est dérivable en a si et seulement si la fonction f posséde un développement limité a I’ordre 1 au point a.

§ 10. SOMME DE TERMES EN PROGRESSION GEOMETRIQUE ET DL

ENONCE DE L'EXERCICE 7 UN CORRIGE

Soit n € N.

n
Q1. — Simplifier la somme Z xk, pour tout x €] —1,1[.
k=0

1
Q2. — En déduire que la fonction x — 1= admet un développement limité a I'ordre n au point x = 0. On explicitera ce DL.

Q3. — En déduire que les fonctions x — In(1 + x) et x — arctan(x) possedent des développements limités a tout ordre au point x = 0. On
explicitera ces DL.

L]
§ 11. NEUF CALCULS DE DEVELOPPEMENTS LIMITES
ENONCE DE EXERCICE 8 UN CORRIGE
. . . s - ) In(1+x)
Déterminer le développement limité en x = 0 al'ordre 4 de la fonction x — T x
L]
ENONCE DE ’EXERCICE 9 UN CORRIGE
1
Déterminer le développement limité en x = 0 al’ordre 4 de la fonction x — S L
xc+x+1
L]
ENONCE DE EXERCICE 10 UN CORRIGE
. . . o 1 . sin(x)
Déterminer le développement limité en x = 0 a'ordre 4 de la fonction x — In .
L]
ENONCE DE EXERCICE 11 UN CORRIGE
Déterminer le développement limité en x = 0 a 'ordre 4 de la fonction x — /1 + sin(x).
L]
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ENONCE DE ’EXERCICE 12 UN CORRIGE
8 X
Déterminer le développement limité en x = 0 a I'ordre 4 de la fonction x — tan | x — 3 + =
[
ENONCE DE EXERCICE 13 UN CORRIGE
Déterminer le développement limité en x = 0 al'ordre 4 de la fonction x — exp(Arcsin(x)).
[
ENONCE DE EXERCICE 14 UN CORRIGE
X
Déterminer le développement limité en x = 0 al'ordre 4 de la fonction x — eyl
\ tan(x
[
ENONCE DE ’EXERCICE 15 UN CORRIGE
. . . L . . ch(x) -1
Déterminer le développement limité en x = 0 a 'ordre 4 de la fonction x — s 1’
cos(x) —
O
ENONCE DE ’EXERCICE 16 UN CORRIGE
1
Déterminer le développement limité en x = 0 a 'ordre 4 de la fonction x — (1 +2x) T+x .
[
§ 12. CINQ APPLICATIONS DES DEVELOPPEMENTS LIMITES
ENONCE DE EXERCICE 17 UN CORRIGE
Calculer le développement limité en x = 0 a 'ordre 2 de x — In(e + x), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
[
ENONCE DE ’EXERCICE 18 UN CORRIGE
1
) a®+b*\x
Etudier la limite éventuelle de [ 3 ) quand x tend vers 0, oua>0et b>0.
[
ENONCE DE EXERCICE 19 UN CORRIGE
) Vx+3- V3x+5
Etudier la limite éventuelle d¢ ——————~~— quand x tend vers 1.
1-tan (—]
4
[
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ENONCE DE L'EXERCICE 20 UN CORRIGE

Pour tout (a, b) € R?, on note fa,pla fonction définie par :

t +a+b
InQ+n-t ¢ 2

fa,b: t

Q1. — A quelle condition sur (g, b) € R, la fonction fa,p est-elle prolongeable par continuité en 0?

Q2. — On suppose que les réels a et b sont tels que la fonction f,, ;, est prolongeable par continuité en 0. On note (abusivement) f,, ;, le prolonge-
ment par continuité de f, , en 0. La fonction f,, j, est-elle dérivable en 07

[
ENONCE DE ’EXERCICE 21 UN CORRIGE
On fixe un repére du plan. Déterminer I'asymptote A en +oo de la courbe représentative € de la fonction
frx— Vx2+1+Va2-1
ainsi que la position relative de € par rapport a A au voisinage de +oo.
L]

§ 13. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET FONCTIONS RECIPROQUES =

ENONCE DE I’EXERCICE 22 UN CORRIGE

Soient I, J, K, L des intervalles de R contenant tous 0, et f: I —— J et g: K —— L deux applications.
On suppose que :

(H1) les fonctions f et g sont bijectives;
(H2) les fonctions f et g sont de classe €° sur leurs intervalles de définition;

(H3) ilexiste ne N>2, (az,...,an, an+1,b2,...,bp, bpi1) € R2" tels que:

n . n .
fx) = x+za,—~xl+an+1-x"+1+o(x"+1) et gx) =0x+Zbi-x’+bn+1~x"“+o(x"+1]
x—0 iz x= i=2
avec, pour tout i € [2,n], a; = b;, et ap41 # bpt1.
Q1. — Démontrer :
f(x)—g(x)

—_1

gl -f 1) x—0

Q2. — Etudier la limite éventuelle de :
sin(tan(x)) — tan(sin(x))

Arcsin (Arctan(x)) — Arctan (Arcsin(x))
lorsque x tend vers 0. On commencera par utiliser un logiciel de calcul formel, afin de déterminer un DL7(0) de sin(tan(x)) et tan(sin(x)).
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 1 ENONCE

Q1. — Une partie 7 de R est appelée voisinage du point a s'il existe r e R5g telque la—r,a+r[c V.

Intuitivement, une partie 7 de R est un voisinage de a si 7 contient « de I'espace »autour du point a.

Q2. — Une partie 7 de R est appelée voisinage de +oo s'il existe A€ R tel que ] A, +oo[c 7.

Intuitivement, une partie 7 de R est un voisinage de +o0o si 7 contient « de I'espace »a gauche de +oco.

Remarque — Soit a € R.
» L'ensemble R tout entier est un voisinage de a.
« Lintersection d'un nombre fini de voisinages de a est un voisinage de a. En revanche, I'intersection d'un nombre quelconque de voisinages

11
de a n'est pas nécessairement un voisinage de a. En effet, pour tout n € N*, ] -, = [ est un voisinage de 0, mais
non
11
-——,— =10}
nn

n’est pas un voisinage de 0. Le lecteur est invité a démontrer 1’égalité ensembliste (%), avec toute la rigueur requise.

(%) N

neN+

¢ Laréunion d'un nombre quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2 ENONCE
Q1. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et ¢, pour que x = o (xq].
X—
xP
P = o(x1) = ==xP1—0
x—0 x4 x—0

Donc xP =,° (x9) si et seulement si p > q.
X
Q2. — Nous raisonnons par équivalences.

xp
xP = O(x7) <= lafonction x— == xP~4 est bornée au voisinage de 0
x— X

— p-g=0

Doncx? = .0 (x9) si et seulementsi p > g.
x—

Q3. — Nous raisonnons par équivalences.

xp
P = o(x1) = —=xP1 0
X—+400 x4 X—+00
<~ p-g<0
Doncx? = o(x9)sietseulementsip<g.
X—+00
Q4. — Nous raisonnons par équivalences.
) xP .
xP T 0 (x9) < lafonction x— == xP~4 est bornée au voisinage de +oo
— oo X

<~ p-g<0

Doncx? = O(x9)sietseulementsip <gq.
X—+00 (x9) psd

MPI-MPI* 2324
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 3 ENONCE
Q1. — Faux.Eneffet x+1 oo mais x+ 1 — x =1 ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers +oco.
—+00
|
Q2. — Faux. En effet x2 — x ———— 0 mais x2 n'est pas équivalent 2 x au voisinage de 0.
x—0
|
Q3. — Faux. En effet x% +2x ~ x% +x et —x2 ~ —x2 mais 2x et x ne sont pas équivalents au voisinage de +oo.
X—+00 X—+00
|
Q4. — Vrai. Supposons f(x) a @(x) et g(x) a w(x). Alors :
X X
f 1 et 8W
(p(x) x—a u/(x) x—a
Par théoréme d’opérations sur les limites, il vient :
fx)gx)
Py (x) x—a
d’ou f(x)g(x) a PX)p(x).
|
Q5. — Vrai. Supposons f(x) a @(x). Alors :
f®)
(p(x) x—a
Par continuité de la fonction inverse au point 1, il vient :
1
I _ & 1 1
[ T L x—a 1
ox) @(x)
1 1
dolt — ~ —.
fx) x—a ¢(x)
|
Q6. — Vrai. Cette assertion est une conséquence immeédiate des résultats des deux questions précédentes.
|
Q7. — Faux. En effet, x+ 1 ~o ¥ mais exp(x + 1) = e x e* n'est pas équivalent a e* au voisinage de +oo.
X—+00
|
Q8. — Faux. En effet 1 + X2 o~ 1+ x4, mais le quotient :
x—
In(1+x?) x2 1
In(1+x%) x—0 x*  x2
ne tend pas vers 1 lorsque x tend vers 0.
|

Q9. — Vrai. Cette propriété est appelée « transitivité de la relation o Par ailleurs, la relation a est également réflexive et symétrique. Il s’agit
donc d’une relation d’équivalence.
Supposons f(x) a @(x) et p(x) a w(x). Alors :
m —1 et L) —1
px) x—a y(x) x—a
Par théoreme d’opérations sur les limites, il vient :
fO @ e
yx) o) yx) x—a
Ainsi f(x) a w(x).

Remarque —
« Il faut étre trés prudent lorsque I'on effectue des opérations sur les équivalents.

» Les opérations licites sur les équivalents peuvent étre retrouvées a I’aide d'un calcul rapide de quotient. En cas de doute, il est conseillé de
refaire ce calcul.

o On pourra préférer manipuler les o aux équivalents. Les o peuvent étre additionnés sans risque, par exemple.

10
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 4 ENONCE

fx)

1
Nous savons que m - 1. Dongc, en spécialisant la définition de limite & € — > il existe r’ € Rxq tel que :
) i—

VxeV, |x—al<r = @—1‘<1

8(x) 2
que nous pouvons écrire également :
, , 1 fx) 3
VxeV, x€la-r,a+r| = -—-<—<-—
2 gx) 2
En posant p := min(r, ') > 0, nous en déduisons
Vxela-p,a+pl @ >0.

gx)

Comme la fonction g est strictement positive sur 7, elle I'est a fortiorisur la— p,a+ p[. Ainsi, la fonction f est elle-méme strictement positive
surla—p,a+pl.

11



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY

UN CORRIGE DE L’EXERCICE 5 ENONCE

Nous raisonnons par équivalences.

f) ~ 8

MATHEMATIQUE

f@
g(x) x—a

f® | _f@-gw)

g(x) g(x) x—a

fo-g = o(g)

f@ = g +o(gx)

—a

MPI-MPI* 2324

Remarque — Cette équivalence, qui est particulierement simple a établir, s’avére étre souvent étre utile, typiquement lorsqu’on veut affiner (i.e.

obtenir un terme supplémentaire dans) un développement limité ou un développement asymptotique.

12
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 6 ENONCE

Nous raisonnons par double implication.

Supposons que f est dérivable en a. Alors il existe ¢ € R (le nombre dérivé de f en a) tel que
fx)-fa)

xX—a x—a

l.

Nous en déduisons
fW-f@ _, fO-f@-lk-a o

X—a X—a Xx—a

d'ot f(x) - f(a)—¥l(x—a) =a® (x—a),ie. f(x) Ea fl@)+¢(x—a)+o(x—a).Lafonction f admet donc un développement limité a ’ordre 1 au

point a.
Supposons que f admet un développement limité 2 'ordre 1 au point a. Alors il existe (ag, a1) € R? tel que
f(x) Za apt+ai(x—a)+o(x—a) .

En évaluant f(x) = ap + (x — a) (@1 +0(1)), qui vaut pour x appartenant a un voisinage de a, en x — q, il vient f(a) = ag. Nous en déduisons
f Za fl@+aj(x—a)+o(x—a),puis

G (N
X—a X—a
Ainsi w - aj.Lafonction f est donc dérivable au point 1 et f "(a)=a;.
[ |
Remarque —

» Lexistence d'un développement limité a I'ordre 1 de f au point a livre non seulement la dérivabilité de f au point a, mais aussi le nombre
dérivé de f en a. En effet, ce dernier est le coefficient du développement limité devant (x — a).

» Ladérivabilité de f au point a entraine f(x) S f(@+ f'(@(x—a) +0(x— a). On peut ainsi donc lire I'équation réduite de la tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a (y = f(a) + f "(@)(x — a)) sur le développement limité.

* Une fonction qui admet un développement limité d’ordre 2 au point a n’est pas nécessairement deux fois dérivable en a. Un contre-exemple
est donné par la fonction f définie par:
R — R

3 o l) .
f X sm(x six#0

0 six=0.

Le lecteur est invité & démontrer que cette fonction est dérivable sur R, qu’elle posséde un développement limité a I'ordre 2 au point 0, mais
qu’elle n’est pas deux fois dérivable au point 0.

* Aucours del’année de Spé, nous aurons a étudier des fonctions de plusieurs variables et nous construirons un calcul différentiel pour icelles.
Nous chercherons, alors, a généraliser la notion de développement limité al’ordre 1, plutot que celle de taux d’accroissement puisque diviser
par un vecteur n’est pas une opération licite.

13



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

UN CORRIGE DE UEXERCICE 7 ENONCE
Q1. — D’apres le cours, pour tout x€] —1,1[ :
Zn: 1-— xn+1
=0 1-x
|
Q2. — Soit x un point de I'intervalle ] — 1, 1[, qui est un voisinage de 0. D’apres la question précédente :
1 xn+1
— =Y x4 .
1I-x (= 1-x
xn+1
Comme —— ——0 = o(x™). Ainsi
—-Xx x—0 1-x x—0
1 n
=Y xFto(x"
1-x =0
|
n
Q3. — < Soit n € N. Par changement de variable x — x, Z 1) x4 o ) Puis, par intégration d'un DL :
k=0
x ] n nk n+l (_qyk-1
In(1 + x) :f —— dt= z !xkﬂ Jro(xn+1) Z kaﬁLo(an) )
o 1+1t i—o k+1 -k
« Soit n € N. Par changement de variable x — —x2 Z Dfx2k 40 (xZn ) Puis, par intégration d'un DL:
1 Ly 2n+1
arctan(x) = arctan(0) +f ——dt= Z X +0(x n ] .
o 1+12  [{ZH2k+1
|

14
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Nous connaissons les DL suivants en x = 0 a l’ordre 4.

1 1 1 1
Inl+x) = x——x2+—x3——x4+0(x4) et —_— = 1—x+x2—x3+x4+0(x4)
x—0 2 3 4 1+x x—0

Conclusion. En multipliant les deux DL a I'ordre 4 (1), nous trouvons le DL a I'ordre 4 suivant.

In(1+x 3 11 25
hd+y - _ x——x2+—x3——x4+o(x4).
1+x x-0 2 6 12

15
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 9 ENONCE

Nous connaissons le DL suivant en u = 0 a l'ordre 4.

1
= 1—u+u2—u3+u4+o(u4J
1+u u—0

Le DL de x + x2 en x = 0 suivant a I'ordre 4 est clair.

x+x> = x+x2+0[x4].
x—0

Conclusion. Comme

2

X+x +o(x4) 0

x—0
nous pouvons composer le DL a I’ordre 4 (3) par le DL a I'ordre 4 (2) pour trouver :

1
x2+x+1 x—0

16
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UN CORRIGE DE UEXERCICE 10

ENONCE

Pour obtenir un DL en x =0 al’ordre 4 de

par x fera ensuite chuter 'ordre de 1).

Nous déduisons du DL (4) :

Par suite :

sin(x) < . . .
, nous commencons par donner le DL en x = 0 a I'ordre 5 de sin(x), qui est connu (la division

) L3 1 5 5
sin(x) = x—=x"+—x"+0(x"|. 4
( )x——O 6 120 ( ) @
sin(x 1 1
@ = 1—7x2+—x4+0[x4).
X x—0 6 120

1n(M) = 1n(1*1x2+ix4+°(x4))'
X x

Nous connaissons le DL suivant en © = 0 a l'ordre 4.

Conclusion. Comme :

nous pouvons composer le DL al’ordre 4 :

par le DL a l'ordre 4 (5) pour trouver :

Ind+u) = u—lu +1u —lu +0[u4). (5)
u—0 2 3 4

1
77x2+—47x4+0(xﬂ
6 120
sin(x 1 1
n( ( )) = ——xz——x4+o(x4).
X x—0 6 180

17
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Nous connaissons le DL suivant en u = 0 a l'ordre 4.
1 1 1 5
Vi+u = l+-u--?+—ul-—u'+o u4).
u—0 2 8 16 128 (

Nous connaissons également le DL suivant en x = 0 al’ordre 4.

. 13 4
sin(x) = x—=x"+o|x"|.
) x—0 6 ( )
Conclusion. Comme : 1
X - —x3+o(x4) —0
6 x—0
nous pouvons composer le DL a ’ordre 4 (7) par le DL a I'ordre 4 (6) pour trouver :

1 1 1 1
V1+sin(x) = 1+—x——x2——x3+—x4+o(x4).
—0 2

X 8 48 384

18

MPI-MPI* 2324



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324
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» Nous commengons par calculer le DL de tangente en 0 a 1'ordre 4. Nous connaissons le DL suivant en u =0 al'ordre 4 :

1 1
cos(u) = 1—7u2+—u4+0(u4).

u—0 2 24

Donc:

1 _ 1
— 1 1 :
cos(w) u—0 1--u?+—ut+o(ut)

2 24

Nous connaissons le DL suivanten v =0al’ordre 4 :

1
= 1—v+v2—v3+v4+0(v4).

1+v v—0
Comme : 1
-+ —u4+0(u4) —0
2 24 u—0
nous pouvons composer le DL al'ordre 4 :
Ly —u4+o(u4)
2

par le DL a l'ordre 4 (8) pour trouver :

1 1 5
= 1+—u2+—u4+o(u4).
cos(u) u—0 2 24

En multipliant le DL a I'ordre 4 (9) par le DL a I'ordre 4 connu suivant :

1
sin(u) = u—fu3+o(u4)
u—0 6
il vient :
) 1 1 3 4
tan(u) = sin(u) - = u+-u +0(u )
cos(u) u—0 3
e Le DL suivant en x = 0 al'ordre 4 est clair.
x3 5 x3 4
X——+—= = x——+o(x)
3 x—0 3
Conclusion. Comme :
X3 4
X——+0 (x ) —0
3 x—0

nous pouvons composer le DL al’ordre 4 (11) par le DL a I'ordre 4 (10) pour trouver :

B %P 4
tan|x— — + — = x+0(x).
3 5 0

xX—

Remarque — Le fait que le DL de Arctangente en x = 0 a l'ordre 5 soit :
P 5
Arctan(x) = x— —+ — +0(x )
x—0 3 5
autorise une autre démonstration du résultat (nettement plus élégante), et fournit un éclairage conceptuel de la « forme » trouvée.
Le lecteur est invité a écrire cette autre démonstration. Il pourra commencer par observer que :
x—

tan (x— ; + ?5) :0 tan (Arctan(x) +0(x5))

puis, par exemple, appliquer la formule d’addition de tangente.

19
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Nous connaissons le DL suivanten u =0 al'ordre 4 :
1 1 1
exp(u) = 1+u+ —u?+ 2 —u4+o(u4)
u—0 2 6 24
etle DL suivanten x=0al’ordre 4 :

NI 4
Arcs1n(x)—x+gx +o(x )

Conclusion. Comme :

1
x+—x3+0(x4) —0
6 x—0

nous pouvons composer le DL a l'ordre 4 (13) par le DL a I'ordre 4 (12) pour trouver :

. 1, 13 5 4 4
exp(Arcsin = 1+x+-x"+-x"+—x"+o|x"|.
*p( ) x—0 2 3 24 ( )

20
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 14 ENONCE

X
tan(x)

Nous commencons par une approche naive, qui n’aboutit pas, car I'ordre ne conviendra pas, mais qui motivera la nécessité de considérer un
DL a un ordre supérieur. Considérons a nouveau le DL de tangente en 0 a I'ordre 4 obtenu précédemment (cf. DL 10).

DLen x=0al’ordre 4 de

: approche naive.

_ 13 4
tan(x) = x+-x"+o(x"]|.
x—0 3

Nous en déduisons : )
X

tan(x) x—0

1+%x2+0(x3)

X
duquel nous pourrions déduire aisément un DL de : en x =0, mais a I'ordre 3, ce qui ne suffit pas pour répondre a la question posée. 11

an(x)

nous faut donc partir d'un DL de tangente en 0 a I’ordre 5, si I'on procéde ainsi.

DLen x=0alordre 4 de

tan(x)

En adaptant la stratégie précédente pour trouver le DL de tangente en 0 a I'ordre 4, nous obtenons le DL de tangente en 0 a 'ordre 5 :

1 2
tan(x) = x+7x3+—x5+0(x5).
x—0 3 15
Donc:
X 1

= 1 2 :
tan(x) x—0 1+-x2+—x*+o(x%)
3 15

Nous rappelons le DL suivanten u =0 al’ordre 4 :

1
= 1—u+u2—u3+u4+o(u4). (14)
1+u u—0
Comme : )
7x2+—x4+0(x4) 0
3 15 x—0
nous pouvons composer le DL al'ordre 4 :
1x2 + £x4 +o(x4)
3 15
par le DL a 'ordre 4 (14) pour trouver :
A l)cz— —x4+0(x4)
tan(x) 3 45
Fin du calcul.
Nous rappelons le DL suivanten # =0 a 'ordre 4 :
1 1 1 5
vVitu = 1+7u—7u2+—u3——u4+0(u4). 15
u—0 2 8 16 128 (15)
Conclusion. Comme : 1
——x? o (x4) 0
3 5 x—0
nous pouvons composer le DL al'ordre 4 :
——xP-—xt +o(x4)
3 45

par le DL a l'ordre 4 (15) pour trouver :

/ 1 1
a = 1—7x2——x4+0(x4).
tan(x) x—0 6 40
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Approche naive.

D’apres les résultats sur les DL usuels :
1 1 1 1
ch(x)-1 = —x2+—x4+o(x4) et cos(x)—1 = ——x2+—x4+o(x4)
x—0 2 24 x—=0 2 24
d’ol1: _
2 2
chw-1 _ 27 25" +0(x%)
_ . 1 1 ’
cos(x)—1 x—0 1 n —x2+o(x2)
2 24

ch(x)-1

En poursuivant ainsi, nous obtiendrions un DL en x =0 a 'ordre 2 de o1 On voit que les ordres chutent de 2. Il faut donc débuter avec
cos(x) —

des DL al’ordre 6 pour répondre a la question posée.
Solution retenue.

Nous partons des DL usuels suivants en x = 0 a l'ordre 6.

1 1 1 1 1 1
ch(x)-1 = —x2+—x4+—x6+0(x6) et cos(x)—1 = —7x2+—x4 —x6+o(x6)
x—0 2 24 720 x—0 2

Nous en déduisons :

1 1 1 1 1
2 4 4 2 4 4
—+— X+ ——x"+0(X “l1-—x"——x"+o(x
ch(x)-1 2" 24 720 ( ) _ 12 360 ( )
-1 1 1 1 . 1 1
cos(x) -1 o2 ——xdio(xt) T 1o a2+ ——xt+o(xd)
2 24 720 12 360
Nous rappelons :
1
= 1—u+u2—u3+u4+0(u4). (16)
1+u u—0
Comme : 1 1
-= 2+—x4+o(x4)
12 360 x—0
nous pouvons composer le DL al’ordre 4 :
1 1
-= 2+—x4+o(x4)
12 360
par le DL a l'ordre 4 (16) pour trouver :
1 1 1
= 1+—x2+—x4+o(x4). 17)

1 1
1-—x2+—x*+o(x*
12 360

Conclusion. En multipliant les deux DL a 'ordre 4 :

1 1
“1-—xr-— 4+0(x4)
12 360
et (17) il vient :
h(x) -1 1 1
chto -1 = —1—7x2——x4+0(x4).
cos(x)—1 x—0 6 2
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

Par définition méme :

1 1
(1+42x)T+x :exp(— -ln(1+2x)).
1+x
Du DL usuel : 1 1 1
Inl+u) = u—7u2+7u3—7u4+0(u4)
u—0 2 3 4

nous déduisons :
8
In1+2x) = 2x—2x%+ x> —ax? +0(x4).
x—0 3
Nous rappelons :
1
—_— = 1—x+x2—x3+x4+0(x4).
1+x x—0

En multipliant les deux DL a I'ordre 4 (18) et (19) il vient :

o 20 3 32 4 (x4).

{In(1+2x) = 2x—4x+ =3 -Zx*4o
x—0 3 3
Rappelons enfin :

1 1 1
exp(u) = 1+u+7u2+7u3+—u4+0(u4).
0 2 6 24

u—

Conclusion. Comme :

20 32
2x—4x2 + —x3 - —x4 +0(x4)
3 3

nous pouvons composer le DL al'ordre 4 :

par le DL a l'ordre 4 (20) pour trouver :

EE 1 , 10 4 4
(1+2x)T+x =exp|—— - In(1+2x)|=1+2x-2x"+ —Xx +0[x )
1+x 3

23
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Pour tout x €] — e, +oo[ :
ln(e+x):ln(e(1+g]) :1+ln(1+g).

Du DL usuel :

_ 1 2 2
In(1+ w) o u—iu +0(u )

nous déduisons :

X 1 1
ln(1+7) = —x——x2+o(x2).
el x—0 e 262

Conclusion.

x 1 1, )
In(e+x) = 1+ln(1+>)=1+-x-—+o(+?). @1
x—0 e e 2e%
Un repére du plan étant fixé on peut considérer la courbe représentative € de la fonction x — In(e + x).
Nous déduisons de (21) que la tangente I~ a € au point d’abscisse x = 0 existe et a pour équation :

=14+-x.
Y e
Puisque :
1 1 5 2
1+-x|] = ——x +0(x).
e ) x—0 22

nous savons que % est au-dessous de I localement autour du point d’abscisse x = 0 de ¢ (I'ordonnée du-dit point est 1).

In(e+x) —

24
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Analyse de la question. On est en présence d’une forme indéterminée du type 1+,

DLen x=0al'ordre 2 de ¢*, o1 ¢ > 0 est fixé. Par définition :
c* = exp(xIn(c)).

Du DL usuel :

1 2 2
1+ u+
exp(u) o u Zu +0(u )

nous déduisons :
X

& = 1+ln(c)x+f(ln(c)) x +o( 2) ©22)
=0

aX X
DLen x =0 al’ordre 2 de

. De (22) nous déduisons :

X X
atbt 1+7(ln(a)+ln(b))x+ ((ln(a)) +(n (b)) )x +o( 2).
2 x—0

Fin du calcul. Par définition méme :

ax+bx)% (1 ux+bx))
=exp|— xIn .
2 X 2
Nous rappelons le DL usuel :
1
n(+w) = u->u?+o(u?). 23)
u—0 2
Comme
= (ln(u) +In(b) x+ ~ ((ln(a)) +(n (b)) )x +0 (xz] 0
x—0

nous pouvons composer le DL a l’ordre 2:
- (ln(a) +In(b) x+ ~ ((ln (@)? + (In (b)) ) +o (xz)

par le DL a l'ordre 2 (23) pour trouver :

X X
1n(“ ;rb = 7(ln(a)+ln(b))x+f(ln(a)—ln(b)) x +o( 2)
Fah
d’oll
X X
l>< n a+b ) = l(ln(a)+ln(b))+l(ln(az)—ln(b))2x+o(x) (24)
x 2 Jx=02 8

Conclusion. De (24), nous déduisons que :

1 a* +b*
X

) — (ln(a) +In(b)) = ln(\@).
x—0

éd'—'

2
Par continuité de la fonction exponentielle au point In ( ) il vient :

a +bx)

a +bx)) 0 exp (ln(\/%)) =Vab.

1
x xX—

Remarque — Nous avons débuté avec un DL a 'ordre 2 (choix quelque peu arbitraire), pour finalement aboutir 2 un DL a 'ordre 1 qui nous a
permis de conclure.

Ala fin de notre résolution, nous remarquons que partir d'un ordre 1, pour arriver au final avec un ordre 0 nous aurait suffi pour conclure.

On peut parfois anticiper un ordre suffisant de DL, en faisant une analyse fine des quantités en jeu (il était possible de le faire ici, mais ce n’était
pas tout a fait évident).

Nous reviendrons sur ce point au cours de la Spé, car il s’agit d'un point crucial (ne serait-ce que pour minimiser la longueur des calculs).
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Clé. On effectue le changement de variable x = 1+ h, et on fait tendre / vers 0.
Ainsi I'étude est-elle déplacée du point 1 au point 0, pour lequel le cours regorge de propriétés.

Analyse de la question posée. Analysons le poids du dénominateur :
1-tan (l + 2 h)
4 4

i.e. déterminons le premier coefficient non nul qui apparait dans «son» DLen i =0.
nn
Puisque la valeur en 7 =0 de 1 —tan (Z + 1 h) est 0, il nous faut au moins aller a I’ordre 1.
Nous savons que la fonction :
T
h— l—tan(f + fh)
4 4

P P T P
est dérivable en 0 et nous calculons son nombre dérivé en 0 pour trouver 7 Nous en déduisons :

1—tan(%+%h) = gh+o(h) (25)

d’apres le lien entre dérivabilité, nombre dérivé et DL al'ordre 1.
Des lors, nous savons qu'un DL a'ordre 1 en & = 0 du numérateur :

Va+h- V8+3h

W:,M(H%):z@.
1

Vidu = 1+-u+o(u)
u—0 2

nous permettra de conclure.

DLde v4+hen h=0alordre 1. Nous notons :

Du DL usuel :

nous déduisons :

VAEh = 24 htom. 26)
h—0 4

3 8
DLde ¥/8+3henh=04alordre 1. Pour tout i > r :

1
3

1
. 1
3 8+3h=(8+3h)§=(8(1+§h)] =2(1+%h]3.
Du DL usuel : . )
1+w)3 = 1+-u+o(u
u—0 3
nous déduisons :
1
V8+3h = =2+-h+o(h). @7
h—0 4
Conclusion. De (25), (26) et (27), nous déduisons :
Va+h- V8+3h o) o)

lftan(%ﬁL%h) h—0 gh+o(h) h—0 ngo(l)‘

Par suite :

Va+h-V8+3n

_—

1—tan(%+%h) h—20 -

YIRS
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Pour tout (a, b) € Rz, on note fa, p lafonction définie par :

fap:t

t a b

—_—— +—.
Inl+5-t ¢t ¢

Q1. — Préliminaires. Nous allons tout d’abord analyser le comportement local de la fonction f ;, au voisinage de 0.
. . .a b A t
Laissons dans un premier temps les quantités 7 et 2z de coté, pour nous concentrer sur haio-t
n _
Sinous parvenons a obtenir un développement asymptotique de la « forme » :

a p
— +=+y+0t+ol(t
2ty Y o(1)

avec a, 8,7, 0 des constantes réelles explicites (dépendant peut-étre de a et b), de cette derniére, nous saurons conclure rapidement quant aux

deux questions posées.
Compte tenu de notre souhait, il nous faut débuter avec un DLen ¢ =0 al'ordre 4 de In(1 + ¢) — ¢.

Nous savons : 1 1 1
In+0 = t—-2+-153- 7t4+0(t4)
t—0 2 3 4

d’ou: ) . )
nd+n-t = ——t2+—t3——t4+o(t4)
=0 2 3 4
et
t B 1 2 1
—tr—0 1 1 1 Zo 2 1 ’
In(+n-t=0 L Lo Lisyo@e) =0 120 leio()
23 4 372
Nous rappelons :
1
= 1-utu?++o(u?). ©28)
1+u u—0

Comme ) 1
“Zi+ 7t2+0(t2) —0
3 2 x—0
nous pouvons composer le DL al'ordre 2 :
2 1, 2
—St+-t +o(r ]
32

par le DL a l'ordre 4 (28) pour trouver :

et par suite :

4 1

- = - = _T__yr+o(. (29)
—t (= 2 1

In(l+86) -t t—0 t1—§t+§t2+o(t2)

De (29), nous déduisons :

fap=———— 42, _ b a2 41 0 (30)
@b T mQen-t t 202 ¢ 39

ce qui acheve cette phase préliminaire.

Solution a la question posée.
* Analyse. Supposons f, j, prolongeable par continuité en 0, i.e. supposons que f; ;, posséde une limite finie en 0.

b
— et fg,p "admet pas de limite finie en 0. Donc b =0 et alors :

Si b #0, alors d’apres (30), fg (1) o ;

a

w =221 n €2V
Jap® 2y = =3 tgtto

a-2
Si a #2, alors d’apres (31), f (1) S0 T et f, , Wadmet pas de limite finie en 0. Donc a = 2.

Une condition nécessaire pour que f, 5, soit prolongeable par continuité est: b=0et a = 2.
o Synthese. Supposons b =0 et a =2. D’apres (30) :

fap@® = é+1t+o(t)
@bt 7737 g

donc:

4
) —— —=.
fap(® —0 3
4
La fonction f, ;, est donc prolongeable par continuité en 0; son prolongement par continuité en 0 prend la valeur — zen 0.

 Conclusion. La fonction f, j, est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si a =2 et b =0.

|
Q2. — Nous supposons ici que f, j, est prolongeable par continuité en 0, i.e. que a =2 et b = 0. Donc par (30) :
fap@® 4 + ! t+o(1)
= ——+—t+0(D).
@bt 27379
Conclusion. La fonction f, ;, admetun DLen 7 =0 al'ordre 1.
1

Elle est donc dérivable en 0 et son nombre dérivé en 0 est donné par le coefficient de degré 1, ici 3

|
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1
Clé. On effectue le changement de variable X = —, et on fait tendre X vers 0.
X

Ainsi I'étude est-elle déplacée du point +oo au point 0, pour lequel le cours regorge de propriétés.
Analyse de la question posée. Essayons, dans un premier temps, d’obtenir un développement asymptotique de la « forme» :

fx) = ax+b+£+o(x)
x—0 X

ol a, b, ¢ sont des constantes réelles explicites, avec, si possible, ¢ # 0.

1
On effectue le changement de variable X = — et on suppose X > 0.

X
f(i]:@M;:%(mmm),

Compte tenu de I'objectif annoncé, il nous faut un développement limité en X = 0% al'ordre 3de V' 1+ X2 - V1 - X2,

Pour des raisons de parité, le terme de degré 3 de ce développement limité sera nul.

Celui-ci étant responsable du coefficient ¢ cherché (que nous aimerions non nul), nous ne pourrons conclure quant a la position de I'asymptote
et de la courbe au voisinage de +oo.

On augmente donc I'ordre du DL. La stratégie initiale est modifiée, puisque nous ne pouvons obtenir la forme (naivement) annoncée.

Calcul d'un développement asymptotique. Du DL usuel suivant :
1 1 5 2
VI+U = 1+-U-_-U +o(u )
u—0 2 8
nous déduisons : .
V1i+x2+V1-x2 = 2——X4+0(X4)
X—0 4

Par suite :

f(l):%(m+mj = §—1x3+o(x3),

X 4
Nous en déduisons :

1 1
fx xﬁ1m2x—@+o(;). (32)
Conclusion. De (32), nous déduisons que la droite A d’équation :

y=2x

est asymptote a € au voisinage de +oo. De plus comme :

La courbe % est au-dessous de A au voisinage de +oo.
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Q1. — Observation et stratégie. D’apres (H3) :

MATHEMATIQUE

fx)-g) = (ap+1-— anrl)xn‘*—1 +0(xn+1) ~ (ap+1—bp+1) .xn+l .
x—0 X—0 —————
#0
Nous aimerions connaitre un équivalent de g_1 x)-f L), lorsque x tend vers 0, pour pouvoir conclure.
Les fonctions f’l et g’1 possede un DL en 0 al'ordre n+ 1. D’apres (H3), f(0) =0 et donc f’1 (0)=0.
Toujours d’apres (H3), f/(0) =1>0.
On en déduit que :

(r) o=

o)

et que f’ est strictement positive, en particulier ne s’annule pas, sur un voisinage de 0.

D’apres C15.164, la fonction f~! est de classe ¢ sur un voisinage de 0 et donc posséde un DL en 0 a l'ordre 7 + 1.
1l en est de méme pour la fonction g~1.

Ainsi, il existe (A, ..., Ap, Apt1,B2, ..., Bn, Bps1) € R tel que:

n )
x+ Y Bi-x'+ By -x" vo [x"“)
i=2

-1 _
V) =

n )
X+ ZAi~x‘+An+1-x”+1+o(x"+l) et gl =
i=2 x=

Nous allons étudier ce deux derniers DL, +1(0), afin de déterminer un équivalent de g’1 x)—-f -1 (x) lorsque x tend vers 0.

Pour tout i € [[2, n], A; = B;. Nous raisonnons par récurrence finie forte.

o Initialisation au rang 2. Par composée de développements limités :

x=fG@ = 17 (x+ @ +0()) = x+ apx® + A2 + o 2)

Par unicité du DLy (0) de f~1o f:
Ap=-ay.
De méme, on établit :
By =-by.
Comme ay = by, nous en déduisons As = B».
o Hérédité. Soiti € [[2,n—1] tel que Az = Bo,..., A; = B;. Démontrons A; ] = Bj41.

Par composée de développements limités :

Tatats))

X =

i+1 . .
= i (x+ Y ajx! +0(x]+1))

x— j=

i1 i1 \k ) )
= x+ Y ajxl+ Y Aplx+ Y ajx! +Ai+1x”1+o(x”1)
* j=2 k=2 =2
Par unicité du DL;,(0) de f 1o f
i+1 i i i+1 X k
(%) Ajy1=- x+Zujx]+ZAk x+Zajx]
Jj=2 k=2 j=2 i+l
De méme :
i+l i+l \k
(x%) Bi+1:_ x+zij]+ZBk x+ijx]
j=2 k=2 j=2 i

Comme, pour tout j € [2,i +1], a;j = by, et, pour tout k € [2,{], Ay = B, nous déduisons de (%) et (x*) que :
Aje1 =B,
« Conclusion. Al'issue de cette récurrence, nous savons que :

Vie[2,n], A;=B;.
etdonc:
0= = ner=Bar)x™ 4o [x"1).
x—

Etude de la différence A, 41 — Bj,+1. Par composée de développements limités :

X =

Taato))

n )
= e+ Y ax' +ap "t +o(x"+1))
- i=2

k
n .
x+ ) ajx' tan x|+ Ayt +o(x”+1)

i=2

n )
= x+Zaix’+an+1x"+1+ > Ag
— :
i=2
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Par unicité du DL, (0) de f 1o f:

n . n k
Aps1 = —|x+ Y @ixi +apx™+ Y A
i=2 k=2

n .
x+ ) aix' +aps X"
i=2

1

n+1

n
= —aps1-| Y Ak
k=2

n AL
X+ aixl)

i=2

n+1

En effet, pour tout k € [2, n], le coefficient de degré n+1 de:

n ) k

x+ Y aixt+ apg M
i=2
est le coefficient de degré n+1de:
n k
(x+ > a,-x’) .
i=2

Nous avons établi :

n n Nk
Apt+1=—anp+1— Z Ap|x+ Z aix'
k=2 i=2

n+1
et, de méme, nous obtiendrions :

n n \k
Bpi1=—bps1— | ) Bi|x+ ) bix'
k=2 i=2

Comme, pour tout k € [2, ], Ay = By, et, pour tout i € [2, 1], a; = b;, nous en déduisons :

n+1

n X k n n i k
x+Zaix‘) = ZBk(x+Zb,-x’)
i=2 k=2 i=2

n
> Ak
k=2

d'olt:
An+1 = Bn+1=bp+1 - an+1.

Fin de la solution. De (H3) et de notre étude des DL, (0) de f’1 et g’l, nous déduisons :

f-gk = (a,,+1—bn+1)x”“+o(x”“) ~ mrﬁ-l—bn+1)'-xwr1
x—0 =0 ————
#0
et
Flw-gtw = (An+an+1)xn”+0(x"“] = (bn+1fan+1)x"“+0(x"“) ~ (bp+1—ans1) X"
x—0 x—0 X—0 ~————
#0
Ainsi :
fx)—gx) 1
gl @ - fT) x—=0
Q2. — Comme:
) 2 P 55 4 7 . ® x® 107 4 7
sin(tan(x)) = x+——-——-——X +o(x) et tan(sin(x)) = x+——-— - ——Xx +0(x)
x—0 6 40 1008 x—0 6 40 5040

nous pouvons appliquer le résultat de la question 1 pour obtenir :

sin(tan(x)) — tan(sin(x))

—_— 1
Arcsin (Arctan(x)) — Arctan (Arcsin(x)) x—0

MPI-MPI* 2324

1

Remarque — La question 2 connait une certaine notoriété. Il s’agit d'une question posée par Vladimir Arnold (mathématicien russe, 1937-2010) :

«in his opinion, modern mathematicians are not capable of solving quickly ».

On pourra consulter la discussion sur mathoverflow [Lien] sur ce théme qui contient d’autres idées de démonstration, dont
élégante, a saveur géométrique.
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https://mathoverflow.net/questions/20696/a-question-regarding-a-claim-of-v-i-arnold
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