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DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

par David Blottière, le 31 août 2023 à 22h47

RÉVISIONS
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« Les charmes enchanteurs de cette sublime science [les mathématiques] ne se décèlent dans toute leur
beauté qu’à ceux qui ont le courage de l’approfondir. »

Carl Friedrich Gauß
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§ 1. PRÉAMBULE

On s’intéresse au comportement local d’une fonction f définie sur un intervalle I de R, i.e. à son comportement autour d’un point fixé a de I .

Quand la fonction est de classe C n sur I , il existe parmi les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n une fonction qui approxime
au mieux la fonction f . Précisément, il existe un unique (α0, . . . ,αn ) ∈ Rn+1 tels que :

f (x)−
n∑

k=0
αk · (x −a)k

(x −a)n −−−−→
x→a

0

ce que l’on écrit aussi :

f (x) =
x→a

n∑
k=0

αk · (x −a)k +o
(
(x −a)n)

et que l’on nomme « développement limité de f en a à l’ordre n ».

Cette notion met en jeu une technique calculatoire particulière qu’il convient de bien maîtriser, en plus de la table des développements limités
usuels.

Les applications de cette théorie sont nombreuses, e.g. :

• études de limites éventuelles ;

• études de continuité et de dérivabilité ;

• recherches d’asymptotes ;

• recherches d’équivalents.

Un énoncé de nature globale, fondamental, apparaît aussi ici : la formule de Taylor avec reste intégral, qui nous permet, par exemple, d’établir

que la série
∑

n⩾0

1

n!
converge et que :

e =
+∞∑
n=0

1

n!
.

§ 2. UNE ILLUSTRATION GRAPHIQUE DES DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

Ci-dessous, on a représenté en rouge une portion du graphe de la fonction :

x 7−→ ln(1+x)

et en doré des portions des courbes représentatives des polynômes de Taylor de cette fonction en x = 0 pour les ordres 1,2,3.
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Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3

ln(1+x) =
x→0

x +o(x) ln(1+x) =
x→0

x − x2

2
+o

(
x2)

ln(1+x) =
x→0

x − x2

2
+ x3

3
+o

(
x3)

•

1 −

0 1

|

y = ln(x)

y = x

•

1 −

0 1

|

y = ln(x)

y = x − x2

2
•

1 −

0 1

|

y = ln(x)

y = x − x2

2
+ x3

3

On observe que la qualité de l’approximation croit avec l’ordre.

§ 3. COURS

Les documents supports sont :

• la partie 6 du polycopié de cours sur les polynômes [PDF] ;

• le polycopié de cours sur l’analyse asymptotique [PDF] ;

• la partie 7 du polycopié de cours sur l’intégration [PDF].

On commencera par revoir les fonctions polynomiales, en prenant le temps de confronter ces objets avec les polynômes. Quand le corps est
infini (nous verrons des exemples de corps finis dans l’année), on peut confondre polynômes et fonctions polynomiales sans risque.

Viendra ensuite le temps de s’intéresser à l’approximation d’une fonction « suffisamment régulière » par une fonction polynomiale, en précisant
ce qu’on entend par « approximation ».

Soient I un intervalle de R, a ∈ I , n ∈ N et f ∈C n+1(I ,C). On introduit le polynôme de Taylor d’ordre n de f en a :

Tn,a :=
n∑

k=0

f (k)(a)

k !
(X −a)k

et le reste d’ordre n de f en a, Rn,a ∈F (I ,C), défini par :

∀x ∈ I Rn,a (x) = f (x)−Tn,a (x)

de sorte que :
∀x ∈ I f (x) = Tn,a (x)+Rn,a (x) .

On dispose alors de trois propriétés, qui apportent une information sur Rn,a .

(A) Formule de Taylor-Young

Rn,a (x) =
x→a

f (n+1)(a)

(n +1)!
(x −a)n+1 +o

(
(x −a)n+1

)
i.e.

f (x) =
x→a

n+1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(x −a)k +o

(
(x −a)n+1

)
.

On connaîtra une démonstration de ce résultat, riche d’applications.

Ensuite, on reverra la notion de développement limité :

• existence et unicité de la partie régulière ;

• développements limités de référence (table à connaître par cœur) ;

• intégration d’un développement limité ;
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• somme et produit de développements limités ;

• composée de développements limités.

Enfin, on passera un temps substantiel à bien comprendre la partie 6 du polycopié de cours sur l’analyse asymptotique [PDF], qui recèle
applications importantes des développements limités.

(B) Formule de Taylor avec reste intégral

∀x ∈ I , Rn,a (x) =
∫ x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t ) dt .

On la démontre classiquement par récurrence, à l’aide d’une intégration par parties (cette démonstration doit être sue et comprise).
Le cas n = 0 correspond précisément au théorème fondamental de l’analyse. Il s’agit d’une formule de nature globale (elle vaut sur I tout

entier).

(C) Inégalité de Taylor-Lagrange

S’il existe M ∈ R tel que, pour tout x ∈ I ,
∣∣∣ f (n+1)(x)

∣∣∣⩽ M , alors

∀x ∈ I ,
∣∣Rn,a (x)

∣∣⩽ |x −a|n+1

(n +1)!
M .

Elle se déduit de la formule de Taylor avec reste intégral, en utilisant la majoration d’une intégrale en valeur absolue et la croissance de l’inté-
grale.

Ce travail sur le cours est fondamental.

§ 4. VOISINAGES D’UN POINT DE R

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 1 UN CORRIGÉ

Q1. — Soit a ∈ R. Énoncer la définition d’un voisinage du point a.

Q2. — Énoncer la définition d’un voisinage de +∞.
f

§ 5. COMPARAISON DES MONÔMES AU VOISINAGE DE 0 ET DE +∞

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 2 UN CORRIGÉ

Soit (p, q) ∈ Z2.

Q1. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et q , pour que xp =
x→0

o
(
xq )

.

Q2. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et q , pour que xp =
x→0

O
(
xq )

.

Q3. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et q , pour que xp =
x→+∞ o

(
xq )

.

Q4. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et q , pour que xp =
x→+∞ O

(
xq )

.

f
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§ 6. VRAI-FAUX SUR LES ÉQUIVALENTS

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 3 UN CORRIGÉ

Soit a ∈ R∪ {−∞,+∞}.
Soient f , g ,ϕ,ψ des fonctions de la variable réelle à valeurs complexes, définies sur un voisinage épointé V ∗ de a (i.e. un voisinage de a, privé

du point a).
On suppose que les fonctions f , g ,ϕ,ψ ne s’annulent pas sur V ∗.
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses?
Si la réponse est « Vrai », alors démontrer le résultat. Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen un contre-exemple.

Q1. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) alors f (x)−ϕ(x) −−−−−−−→
x−−−−→a

0.

Q2. — Si f (x)−ϕ(x) −−−−−−−→
x−−−−→a

0, alors f (x) ∼
x→a

ϕ(x).

Q3. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) et g (x) ∼
x→a

ψ(x) alors f (x)+ g (x) ∼
x→a

ϕ(x)+ψ(x).

Q4. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) et g (x) ∼
x→a

ψ(x) alors f (x)g (x) ∼
x→a

ϕ(x)ψ(x).

Q5. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) alors
1

f (x)
∼

x→a

1

ϕ(x)
.

Q6. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) et g (x) ∼
x→a

ψ(x) alors
f (x)

g (x)
∼

x→a

ϕ(x)

ψ(x)
.

Q7. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) alors exp
(

f (x)
)

∼
x→a

exp
(
ϕ(x)

)
.

Q8. — Si les fonctions f et g sont à valeurs dans R>0 et vérifient f (x) ∼
x→a

ϕ(x) alors ln
(

f (x)
)

∼
x→a

ln
(
ϕ(x)

)
.

Q9. — Si f (x) ∼
x→a

ϕ(x) et ϕ(x) ∼
x→a

ψ(x) alors f (x) ∼
x→a

ψ(x).

f

§ 7. ÉQUIVALENTS ET SIGNES

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 4 UN CORRIGÉ

Soit a ∈ R.
Soit V un voisinage de a. Il existe donc r ∈ R>0 tel que ]a − r, a + r [⊂ V .
Soient f et g deux fonctions définies sur V , à valeurs réelles, telles que f (x) ∼

x→a
g (x).

On suppose que, pour tout x ∈ V , g (x) > 0. Démontrer qu’il existe ρ ∈ ]0,r [ tel que :

∀x ∈]a −ρ, a +ρ[, f (x) > 0.

f

§ 8. ÉQUIVALENTS VERSUS O

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 5 UN CORRIGÉ

Soit a ∈ R∪ {−∞,+∞}.
Soient f et g deux fonctions de la variable réelle à valeurs complexes, définies sur un voisinage épointé V de a.
On suppose que la fonction g ne s’annule sur V . Démontrer l’équivalence suivante.

f (x) ∼
x→a

g (x) ⇐⇒ f (x) =
x→a

g (x)+o
(
g (x)

)
f
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§ 9. DÉRIVABILITÉ VERSUS EXISTENCE D’UN DL À L’ORDRE 1

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 6 UN CORRIGÉ

Soit a ∈ R.
Soit f une fonction de la variable réelle à valeurs complexes, définie sur un voisinage V de a.
Démontrer que la fonction f est dérivable en a si et seulement si la fonction f possède un développement limité à l’ordre 1 au point a.

f

§ 10. SOMME DE TERMES EN PROGRESSION GÉOMÉTRIQUE ET DL

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 7 UN CORRIGÉ

Soit n ∈ N.

Q1. — Simplifier la somme
n∑

k=0
xk , pour tout x ∈]−1,1[.

Q2. — En déduire que la fonction x 7−→ 1

1−x
admet un développement limité à l’ordre n au point x = 0. On explicitera ce DL.

Q3. — En déduire que les fonctions x 7−→ ln(1 + x) et x 7−→ arctan(x) possèdent des développements limités à tout ordre au point x = 0. On
explicitera ces DL.

f

§ 11. NEUF CALCULS DE DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 8 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ ln(1+x)

1+x
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 9 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ 1

x2 +x +1
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 10 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ ln

(
sin(x)

x

)
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 11 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→p
1+ sin(x).

f

5
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ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 12 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ tan

(
x − x3

3
+ x5

5

)
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 13 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ exp(Arcsin(x)).
f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 14 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→
√

x

tan(x)
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 15 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ ch(x)−1

cos(x)−1
.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 16 UN CORRIGÉ

Déterminer le développement limité en x = 0 à l’ordre 4 de la fonction x 7−→ (1+2x)
1

1+x .
f

§ 12. CINQ APPLICATIONS DES DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 17 UN CORRIGÉ

Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 2 de x 7−→ ln(e +x), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 18 UN CORRIGÉ

Étudier la limite éventuelle de

(
ax +bx

2

) 1
x

quand x tend vers 0, où a > 0 et b > 0.

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 19 UN CORRIGÉ

Étudier la limite éventuelle de

p
x +3− 3p3x +5

1− tan
(πx

4

) quand x tend vers 1.

f
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ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 20 UN CORRIGÉ

Pour tout (a,b) ∈ R2, on note fa,b la fonction définie par :

fa,b : t 7−→ t

ln(1+ t )− t
+ a

t
+ b

t 2
.

Q1. — À quelle condition sur (a,b) ∈ R2, la fonction fa,b est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

Q2. — On suppose que les réels a et b sont tels que la fonction fa,b est prolongeable par continuité en 0. On note (abusivement) fa,b le prolonge-
ment par continuité de fa,b en 0. La fonction fa,b est-elle dérivable en 0 ?

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 21 UN CORRIGÉ

On fixe un repère du plan. Déterminer l’asymptote ∆ en +∞ de la courbe représentative C de la fonction

f : x 7−→
√

x2 +1+
√

x2 −1

ainsi que la position relative de C par rapport à ∆ au voisinage de +∞.
f

§ 13. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS ET FONCTIONS RÉCIPROQUES ∗

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 22 UN CORRIGÉ

Soient I , J ,K ,L des intervalles de R contenant tous 0, et f : I −−−−→ J et g : K −−−−→ L deux applications.
On suppose que :

(H1) les fonctions f et g sont bijectives ;

(H2) les fonctions f et g sont de classe C ∞ sur leurs intervalles de définition;

(H3) il existe n ∈ N⩾2, (a2, . . . , an , an+1,b2, . . . ,bn ,bn+1) ∈ R2n tels que :

f (x) =
x→0

x +
n∑

i=2
ai · xi +an+1 · xn+1 +o

(
xn+1

)
et g (x) =

x→0
x +

n∑
i=2

bi · xi +bn+1 · xn+1 +o
(
xn+1

)
avec, pour tout i ∈ J2,nK, ai = bi , et an+1 ̸= bn+1.

Q1. — Démontrer :
f (x)− g (x)

g−1(x)− f −1(x)
−−−→
x→0

1.

Q2. — Étudier la limite éventuelle de :
sin(tan(x))− tan(sin(x))

Arcsin(Arctan(x))−Arctan(Arcsin(x))
lorsque x tend vers 0. On commencera par utiliser un logiciel de calcul formel, afin de déterminer un DL7(0) de sin(tan(x)) et tan(sin(x)).

f

7
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 1 ÉNONCÉ

Q1. — Une partie V de R est appelée voisinage du point a s’il existe r ∈ R>0 tel que ]a − r, a + r [⊂ V .

Intuitivement, une partie V de R est un voisinage de a si V contient « de l’espace »autour du point a.
g

Q2. — Une partie V de R est appelée voisinage de +∞ s’il existe A ∈ R tel que ]A,+∞[⊂ V .

Intuitivement, une partie V de R est un voisinage de +∞ si V contient « de l’espace »à gauche de +∞.
g

Remarque — Soit a ∈ R.

• L’ensemble R tout entier est un voisinage de a.

• L’intersection d’un nombre fini de voisinages de a est un voisinage de a. En revanche, l’intersection d’un nombre quelconque de voisinages

de a n’est pas nécessairement un voisinage de a. En effet, pour tout n ∈ N∗,

]
− 1

n
,

1

n

[
est un voisinage de 0, mais

(⋆)
⋂

n∈N+

]
− 1

n
,

1

n

[
= {0}

n’est pas un voisinage de 0. Le lecteur est invité à démontrer l’égalité ensembliste (⋆), avec toute la rigueur requise.

• La réunion d’un nombre quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.

8
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 2 ÉNONCÉ

Q1. — Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur p et q , pour que xp =
x→0

o
(
xq )

.

xp =
x→0

o
(
xq ) ⇐⇒ xp

xq = xp−q −−−→
x→0

0

⇐⇒ p −q > 0

Donc xp =
x→0

o
(
xq )

si et seulement si p > q .

g

Q2. — Nous raisonnons par équivalences.

xp =
x→0

O
(
xq ) ⇐⇒ la fonction x 7−→ xp

xq = xp−q est bornée au voisinage de 0

⇐⇒ p −q ⩾ 0

Donc xp =
x→0

O
(
xq )

si et seulement si p ⩾ q .

g

Q3. — Nous raisonnons par équivalences.

xp =
x→+∞ o

(
xq ) ⇐⇒ xp

xq = xp−q −−−−−→
x→+∞ 0

⇐⇒ p −q < 0

Donc xp =
x→+∞ o

(
xq )

si et seulement si p < q .

g

Q4. — Nous raisonnons par équivalences.

xp =
x→+∞ O

(
xq ) ⇐⇒ la fonction x 7−→ xp

xq = xp−q est bornée au voisinage de +∞

⇐⇒ p −q ⩽ 0

Donc xp =
x→+∞ O

(
xq )

si et seulement si p ⩽ q .

g
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 3 ÉNONCÉ

Q1. — Faux. En effet x +1 ∼
x→+∞ x mais x +1−x = 1 ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers +∞.

g

Q2. — Faux. En effet x2 −x −−−−−−−→
x−−−−→0

0 mais x2 n’est pas équivalent à x au voisinage de 0.

g

Q3. — Faux. En effet x2 +2x ∼
x→+∞ x2 +x et −x2 ∼

x→+∞ −x2 mais 2x et x ne sont pas équivalents au voisinage de +∞.

g

Q4. — Vrai. Supposons f (x) ∼
x→a

ϕ(x) et g (x) ∼
x→a

ψ(x). Alors :

f (x)

ϕ(x)
−−−−→
x→a

1 et
g (x)

ψ(x)
−−−−→
x→a

1 .

Par théorème d’opérations sur les limites, il vient :
f (x)g (x)

ϕ(x)ψ(x)
−−−−→
x→a

1

d’où f (x)g (x) ∼
x→a

ϕ(x)ψ(x).

g

Q5. — Vrai. Supposons f (x) ∼
x→a

ϕ(x). Alors :

f (x)

ϕ(x)
−−−−→
x→a

1 .

Par continuité de la fonction inverse au point 1, il vient :

1
f (x)
ϕ(x)

=
1

f (x)
1

ϕ(x)

−−−−→
x→a

1

1
= 1

d’où
1

f (x)
∼

x→a

1

ϕ(x)
.

g

Q6. — Vrai. Cette assertion est une conséquence immédiate des résultats des deux questions précédentes.
g

Q7. — Faux. En effet, x +1 ∼
x→+∞ x mais exp(x +1) = e ×ex n’est pas équivalent à ex au voisinage de +∞.

g

Q8. — Faux. En effet 1+x2 ∼
x→0

1+x4, mais le quotient :

ln
(
1+x2)

ln
(
1+x4

) ∼
x→0

x2

x4
= 1

x2

ne tend pas vers 1 lorsque x tend vers 0.
g

Q9. — Vrai. Cette propriété est appelée « transitivité de la relation ∼
x→a

». Par ailleurs, la relation ∼
x→a

est également réflexive et symétrique. Il s’agit

donc d’une relation d’équivalence.
Supposons f (x) ∼

x→a
ϕ(x) et ϕ(x) ∼

x→a
ψ(x). Alors :

f (x)

ϕ(x)
−−−−→
x→a

1 et
ϕ(x)

ψ(x)
−−−−→
x→a

1 .

Par théorème d’opérations sur les limites, il vient :
f (x)

ψ(x)
= f (x)

ϕ(x)
· ϕ(x)

ψ(x)
−−−−→
x→a

1 .

Ainsi f (x) ∼
x→a

ψ(x).

g

Remarque —

• Il faut être très prudent lorsque l’on effectue des opérations sur les équivalents.

• Les opérations licites sur les équivalents peuvent être retrouvées à l’aide d’un calcul rapide de quotient. En cas de doute, il est conseillé de
refaire ce calcul.

• On pourra préférer manipuler les o aux équivalents. Les o peuvent être additionnés sans risque, par exemple.

10
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 4 ÉNONCÉ

Nous savons que
f (x)

g (x)
−−−−→
x→a

1. Donc, en spécialisant la définition de limite à ε← 1

2
, il existe r ′ ∈ R>0 tel que :

∀x ∈ V , |x −a| < r ′ =⇒
∣∣∣∣ f (x)

g (x)
−1

∣∣∣∣< 1

2

que nous pouvons écrire également :

∀x ∈ V , x ∈ ]a − r ′, a + r ′[ =⇒ 1

2
< f (x)

g (x)
< 3

2
.

En posant ρ := min(r,r ′) > 0, nous en déduisons

∀x ∈ ]a −ρ, a +ρ[
f (x)

g (x)
> 0 .

Comme la fonction g est strictement positive sur V , elle l’est a fortiori sur ]a −ρ, a +ρ[. Ainsi, la fonction f est elle-même strictement positive
sur ]a −ρ, a +ρ[.

g
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 5 ÉNONCÉ

Nous raisonnons par équivalences.

f (x) ∼
x→a

g (x) ⇐⇒ f (x)

g (x)
−−−−→
x→a

1

⇐⇒ f (x)

g (x)
−1 = f (x)− g (x)

g (x)
−−−−→
x→a

0

⇐⇒ f (x)− g (x) =
x→a

o
(
g (x)

)
⇐⇒ f (x) =

x→a
g (x)+o

(
g (x)

)
g

Remarque — Cette équivalence, qui est particulièrement simple à établir, s’avère être souvent être utile, typiquement lorsqu’on veut affiner (i.e.
obtenir un terme supplémentaire dans) un développement limité ou un développement asymptotique.

12
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 6 ÉNONCÉ

Nous raisonnons par double implication.

=⇒ Supposons que f est dérivable en a. Alors il existe ℓ ∈ R (le nombre dérivé de f en a) tel que

f (x)− f (a)

x −a
−−−−→
x→a

ℓ .

Nous en déduisons
f (x)− f (a)

x −a
−ℓ= f (x)− f (a)−ℓ(x −a)

x −a
−−−−→
x→a

0

d’où f (x)− f (a)−ℓ(x −a) =
x→a

o(x −a), i.e. f (x) =
x→a

f (a)+ℓ(x −a)+o(x −a). La fonction f admet donc un développement limité à l’ordre 1 au

point a.

⇐= Supposons que f admet un développement limité à l’ordre 1 au point a. Alors il existe (α0,α1) ∈ R2 tel que

f (x) =
x→a

α0 +α1(x −a)+o(x −a) .

En évaluant f (x) = α0 + (x − a) (α1 + o(1)), qui vaut pour x appartenant à un voisinage de a, en x ← a, il vient f (a) = α0. Nous en déduisons
f (x) =

x→a
f (a)+α1(x −a)+o(x −a), puis

f (x)− f (a)

x −a
−α1 =

x→a
o(1) .

Ainsi
f (x)− f (a)

x −a
−−−−→
x→a

α1. La fonction f est donc dérivable au point 1 et f ′(a) =α1.

g

Remarque —

• L’existence d’un développement limité à l’ordre 1 de f au point a livre non seulement la dérivabilité de f au point a, mais aussi le nombre
dérivé de f en a. En effet, ce dernier est le coefficient du développement limité devant (x −a).

• La dérivabilité de f au point a entraine f (x) =
x→a

f (a)+ f ′(a)(x −a)+o(x −a). On peut ainsi donc lire l’équation réduite de la tangente à la

courbe représentative de f au point d’abscisse a (y = f (a)+ f ′(a)(x −a)) sur le développement limité.

• Une fonction qui admet un développement limité d’ordre 2 au point a n’est pas nécessairement deux fois dérivable en a. Un contre-exemple
est donné par la fonction f définie par :

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R −→ R

x 7−→


x3 · sin

(
1

x

)
si x ̸= 0

0 si x = 0.

Le lecteur est invité à démontrer que cette fonction est dérivable sur R, qu’elle possède un développement limité à l’ordre 2 au point 0, mais
qu’elle n’est pas deux fois dérivable au point 0.

• Au cours de l’année de Spé, nous aurons à étudier des fonctions de plusieurs variables et nous construirons un calcul différentiel pour icelles.
Nous chercherons, alors, à généraliser la notion de développement limité à l’ordre 1, plutôt que celle de taux d’accroissement puisque diviser
par un vecteur n’est pas une opération licite.

13
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 7 ÉNONCÉ

Q1. — D’après le cours, pour tout x ∈]−1,1[ :
n∑

k=0
xk = 1−xn+1

1−x
.

g

Q2. — Soit x un point de l’intervalle ]−1,1[, qui est un voisinage de 0. D’après la question précédente :

1

1−x
=

n∑
k=0

xk + xn+1

1−x
.

Comme
x

1−x
−−−→
x→0

0,
xn+1

1−x
=

x→0
o

(
xn)

. Ainsi :

1

1−x
=

n∑
k=0

xk +o
(
xn)

g

Q3. — • Soit n ∈ N. Par changement de variable x ←−x,
1

1+x
=

n∑
k=0

(−1)k xk +o
(
xn)

. Puis, par intégration d’un DL :

ln(1+x) =
∫ x

0

1

1+ t
dt =

n∑
k=0

(−1)k

k +1
xk+1 +o

(
xn+1

)
=

n+1∑
k=1

(−1)k−1

k
xk +o

(
xn+1

)
.

• Soit n ∈ N. Par changement de variable x ←−x2,
1

1+x2
=

n∑
k=0

(−1)k x2k +o
(
x2n

)
. Puis, par intégration d’un DL :

arctan(x) = arctan(0)+
∫ x

0

1

1+ t 2
dt =

n∑
k=0

(−1)k

2k +1
x2k+1 +o

(
x2n+1

)
.

g
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 8 ÉNONCÉ

Nous connaissons les DL suivants en x = 0 à l’ordre 4.

ln(1+x) =
x→0

x − 1

2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 +o

(
x4

)
et

1

1+x
=

x→0
1−x +x2 −x3 +x4 +o

(
x4

)
(1)

Conclusion. En multipliant les deux DL à l’ordre 4 (1), nous trouvons le DL à l’ordre 4 suivant.

ln(1+x)

1+x
=

x→0
x − 3

2
x2 + 11

6
x3 − 25

12
x4 +o

(
x4

)
.

g
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 9 ÉNONCÉ

Nous connaissons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4.

1

1+u
=

u→0
1−u +u2 −u3 +u4 +o

(
u4

)
(2)

Le DL de x +x2 en x = 0 suivant à l’ordre 4 est clair.

x +x2 =
x→0

x +x2 +o
(
x4

)
. (3)

Conclusion. Comme
x +x2 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 (3) par le DL à l’ordre 4 (2) pour trouver :

1

x2 +x +1
=

x→0
1−x +x3 −x4 +o

(
x4

)
.

g
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UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 10 ÉNONCÉ

Pour obtenir un DL en x = 0 à l’ordre 4 de
sin(x)

x
, nous commençons par donner le DL en x = 0 à l’ordre 5 de sin(x), qui est connu (la division

par x fera ensuite chuter l’ordre de 1).

sin(x) =
x→0

x − 1

6
x3 + 1

120
x5 +o

(
x5

)
. (4)

Nous déduisons du DL (4) :
sin(x)

x
=

x→0
1− 1

6
x2 + 1

120
x4 +o

(
x4

)
.

Par suite :

ln

(
sin(x)

x

)
=

x→0
ln

(
1− 1

6
x2 + 1

120
x4 +o

(
x4

))
.

Nous connaissons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4.

ln(1+u) =
u→0

u − 1

2
u2 + 1

3
u3 − 1

4
u4 +o

(
u4

)
. (5)

Conclusion. Comme :

− 1

6
x2 + 1

120
x4 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :

− 1

6
x2 + 1

120
x4 +o

(
x4

)
par le DL à l’ordre 4 (5) pour trouver :

ln

(
sin(x)

x

)
=

x→0
− 1

6
x2 − 1

180
x4 +o

(
x4

)
.

g
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Nous connaissons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4.

p
1+u =

u→0
1+ 1

2
u − 1

8
u2 + 1

16
u3 − 5

128
u4 +o

(
u4

)
. (6)

Nous connaissons également le DL suivant en x = 0 à l’ordre 4.

sin(x) =
x→0

x − 1

6
x3 +o

(
x4

)
. (7)

Conclusion. Comme :

x − 1

6
x3 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 (7) par le DL à l’ordre 4 (6) pour trouver :√
1+ sin(x) =

x→0
1+ 1

2
x − 1

8
x2 − 1

48
x3 + 1

384
x4 +o

(
x4

)
.

g

18



LYCÉE HENRI POINCARÉ, NANCY MATHÉMATIQUE MPI-MPI* 2324

UN CORRIGÉ DE L’EXERCICE 12 ÉNONCÉ

• Nous commençons par calculer le DL de tangente en 0 à l’ordre 4. Nous connaissons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4 :

cos(u) =
u→0

1− 1

2
u2 + 1

24
u4 +o

(
u4

)
.

Donc :
1

cos(u)
=

u→0

1

1− 1

2
u2 + 1

24
u4 +o

(
u4

) .

Nous connaissons le DL suivant en v = 0 à l’ordre 4 :

1

1+ v
=

v→0
1− v + v2 − v3 + v4 +o

(
v4

)
. (8)

Comme :

− 1

2
u2 + 1

24
u4 +o

(
u4

)
−−−−→
u→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :

− 1

2
u2 + 1

24
u4 +o

(
u4

)
par le DL à l’ordre 4 (8) pour trouver :

1

cos(u)
=

u→0
1+ 1

2
u2 + 5

24
u4 +o

(
u4

)
. (9)

En multipliant le DL à l’ordre 4 (9) par le DL à l’ordre 4 connu suivant :

sin(u) =
u→0

u − 1

6
u3 +o

(
u4

)
il vient :

tan(u) = sin(u) · 1

cos(u)
=

u→0
u + 1

3
u3 +o

(
u4

)
. (10)

• Le DL suivant en x = 0 à l’ordre 4 est clair.

x − x3

3
+ x5

5
=

x→0
x − x3

3
+o

(
x4

)
. (11)

Conclusion. Comme :

x − x3

3
+o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 (11) par le DL à l’ordre 4 (10) pour trouver :

tan

(
x − x3

3
+ x5

5

)
=

x→0
x +o

(
x4

)
.

g

Remarque — Le fait que le DL de Arctangente en x = 0 à l’ordre 5 soit :

Arctan(x) =
x→0

x − x3

3
+ x5

5
+o

(
x5

)
autorise une autre démonstration du résultat (nettement plus élégante), et fournit un éclairage conceptuel de la « forme » trouvée.

Le lecteur est invité à écrire cette autre démonstration. Il pourra commencer par observer que :

tan

(
x − x3

3
+ x5

5

)
=

x→0
tan

(
Arctan(x)+o

(
x5

))
puis, par exemple, appliquer la formule d’addition de tangente.
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Nous connaissons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4 :

exp(u) =
u→0

1+u + 1

2
u2 + 1

6
u3 + 1

24
u4 +o

(
u4

)
(12)

et le DL suivant en x = 0 à l’ordre 4 :

Arcsin(x) = x + 1

6
x3 +o

(
x4

)
. (13)

Conclusion. Comme :

x + 1

6
x3 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 (13) par le DL à l’ordre 4 (12) pour trouver :

exp(Arcsin(x)) =
x→0

1+x + 1

2
x2 + 1

3
x3 + 5

24
x4 +o

(
x4

)
.

g
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DL en x = 0 à l’ordre 4 de
x

tan(x)
: approche naïve.

Nous commençons par une approche naïve, qui n’aboutit pas, car l’ordre ne conviendra pas, mais qui motivera la nécessité de considérer un
DL à un ordre supérieur. Considérons à nouveau le DL de tangente en 0 à l’ordre 4 obtenu précédemment (cf. DL 10).

tan(x) =
x→0

x + 1

3
x3 +o

(
x4

)
.

Nous en déduisons :
x

tan(x)
=

x→0

1

1+ 1

3
x2 +o

(
x3

)
duquel nous pourrions déduire aisément un DL de

x

tan(x)
en x = 0, mais à l’ordre 3, ce qui ne suffit pas pour répondre à la question posée. Il

nous faut donc partir d’un DL de tangente en 0 à l’ordre 5, si l’on procède ainsi.

DL en x = 0 à l’ordre 4 de
x

tan(x)
.

En adaptant la stratégie précédente pour trouver le DL de tangente en 0 à l’ordre 4, nous obtenons le DL de tangente en 0 à l’ordre 5 :

tan(x) =
x→0

x + 1

3
x3 + 2

15
x5 +o

(
x5

)
.

Donc :
x

tan(x)
=

x→0

1

1+ 1

3
x2 + 2

15
x4 +o

(
x4

) .

Nous rappelons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4 :

1

1+u
=

u→0
1−u +u2 −u3 +u4 +o

(
u4

)
. (14)

Comme :
1

3
x2 + 2

15
x4 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :
1

3
x2 + 2

15
x4 +o

(
x4

)
par le DL à l’ordre 4 (14) pour trouver :

x

tan(x)
= 1− 1

3
x2 − 1

45
x4 +o

(
x4

)
.

Fin du calcul.

Nous rappelons le DL suivant en u = 0 à l’ordre 4 :

p
1+u =

u→0
1+ 1

2
u − 1

8
u2 + 1

16
u3 − 5

128
u4 +o

(
u4

)
. (15)

Conclusion. Comme :

− 1

3
x2 − 1

45
x4 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :

− 1

3
x2 − 1

45
x4 +o

(
x4

)
par le DL à l’ordre 4 (15) pour trouver : √

x

tan(x)
=

x→0
1− 1

6
x2 − 1

40
x4 +o

(
x4

)
.

g
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Approche naïve.

D’après les résultats sur les DL usuels :

ch(x)−1 =
x→0

1

2
x2 + 1

24
x4 +o

(
x4

)
et cos(x)−1 =

x→0
− 1

2
x2 + 1

24
x4 +o

(
x4

)
d’où :

ch(x)−1

cos(x)−1
=

x→0

1

2
+ 1

24
x2 +o

(
x2)

− 1

2
+ 1

24
x2 +o

(
x2

) .

En poursuivant ainsi, nous obtiendrions un DL en x = 0 à l’ordre 2 de
ch(x)−1

cos(x)−1
. On voit que les ordres chutent de 2. Il faut donc débuter avec

des DL à l’ordre 6 pour répondre à la question posée.

Solution retenue.

Nous partons des DL usuels suivants en x = 0 à l’ordre 6.

ch(x)−1 =
x→0

1

2
x2 + 1

24
x4 + 1

720
x6 +o

(
x6

)
et cos(x)−1 =

x→0
− 1

2
x2 + 1

24
x4 − 1

720
x6 +o

(
x6

)
Nous en déduisons :

ch(x)−1

cos(x)−1
=

1

2
+ 1

24
x2 + 1

720
x4 +o

(
x4)

− 1

2
+ 1

24
x2 − 1

720
x4 +o

(
x4

) =
x→0

−1− 1

12
x2 − 1

360
x4 +o

(
x4)

1− 1

12
x2 + 1

360
x4 +o

(
x4

)
Nous rappelons :

1

1+u
=

u→0
1−u +u2 −u3 +u4 +o

(
u4

)
. (16)

Comme :

− 1

12
x2 + 1

360
x4 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :

− 1

12
x2 + 1

360
x4 +o

(
x4

)
par le DL à l’ordre 4 (16) pour trouver :

1

1− 1

12
x2 + 1

360
x4 +o

(
x4

) =
x→0

1+ 1

12
x2 + 1

240
x4 +o

(
x4

)
. (17)

Conclusion. En multipliant les deux DL à l’ordre 4 :

−1− 1

12
x2 − 1

360
x4 +o

(
x4

)
et (17) il vient :

ch(x)−1

cos(x)−1
=

x→0
−1− 1

6
x2 − 1

72
x4 +o

(
x4

)
.

g
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Par définition même :

(1+2x)
1

1+x = exp

(
1

1+x
· ln(1+2x)

)
.

Du DL usuel :

ln(1+u) =
u→0

u − 1

2
u2 + 1

3
u3 − 1

4
u4 +o

(
u4

)
nous déduisons :

ln(1+2x) =
x→0

2 x −2 x2 + 8

3
x3 −4 x4 +o

(
x4

)
. (18)

Nous rappelons :

1

1+x
=

x→0
1−x +x2 −x3 +x4 +o

(
x4

)
. (19)

En multipliant les deux DL à l’ordre 4 (18) et (19) il vient :

1

1+x
· ln(1+2x) =

x→0
2 x −4 x2 + 20

3
x3 − 32

3
x4 +o

(
x4

)
.

Rappelons enfin :

exp(u) =
u→0

1+u + 1

2
u2 + 1

6
u3 + 1

24
u4 +o

(
u4

)
. (20)

Conclusion. Comme :

2 x −4 x2 + 20

3
x3 − 32

3
x4 +o

(
x4

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 4 :

2 x −4 x2 + 20

3
x3 − 32

3
x4 +o

(
x4

)
par le DL à l’ordre 4 (20) pour trouver :

(1+2x)
1

1+x = exp

(
1

1+x
· ln(1+2x)

)
= 1+2 x −2 x2 + 10

3
x4 +o

(
x4

)
.

g
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Pour tout x ∈ ]−e,+∞[ :

ln(e +x) = ln
(
e
(
1+ x

e

))
= 1+ ln

(
1+ x

e

)
.

Du DL usuel :

ln(1+u) =
u→0

u − 1

2
u2 +o

(
u2

)
nous déduisons :

ln
(
1+ x

e

)
=

x→0

1

e
x − 1

2e2
x2 +o

(
x2

)
.

Conclusion.

ln(e +x) =
x→0

1+ ln
(
1+ x

e

)
= 1+ 1

e
x − 1

2e2
x2 +o

(
x2

)
. (21)

Un repère du plan étant fixé on peut considérer la courbe représentative C de la fonction x 7−→ ln(e +x).
Nous déduisons de (21) que la tangente T à C au point d’abscisse x = 0 existe et a pour équation :

y = 1+ 1

e
x.

Puisque :

ln(e +x)−
(
1+ 1

e
x

)
=

x→0
− 1

2e2
x2 +o

(
x2

)
.

nous savons que C est au-dessous de T localement autour du point d’abscisse x = 0 de C (l’ordonnée du-dit point est 1).
g
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Analyse de la question. On est en présence d’une forme indéterminée du type 1±∞.

DL en x = 0 à l’ordre 2 de cx , où c > 0 est fixé. Par définition :

cx = exp(x ln(c)).

Du DL usuel :

exp(u) =
u→0

1+u + 1

2
u2 +o

(
u2

)
nous déduisons :

cx =
x→0

1+ ln(c) x + 1

2
(ln(c))2 x2 +o

(
x2

)
(22)

DL en x = 0 à l’ordre 2 de
ax +bx

2
. De (22) nous déduisons :

ax +bx

2
=

x→0
1+ 1

2
(ln(a)+ ln(b)) x + 1

4

(
(ln(a))2 + (ln(b))2

)
x2 +o

(
x2

)
.

Fin du calcul. Par définition même : (
ax +bx

2

) 1
x = exp

(
1

x
× ln

(
ax +bx

2

))
.

Nous rappelons le DL usuel :

ln(1+u) =
u→0

u − 1

2
u2 +o

(
u2

)
. (23)

Comme
1

2
(ln(a)+ ln(b)) x + 1

4

(
(ln(a))2 + (ln(b))2

)
x2 +o

(
x2

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 2 :

1

2
(ln(a)+ ln(b)) x + 1

4

(
(ln(a))2 + (ln(b))2

)
x2 +o

(
x2

)
par le DL à l’ordre 2 (23) pour trouver :

ln

(
ax +bx

2

)
=

x→0

1

2
(ln(a)+ ln(b)) x + 1

8
(ln(a)− ln(b))2 x2 +o

(
x2

)
d’où :

1

x
× ln

(
ax +bx

2

)
=

x→0

1

2
(ln(a)+ ln(b))+ 1

8
(ln(a)− ln(b))2 x +o(x) (24)

Conclusion. De (24), nous déduisons que :

1

x
× ln

(
ax +bx

2

)
−−−−→
x→0

1

2
(ln(a)+ ln(b)) = ln

(p
ab

)
.

Par continuité de la fonction exponentielle au point ln
(p

ab
)
, il vient :

(
ax +bx

2

) 1
x = exp

(
1

x
× ln

(
ax +bx

2

))
−−−−→
x→0

exp
(
ln

(p
ab

))
=
p

ab.

g

Remarque — Nous avons débuté avec un DL à l’ordre 2 (choix quelque peu arbitraire), pour finalement aboutir à un DL à l’ordre 1 qui nous a
permis de conclure.

À la fin de notre résolution, nous remarquons que partir d’un ordre 1, pour arriver au final avec un ordre 0 nous aurait suffi pour conclure.
On peut parfois anticiper un ordre suffisant de DL, en faisant une analyse fine des quantités en jeu (il était possible de le faire ici, mais ce n’était

pas tout à fait évident).
Nous reviendrons sur ce point au cours de la Spé, car il s’agit d’un point crucial (ne serait-ce que pour minimiser la longueur des calculs).
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Clé. On effectue le changement de variable x = 1+h, et on fait tendre h vers 0.
Ainsi l’étude est-elle déplacée du point 1 au point 0, pour lequel le cours regorge de propriétés.

Analyse de la question posée. Analysons le poids du dénominateur :

1− tan
(π

4
+ π

4
h
)

i.e. déterminons le premier coefficient non nul qui apparaît dans « son » DL en h = 0.

Puisque la valeur en h = 0 de 1− tan
(π

4
+ π

4
h
)

est 0, il nous faut au moins aller à l’ordre 1.

Nous savons que la fonction :

h 7−→ 1− tan
(π

4
+ π

4
h
)

est dérivable en 0 et nous calculons son nombre dérivé en 0 pour trouver
π

2
. Nous en déduisons :

1− tan
(π

4
+ π

4
h
)

=
h→0

π

2
h +o(h) (25)

d’après le lien entre dérivabilité, nombre dérivé et DL à l’ordre 1.
Dès lors, nous savons qu’un DL à l’ordre 1 en h = 0 du numérateur :

p
4+h − 3p

8+3h

nous permettra de conclure.

DL de
p

4+h en h = 0 à l’ordre 1. Nous notons :
p

4+h =
√

4

(
1+ 4

h

)
= 2

√
1+ h

4
.

Du DL usuel : p
1+u =

u→0
1+ 1

2
u +o(u)

nous déduisons :
p

4+h =
h→0

2+ 1

4
h +o(h) . (26)

DL de 3p8+3h en h = 0 à l’ordre 1. Pour tout h >− 8

3
:

3p
8+3h = (8+3h)

1
3 =

(
8

(
1+ 3

8
h

)) 1
3 = 2

(
1+ 3

8
h

) 1
3

.

Du DL usuel :

(1+u)
1
3 =

u→0
1+ 1

3
u +o(u)

nous déduisons :

3p
8+3h =

h→0
= 2+ 1

4
h +o(h) . (27)

Conclusion. De (25), (26) et (27), nous déduisons :
p

4+h − 3p8+3h

1− tan
(π

4
+ π

4
h
) =

h→0

o(h)
π

2
h +o(h)

=
h→0

o(1)
π

2
+o(1)

.

Par suite : p
4+h − 3p8+3h

1− tan
(π

4
+ π

4
h
) −−−−→

h−−−→0

0
π

2

= 0.

g
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Pour tout (a,b) ∈ R2, on note fa,b la fonction définie par :

fa,b : t 7−→ t

ln(1+ t )− t
+ a

t
+ b

t 2
.

Q1. — Préliminaires. Nous allons tout d’abord analyser le comportement local de la fonction fa,b au voisinage de 0.

Laissons dans un premier temps les quantités
a

t
et

b

t 2
de côté, pour nous concentrer sur

t

ln(1+ t )− t
.

Si nous parvenons à obtenir un développement asymptotique de la « forme » :

α

t 2
+ β

t
+γ+δt +o(t )

avec α,β,γ,δ des constantes réelles explicites (dépendant peut-être de a et b), de cette dernière, nous saurons conclure rapidement quant aux
deux questions posées.

Compte tenu de notre souhait, il nous faut débuter avec un DL en t = 0 à l’ordre 4 de ln(1+ t )− t .
Nous savons :

ln(1+ t ) =
t→0

t − 1

2
t 2 + 1

3
t 3 − 1

4
t 4 +o

(
t 4

)
d’où :

ln(1+ t )− t =
t→0

− 1

2
t 2 + 1

3
t 3 − 1

4
t 4 +o

(
t 4

)
et

t

ln(1+ t )− t
=

t→0

1

− 1

2
t + 1

3
t 2 − 1

4
t 3 +o

(
t 3

) =
t→0

− 2

t

1

1− 2

3
t + 1

2
t 2 +o

(
t 2

) .

Nous rappelons :
1

1+u
=

u→0
1−u +u2 ++o

(
u2

)
. (28)

Comme

− 2

3
t + 1

2
t 2 +o

(
t 2

)
−−−−→
x→0

0

nous pouvons composer le DL à l’ordre 2 :

− 2

3
t + 1

2
t 2 +o

(
t 2

)
par le DL à l’ordre 4 (28) pour trouver :

1

1− 2

3
t + 1

2
t 2 +o

(
t 2

) =
t→0

1+ 2

3
t − 1

18
t 2 +o

(
t 2

)
et par suite :

t

ln(1+ t )− t
=

t→0
− 2

t

1

1− 2

3
t + 1

2
t 2 +o

(
t 2

) =
t→0

− 2

t
− 4

3
+ 1

9
t +o(t ) . (29)

De (29), nous déduisons :

fa,b (t ) = t

ln(1+ t )− t
+ a

t
+ b

t 2
=

t→0

b

t 2
+ a −2

t
− 4

3
+ 1

9
t +o(t ) (30)

ce qui achève cette phase préliminaire.

Solution à la question posée.

• Analyse. Supposons fa,b prolongeable par continuité en 0, i.e. supposons que fa,b possède une limite finie en 0.

Si b ̸= 0, alors d’après (30), fa,b (t ) ∼
t→0

b

t 2
et fa,b n’admet pas de limite finie en 0. Donc b = 0 et alors :

fa,b (t ) =
t→0

a −2

t
− 4

3
+ 1

9
t +o(t ) (31)

Si a ̸= 2, alors d’après (31), fa,b (t ) ∼
t→0

a −2

t
et fa,b n’admet pas de limite finie en 0. Donc a = 2.

Une condition nécessaire pour que fa,b soit prolongeable par continuité est : b = 0 et a = 2.

• Synthèse. Supposons b = 0 et a = 2. D’après (30) :

fa,b (t ) =
t→0

− 4

3
+ 1

9
t +o(t )

donc :

fa,b (t ) −−−−→
t→0

− 4

3
.

La fonction fa,b est donc prolongeable par continuité en 0 ; son prolongement par continuité en 0 prend la valeur − 4

3
en 0.

• Conclusion. La fonction fa,b est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si a = 2 et b = 0.

g

Q2. — Nous supposons ici que fa,b est prolongeable par continuité en 0, i.e. que a = 2 et b = 0. Donc par (30) :

fa,b (t ) =
t→0

− 4

3
+ 1

9
t +o(t ) .

Conclusion. La fonction fa,b admet un DL en t = 0 à l’ordre 1.

Elle est donc dérivable en 0 et son nombre dérivé en 0 est donné par le coefficient de degré 1, ici
1

9
.

g
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Clé. On effectue le changement de variable X = 1

x
, et on fait tendre X vers 0.

Ainsi l’étude est-elle déplacée du point +∞ au point 0, pour lequel le cours regorge de propriétés.

Analyse de la question posée. Essayons, dans un premier temps, d’obtenir un développement asymptotique de la « forme » :

f (x) =
x→0

ax +b + c

x
+o(x)

où a,b,c sont des constantes réelles explicites, avec, si possible, c ̸= 0.

On effectue le changement de variable X = 1

x
et on suppose X > 0.

f

(
1

X

)
=

√
1

X 2
+1+

√
1

X 2
−1 = 1

X

(√
1+X 2 +

√
1−X 2

)
.

Compte tenu de l’objectif annoncé, il nous faut un développement limité en X = 0+ à l’ordre 3 de
√

1+X 2 −
p

1−X 2.
Pour des raisons de parité, le terme de degré 3 de ce développement limité sera nul.
Celui-ci étant responsable du coefficient c cherché (que nous aimerions non nul), nous ne pourrons conclure quant à la position de l’asymptote

et de la courbe au voisinage de +∞.
On augmente donc l’ordre du DL. La stratégie initiale est modifiée, puisque nous ne pouvons obtenir la forme (naïvement) annoncée.

Calcul d’un développement asymptotique. Du DL usuel suivant :

p
1+U =

u→0
1+ 1

2
U − 1

8
U 2 +o

(
u2

)
nous déduisons : √

1+X 2 +
√

1−X 2 =
X→0

2− 1

4
X 4 +o

(
X 4

)
Par suite :

f

(
1

X

)
= 1

X

(√
1+X 2 +

√
1−X 2

)
=

X→0

2

X
− 1

4
X 3 +o

(
X 3

)
.

Nous en déduisons :

f (x) =
x→+∞ 2x − 1

4x3
+o

(
1

x3

)
. (32)

Conclusion. De (32), nous déduisons que la droite ∆ d’équation :

y = 2x

est asymptote à C au voisinage de +∞. De plus comme :

f (x)−2x =
x→+∞ − 1

4x3
++o

(
1

x3

)
i.e. :

f (x)−2x ∼
x→+∞ − 1

4x3
.

La courbe C est au-dessous de ∆ au voisinage de +∞.
g
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Q1. — Observation et stratégie. D’après (H3) :

f (x)− g (x) =
x→0

(an+1 −bn+1)xn+1 +o
(
xn+1

)
∼

x→0
(an+1 −bn+1)︸ ︷︷ ︸

̸=0

· xn+1 .

Nous aimerions connaître un équivalent de g−1(x)− f −1(x), lorsque x tend vers 0, pour pouvoir conclure.

Les fonctions f −1 et g−1 possède un DL en 0 à l’ordre n +1. D’après (H3), f (0) = 0 et donc f −1(0) = 0.
Toujours d’après (H3), f ′(0) = 1 > 0.
On en déduit que : (

f −1
)′

(0) = 1

f ′
(

f −1(0)
) = 1

et que f ′ est strictement positive, en particulier ne s’annule pas, sur un voisinage de 0.
D’après C15.164, la fonction f −1 est de classe C ∞ sur un voisinage de 0 et donc possède un DL en 0 à l’ordre n +1.
Il en est de même pour la fonction g−1.
Ainsi, il existe (A2, . . . , An , An+1,B2, . . . ,Bn ,Bn+1) ∈ R2n tel que :

f −1(x) =
x→0

x +
n∑

i=2
Ai ·xi + An+1 · xn+1 +o

(
xn+1

)
et g−1(x) =

x→0
x +

n∑
i=2

Bi · xi +Bn+1 ·xn+1 +o
(
xn+1

)
Nous allons étudier ce deux derniers DLn+1(0), afin de déterminer un équivalent de g−1(x)− f −1(x) lorsque x tend vers 0.

Pour tout i ∈ J2,nK, Ai = Bi . Nous raisonnons par récurrence finie forte.

• Initialisation au rang 2. Par composée de développements limités :

x = f −1( f (x)) =
x→0

f −1
(
x +a2x2 +o

(
x2

))
= x +a2x2 + A2x2 +o

(
x2

)
Par unicité du DL2(0) de f −1 ◦ f :

A2 =−a2 .

De même, on établit :
B2 =−b2.

Comme a2 = b2, nous en déduisons A2 = B2.

• Hérédité. Soit i ∈ J2,n −1K tel que A2 = B2, . . . , Ai = Bi . Démontrons Ai+1 = Bi+1.

Par composée de développements limités :

x = f −1( f (x))

=
x→0

f −1

(
x +

i+1∑
j=2

a j x j +o
(
x j+1

))

=
x→0

x +
i+1∑
j=2

a j x j +
i∑

k=2
Ak

(
x +

i+1∑
j=2

a j x j

)k

+ Ai+1xi+1 +o
(
xi+1

)
Par unicité du DLi+1(0) de f −1 ◦ f :

(⋆) Ai+1 =−
x +

i+1∑
j=2

a j x j +
i∑

k=2
Ak

(
x +

i+1∑
j=2

a j x j

)k


i+1

De même :

(⋆⋆) Bi+1 =−
x +

i+1∑
j=2

b j x j +
i∑

k=2
Bk

(
x +

i+1∑
j=2

b j x j

)k


i+1

Comme, pour tout j ∈ J2, i +1K, a j = b j , et, pour tout k ∈ J2, iK, Ak = Bk , nous déduisons de (⋆) et (⋆⋆) que :

Ai+1 = Bi+1.

• Conclusion. À l’issue de cette récurrence, nous savons que :

∀ i ∈ J2,nK, Ai = Bi .

et donc :
f −1(x)− g−1(x) =

x→0
(An+1 −Bn+1)xn+1 +o

(
xn+1

)
.

Étude de la différence An+1 −Bn+1. Par composée de développements limités :

x = f −1( f (x))

=
x→0

f −1

(
x +

n∑
i=2

ai xi +an+1xn+1 +o
(
xn+1

))

=
x→0

x +
n∑

i=2
ai xi +an+1xn+1 +

n∑
k=2

Ak

(
x +

n∑
i=2

ai xi +an+1xn+1

)k

+ An+1xn+1 +o
(
xn+1

)
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Par unicité du DLn+1(0) de f −1 ◦ f :

An+1 = −
x +

n∑
i=2

ai xi +an+1xn+1 +
n∑

k=2
Ak

(
x +

n∑
i=2

ai xi +an+1xn+1

)k


n+1

= −an+1 −
 n∑

k=2
Ak

(
x +

n∑
i=2

ai xi

)k


n+1

En effet, pour tout k ∈ J2,nK, le coefficient de degré n +1 de :(
x +

n∑
i=2

ai xi +an+1xn+1

)k

est le coefficient de degré n +1 de : (
x +

n∑
i=2

ai xi

)k

.

Nous avons établi :

An+1 =−an+1 −
 n∑

k=2
Ak

(
x +

n∑
i=2

ai xi

)k


n+1

et, de même, nous obtiendrions :

Bn+1 =−bn+1 −
 n∑

k=2
Bk

(
x +

n∑
i=2

bi xi

)k


n+1

Comme, pour tout k ∈ J2,nK, Ak = Bk , et, pour tout i ∈ J2,nK, ai = bi , nous en déduisons :

n∑
k=2

Ak

(
x +

n∑
i=2

ai xi

)k

=
n∑

k=2
Bk

(
x +

n∑
i=2

bi xi

)k

d’où :
An+1 −Bn+1 = bn+1 −an+1.

Fin de la solution. De (H3) et de notre étude des DLn+1(0) de f −1 et g−1, nous déduisons :

f (x)− g (x) =
x→0

(an+1 −bn+1)xn+1 +o
(
xn+1

)
∼

x→0
(an+1 −bn+1)︸ ︷︷ ︸

̸=0

· xn+1

et

f −1(x)− g−1(x) =
x→0

(An+1 −Bn+1)xn+1 +o
(
xn+1

)
=

x→0
(bn+1 −an+1)xn+1 +o

(
xn+1

)
∼

x→0
(bn+1 −an+1)︸ ︷︷ ︸

̸=0

· xn+1.

Ainsi :
f (x)− g (x)

g−1(x)− f −1(x)
−−−→
x→0

1.

g

Q2. — Comme :

sin(tan(x)) =
x→0

x + x3

6
− x5

40
− 55

1008
x7 +o

(
x7

)
et tan(sin(x)) =

x→0
x + x3

6
− x5

40
− 107

5040
x7 +o

(
x7

)
nous pouvons appliquer le résultat de la question 1 pour obtenir :

sin(tan(x))− tan(sin(x))

Arcsin(Arctan(x))−Arctan(Arcsin(x))
−−−→
x→0

1.

g

Remarque — La question 2 connaît une certaine notoriété. Il s’agit d’une question posée par Vladimir Arnold (mathématicien russe, 1937-2010) :

« in his opinion, modern mathematicians are not capable of solving quickly ».

On pourra consulter la discussion sur mathoverflow [Lien] sur ce thème qui contient d’autres idées de démonstration, dont une délicate mais
élégante, à saveur géométrique.
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https://mathoverflow.net/questions/20696/a-question-regarding-a-claim-of-v-i-arnold
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