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Chapitre 20

Espaces de Banach

David Blottiére, le 17 mars 2024 a 07h57

Sommaire
§ 1. Suites de Cauchy ... ... 1
§ 2. Espacesde Banach ..... ... .. 4
§ 3. Séries absolument convergentes .............. ... i 5
§ 4. Théoréme de la double limite en un point dubord ............... ... .. .. ... ... 7
§ 5. Théoréme du point fixe de Banach-Picard .............. .. ... .. .. ... .. .. 9
§ 6. Théoréme de Cauchy linéaire ........... ... ... . .. ... i i, 11
Notations. — Dans tout ce chapitre, K est le corps R ou C et (E,|| - ||) désigne un K-espace vectoriel
normé.
§ 1. Suites de Cauchy
Définition 1. —  Une suite de vecteurs (xp,) pen € EN est dite de Cauchy si :

(*)  VYe>0, INeN, Vp=N, Vg=N, ||x,—x4]|<e

Dans la définition 1, la propriété (x) est équivalente a :
Ye>0, INeN, YN<p<gq, ||xp—x4]<e
La définition de suite de Cauchy ne met en jeu que la suite elle-méme, contrairement a

celle de suite convergente, dans laquelle apparait la limite, parfois notée ¢. Elle revét donc un
caracteére plus intrinséque.

Nous énongons ci-dessous un lemme commode pour établir qu’une suite est de Cauchy,
grace a la nature de la série numérique des normes des accroissements.

Lemme 2. — Soit une suite de vecteurs (x,) ,en € EN telle que la série numérique Z | X541 — X5 |l
converge. Alors la suite de vecteurs (x,) ,en est de Cauchy.

Démonstration. Fixons un réel € > 0. La série numérique Z [| Xn+1 — xp || étant convergente :

+00
PIETSEE| Og.

k=p p—+00

Ainsi :

+00
ANEeN, Vp=N, 3 llxp-xcll<e
k=p
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Considérons deux entiers naturels p et g tels que N < p < q. Alors :

q-1 q-1 +00
|35 = xq || = || 2 xra1 = x| | < X W =211 < Y X1 — xi |l < e
k=p k=p k=p
Nous avons démontré que :
Ve>0, INeN, VYN<p<q, ||xp—x4]|<e

i.e. que la suite de vecteurs (x,),cn est de Cauchy.
Q.E.D.

Nous allons établir qu’une suite convergente est de Cauchy, mais que la réciproque n’est pas
nécessairement vraie.

Proposition 3. —  Une suite convergente de vecteurs de (E,|| - ||)g est de Cauchy.
Démonstration. Considérons une suite convergente (x,),cy de vecteurs de (E,||-]), de limite
notée x.
Fixons € > 0. Alors : c
INeN, Vn=N, llx,—-xlI< >
Nous en déduisons que, pour tout p> N et g=> N :
€ €
[ = xq |l =[] %p =2+ x=xq || < [[xp = x| + || xg = x|| < 5 + 5 =€
Nous avons démontré que :
Ve>0, INeN, Vp=N, VYg=N, ||x,—x4||<e
i.e. que la suite de vecteurs (x;),ecn est de Cauchy. Q.E.D.
Contre-exemple 4. — Considérons le R-espace vectoriel R[X] muni de la norme || - ||, définie

par:
VPeR[X], |IPlloo:=max{|[P]p|: neN}

n xk
et la suite de polynomes |S,:= ) 7l .
k=0 ™ ) neN

(a) Cette derniére est de Cauchy car :

Xl’l+1
(n+1)!

‘ 1
o (m+1)!

1
et la série numérique de terme général i converge (cf. lemme 2).
n

(b) Cependant, la suite de polynomes (S;,),en diverge. Démontrons-le en supposant qu’elle
converge vers un polynéme P pour la norme || - ||o. Nous remarquons que, si d > deg(P)
est un entier naturel fixé, alors :

1
Vn=>d, [Sn_P]d:a
et donc :

1
Vnz=d, E<||Sn—PIIoo-

1
En faisant tendre n vers +oo, nous obtenons T <0, ce qui n’est pas.

2
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Ainsi, la suite de polyndémes (S;),cn est de Cauchy, mais diverge.
Proposition 5. —  Une suite de Cauchy de vecteurs de (E,|| - ||) est bornée.

Démonstration. Considérons une suite (x,),en de vecteurs de (E,||-[) qui est de Cauchy. En
spécifiant £ a 1 >0 dans la définition 1, nous obtenons :

ANeN, Vp>=N, VYg=N, |[|xp—x4]|<1

Nous en déduisons d’abord que :

V=N, llxpll=llxp—xnv+xnlI<Ilxp—xnll+Ilxnll <xpll+1
puis, en posant M :=max{|| xo ||, x11l,...,[lxn I, | xn |l + 1} que :
VneN, ||lx,lI<M [disjonction de cas suivant n < N et n > N] .
La suite de vecteurs (x,),cn est donc bornée. Q.E.D.
Proposition 6. —  Une suite de Cauchy de vecteurs de (E,|| - ||) qui posséde une valeur d’adhérence

x € E converge vers x.

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (x,),en de vecteurs de (E,|| - |[), qui posséde
une valeur d’adhérence x € E. Alors, il existe une application ¢: N N strictement croissante
telle que la suite de vecteurs de terme général x, ;) converge vers Xx.

Fixons € > 0.

(a) Comme la suite de vecteurs (x;),cn est de Cauchy :
€
AN eN, Vp=2N, Yg=N, ||xp-x4]] < 5

(b) Comme Xy — X
INGeN, Vn>Ny ||xpm - x| <5
Soit n > N := max{Nj, N»}.
(c) Comme @(n)>n> N :
|| 2 = xpm || < g [d’apres (a)].
(d) Comme @p(n)>n> N5 :
£
|| xp0m — x|| < > [d’apres (b)].
De (c) et (d) nous déduisons :
£ €
1 = %11 = [[ 20 = Xy + X = x[| <[ xn = Xpom || +[| xpom = x|| < 5 +5 = &

Nous avons démontré que :
Ve>0, IANeN, Vn=>N, |lx,—x|I<e

i.e. que la suite de vecteurs de terme général x, converge vers x dans (E, || - []). Q.E.D.

3
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Nous résumons les derniers résultats établis dans le diagramme suivant.

convergente === de Cauchy === bornée

de Cauchy
et
valeur d’adhérence

§ 2. Espaces de Banach

Définition 7. — Le K-espace vectoriel normé (E,|| - |1) est dit complet ou de Banach si toute suite de
Cauchy d’éléments de E est convergente.

Théoréme 8. —  Un K-espace vectoriel de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit (E,||-|]) un K-espace vectoriel normé de dimension finie. Notons que la
norme || - || n’importe pas puisque toutes les normes sur E sont équivalentes.
Considérons une suite de vecteurs (xp),cn € EN qui est de Cauchy. D’aprés la proposition 5, il
existe r > 0 tel que :

VneN, x,¢€ B(O—E,r)

Comme le K-espace vectoriel E est de dimension finie, la boule B (0g, ), qui est fermée et bornée,

——N
est compacte. Ainsi la suite de vecteurs (x,),en € B(Og,7)  posséde une valeur d’adhérence
X € B(0g,r). D’aprés la proposition 6 :

x€B(0g,r)cE.

Xn
n—+00

Q.E.D.
D’aprés le théoréme 8, (R,|-|) et (C,|-|) sont complets. Ces deux exemples d’espaces complets

ont un intérét majeur, pour construire des nombres réels/complexes comme limite de suites de
Cauchy de nombres réels/complexes.

En revanche, d’apreés le contre-exemple 4, le R-espace vectoriel normé (R[X], || - ||o,) n’est pas
complet.
Théoréme 9. —  Soient a < b des réels et (F|| - ||) un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors

€°(la, b), F) muni de la norme || - || définie par :
Vie€ (abl,F), ||fl|l:=sup{||f@®]||: felabl}
est complet.

Démonstration. Soit (fy),.y une suite de Cauchy de (€°((a, b], F), | - lloo)-

(a) Nous établissons tout d’abord la convergence simple de la suite de fonctions ( fn)
Fixons f € [a, b] et considérons un réel € > 0. Par hypothése :

neN-

ANeN, Vp=N, Yg=N, ||fp-fill.<e
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Pour tout p > N, pour tout g > N :
1@ = fa@ | <] fo-fallo <&

Nous avons démontré que :
Ve>0, INeN, Vp=N, VYg=N, ||fpr(0-f;0]|<e

i.e. que la suite (f,,(1)),,n € FN est de Cauchy. Comme (F|| - ||) est complet (théoréme ??),
elle est convergente. Nous notons f(f) € F sa limite dans la suite.

(b) En (a), nous avons établi que la suite de fonctions ( fn) nen converge simplement vers la

fonction :
la,b] — F

£ — fm:= lim fu(0).

Démontrons que cette convergence est uniforme.
Soit € > 0. Par hypothése :

(x)  3ANeN, Vp=N, Vg=N, ||fo-fqll,<e
Soient p > N et t € [a, b] fixés. De (%) nous déduisons :
Ya=N, ||fp0-f0] <&
En faisant tendre g vers +oo, il vient :
||fp(t) - f() || <e€ [la norme || - || est 1-lipschitzienne donc continue].
Nous avons démontré que :
Ve>0, INeN, Vp=N, Vtelabl, ||fr(-f@] <e

i.e. que la suite de fonctions (fy), .y converge vers uniformément vers la fonction f.
(c) Toutes les fonctions f;, étant continues sur [a, b], nous déduisons de (b) que la fonction f
est également continue sur [a, b]. Le résultat de (b) peut alors étre reformulé :

fn —— f dans (‘60([61, bl, F), 1l - lleo) -

n—+oo
Q.E.D.
§ 3. Séries absolument convergentes
Définition 10. —— Une série )_ uy, de vecteurs du K-espace vectoriel normé (E, || - ||) est dite absolument

convergente si la série numérique Y || uy || converge.

Une série de vecteurs d’'un K-espace vectoriel normé qui est absolument convergente n’est
n

- . ) y X
pas nécessairement convergente, comme le montre 'exemple de la série ) _ — de vecteurs de
n!

1
RIX], 1l - lloo). Cette série est absolument convergente car la série numérique Z—' converge,
n!

mais elle diverge (cf. contre-exemple 4).

La convergence des séries de vecteurs absolument convergentes caractérise les espaces de
Banach. La proposition suivante précise cette propriété remarquable.

Proposition 11. — Le K-espace vectoriel normé (E,|| - ||) est de Banach si et seulement si toute série
absolument convergente de vecteurs de (E, || - ||) est convergente.
Démonstration.
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(a) Supposons que le K-espace vectoriel normé (E,|| - ||) est de Banach. Considérons une série
absolument convergente )_u, de vecteurs de E et démontrons qu’elle converge, i.e. que

n
la suite de vecteurs (Sn =) uk) € EN converge.
: . k=0 JneN
Fixons € > 0 et considérons des entiers naturels 0 < p < g. Alors :

p q q q +00
&) [Sp=Sql|=[ X we =D || = Y we||< Y Nuell < Y Mugll
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1 k=p+1

+00
Par hypotheése, la série leunll converge, donc la suite de ses restes ( Z || ukll)
k=n+1 neN
converge vers Og. Ainsi :

+00
(xx)  3INeN, Vn>=N, ) llull<e.
k=n+1
Si N < p < g alors nous déduisons que (%) et (xx) que :
1Sp=Sqll <e.

Nous avons démontré que :

Ve>0, INeN, VYN<p<q, |[Sp-Sq||<e

n
i.e. que la suite (Sn = Z uk) € EN est de Cauchy. Comme (E,|| - ||) est un espace de
k=0

neN
Banach, cette suite converge.

(b) Supposons que toute série absolument convergente de vecteurs de (E, || - ||) est convergente.
Considérons une suite de Cauchy (x,),cn de vecteurs de (E,|| - ||) et démontrons qu’elle
converge. D’aprés la proposition 6, il suffit d’établir que la suite (x,) ,cn posséde une valeur
d’adhérence. Pour y parvenir, nous allons construire une extractrice par récurrence.

(in0) En spécialisant € a 1/2° > 0 dans la définition 1, il vient :
ANgeN, VNo<p<gq, |[|lx,—xq]|<1/2"
Si 'on pose ¢(0) := N alors :
(Yo) Vg>0), |lxg—xp0]|<1/2°
(in1) En spécialisant £ & 1/2! > 0 dans la définition 1, il vient :
AN eN, YNi<p<q, ||xp—x4]|<1/2".
Si l'on pose ¢(1) := max{g(0) + 1, N1} alors :

(a1) ¢0) <¢() [car (1) > ¢(0) +1]
B || xpa) = xp) || < 1/2° [d’apreés @(1) > ¢(0) et (yo)]
(y1) pour tout g > (1), ||x5—xpm || <172 [car @(1) > Ny].

(hé) Soit n € N*. Supposons construits des entiers naturels ¢(0),...,¢(n) tels que :

(an) @O) <) <...<@(n)
(Bn) pour tout k€ [0,n—11, || Xpuk+1) — Xpu || < 1/2F
(yn) pour tout g >@(n), ||xq—xpm || < 172"

6
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En spécialisant € a 1/2"*1 >0 dans la définition 1, il vient :
AN, €N, YN <p<q, ||xp—xq]|<172™
Si l'on pose @(n+1) :=max{p(n) +1, Ny} alors :

pn)<pn+1) [car p(n+1) = p(n) +1]
|| Xpn+1) = Xpem || < 1727 [d’aprés @(n+1) > @(n) et (y,)]
(Yn+1) pour tout g >@(n+1), || xg—Xpm || <1727 [car p(n+1) > Np41].

Ces trois propriétés, assemblées avec (a,), (B) et (y,) livrent :

(@n+1) @O <) <...<@pm)<@pn+1)
(ﬁn+l) pour tout k € [0, nl, ||x(p(k+1) — Xp(k) || < 1/2k
(Yn+1) pour tout g >¢@(n+1), ||xq — Xp(n+1) || < 1/27+1,

(co) Nous déduisons de la construction par récurrence précédente I’existence d’une ap-
plication :
N — N

ln — p(n)

strictement croissante telle que :
VneN, ||x(p(n+1)—x(p(n)|| <1/2n.

La série géométrique ) 1/2" converge (-1 <1/2<1). Par théoréme de domination pour
les séries a termes réels positifs, la série Z||x¢(n+1) — Xg(n) || converge également, i.e. la
série Zx(p(ml) — Xp(n) de vecteurs de (E, || - ||) est absolument convergente. D’aprés ’hypo-
thése faite au début de cette partie (b), la série de vecteurs Y Xy (n+1)— X¢(n) converge dans
(E,Il - 11). Nous en déduisons que la suite de vecteurs (x(p(n)) converge dans (E, || - []).

Q.ED.

neN

Les propositions 8 et 11 jointes fournissent une démonstration alternative de la propriété
suivante : une série absolument convergente de vecteurs d’un K-espace vectoriel de dimension
finie est convergente. Ceci s’applique en particulier aux séries numériques a valeurs réelles/com-
plexes ou encore aux séries de matrices a coefficients réels ou complexes.

§ 4. Théoréme de la double limite en un point du bord

Nous allons illustrer une conséquence de la complétude de (K, |-|) en démontrant le résultat
suivant, qui a été admis en cours d’année.

Théoréme 12. —  Soient a < b des nombres réels et (f),, .y une suite de fonctions de Uintervalle
semi-ouvert [a, b| dans K. On suppose que :

(H1) la suite de fonctions (), converge uniformément sur (a, b[ vers une fonction f € K“PL;

(H2) pour tout n €N, il existe un nombre ¢, €K tel que f,(x) l,.
Alors :

(C1) la suite numérique (€,) ,en converge dans K;

(C2) si on pose € := nl—i»IPooK”’ alors f(x)

x—b~

X—0"
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Démonstration.
(C1) Soit € >0. D’aprés I’hypothése (H1) :
INeN, Vn>N, Vxelabl, |ful0-f®|< g
Fixons p > N et g > N. Alors, pour tout x € [a, D[ :
| fp ) = fa0| = | fp ) = FO) + f(x) = fg )] < | fr(x) = F)] + | f(x) = fr ()] < §+
En faisant tendre x vers b par valeurs inférieures, il vient :

[0p— 4| <e.

£
—=E.
2

Nous avons démontré :
Ve>0, INeN, Vp>=N, Vg=N, |(,-04 <.

Donc la suite (¢,),,en € KN est de Cauchy. Comme (K, |-[) est complet, elle converge dans
K. Nous notons ¢ sa limite pour la suite.

(C2) Fixons € >0. D’aprés (a) :

(%) dN1eN, VnzN;, [0p—4<

Wl m

D’aprés (H1) :

(k%)  3AN,eN, Vn>No, Vxelabl |fn(x)—f(x)|<§.
Posons N :=max{Nj, N2}. D’aprés (H2) :
(% % %) Ja>0, Vxelb—a,blnla,bl, |fN(x)—€N|<§-

Fixons xe€lb-a,b[na, b[. Alors :
|f) =€ =|fx) = fn@) + fn) —On+On— €] <|f(x) = fn@)| + | fv(x) = On| + €N — £

Comme N > N,, x€lb—a,b[n[a,b| et N> Nj, nous déduisons de (x*), (x x %) et (%)
que :
|f)—¢| <

€
+-+-=¢.
3

Wl m
Wl m

Nous avons démontré que :
Ye>0, Ja>0, Vxelb-a,blnlabl, |fx)-¢|<e
‘.

i.e. que f(x)

x—b~

Q.ED.

Dans la démonstration précédente, seule la complétude de (K,|-|) a joué un role. Grace au
théoréme 8, on peut donc mutatis mutandis démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 13. —  Soient a < b des nombres réels, (f”)nEN et une suite de fonctions de Uintervalle

semi-ouvert [a, b[ dans un K-espace vectoriel F de dimension finie. On suppose que :
(H1) la suite de fonctions (f,), .y converge uniformément sur [a, b[ vers une fonction f € Flabl,

(H2) pour tout n €N, il existe un vecteur £, € F tel que f,(x) l,.

Alors :
(C1) la suite de vecteurs (£,) ,en converge dans F ;

x—b~

(C2) si on pose € := nl—lgloo[n’ alors f(x) E» /.
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§ 5. Théoréme du point fixe de Banach-Picard

Dans cette partie, nous discutons d’un théoréme qui revét un intérét majeur pour démontrer
Pexistence et I'unicité de solution d’équations, différentielles notamment.

Théoréme 14. —  Supposons que (E,|| - ||) est un espace de Banach et considérons une application
f+E E qui est contractante, i.e. telle que :

Jkel0,1, VpeE, |[f-fy|<k|[x-y]l.
Alors Uapplication f posséde un unique point fixe dans E, i.e. :

A¢eE, f0)=¢.

Démonstration.

(a) Nous démontrons que le point fixe de f, s’il existe, est unique. Considérons donc deux
vecteurs ¢1,¢» de E distincts tels que f(¢1) = f(¢£2). Alors :

161 =1l =]|| F(€1) - fF W) || < k1161 - 22|

Comme [| 41 -2 >0, nous en déduisons 1 < k, ce qui n’est pas.

(b) Soit la suite (x,) ey de vecteurs de E définie par la donnée d’un vecteur xy € E et la relation
de récurrence :

Xn+1 = f(xn)

valable pour tout n € N. Nous allons démontrer que cette suite est convergente et que sa
limite est un point fixe de f.
Nous commengons par démontrer par récurrence que, pour tout n €N :

Pm) N xper— X0l <E" 11x1 - X011

(in) Lassertion 22(0) s’écrit || x; — x|l < k° || x1 — x0|]. Elle est vraie.

(hé) Soit n € N tel que 'assertion Z2(n) est vraie. D’aprés le caractére contractant de
Papplication f :
(%) | Xn+2 = Xps1 1l = ||f(xn+1) — [ (xn) || Skl Xpe1—xnll.

D’aprés 22(n) :
[ Xn+1 = Xn Il <E™ 1121 = X0

et, comme k >0, nous en déduisons :
1
(k%) k1l xpa1 = 20 [l K™ (120 = X0l

D’aprés (x) et (k%) :
X2 = Xpat | <K 12 = X011
D’assertion Z?(n+1) est donc vraie.

(co) Nous avons établi que :

VneN, | Xp+1— X0 Il < K™ 1121 —x01].
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La série géométrique de terme général k" ||x; —xol| est convergente (-1 < k < 1). Par
théoréme de domination pour les séries a termes réels positifs, la série de vecteurs
an+1 —x, de (E,||-|]) est donc absolument convergente. Comme le K-espace vectoriel
(E,|| - 1) est de Banach, la série de vecteurs an+1—xn converge dans (E,|| - ||) (proposition
11). Nous en déduisons que la suite de vecteurs (x,),en converge dans (E, || - []).

Si ¢ désigne sa limite, alors la relation :

Xn+1 = f(xn)

valable pour tout n €N et la continuité de f en ¢ (f est k-lipschitzienne) livrent f(¢) =/,
i.e. £ est un/le point fixe de f.

Q.ED.

La démonstration du théoréme 14 contient des informations supplémentaires. Si xp est un
vecteur quelconque de E et si (x,) ,en est la suite des itérées de xg par f, alors la suite de vecteurs

(Xn) nen de (E, Il - |I) converge vers I'unique point fixe £ de f. En outre, on peut établir, au moyen
d’un raisonnement par récurrence que :
VneN, X — €1 <Kk" | x0— 2|

ce qui renseigne sur la vitesse de convergence (elle est au moins géométrique).

Corollaire 15. —  Supposons que (E,|| - ||) est un espace de Banach et considérons une application
f+ E——— E dont une des itérées est contractante, i.e. telle que :

ApeN*, Jkel0,1[, Y, ek, ||[ffF-fPm|<k]|lx-yl|
Alors Uapplication f posséde un unique point fixe dans E.

Démonstration. D’aprés le théoréme du point fixe de Banach-Picard (théoréme 14) appliqué a
lapplication contractante f7 :

(%) A1¢eE, fPW)="¢.
Nous allons établir que ¢ est I'unique point fixe de f.

(a) Etablissons tout d’abord Pexistence d’un/du point fixe de f. En composant I'identité de
(%) par f, il vient :
P = f)

que l'ont peut écrire également :

fPf) = f(o).
Ainsi f(¢) est un point fixe de 'application f” dans E. D’aprés 'unicité dans (x), f(¢) = 4.

(b) Passons a I'unicité d’un/du point fixe de f. Considérons donc deux vecteurs ¢;,¢, de E
distincts tels que :

fl) = f(Lr).
En composant par fP~! chaque membre (p—1 > 0), il vient :
[P ) = fP(ea).
D’aprés I'unicité dans (%), £ = (5.
O.ED.
Les points (a) et (b) de la démonstration du corollaire 15 reposent uniquement sur la pro-
priété (x). Nous observons que cette partie de la démonstration peut étre adaptée pour démon-

trer la propriété suivante : si X est un ensemble et f: X —— X est une application dont une
itérée posséde un unique point fixe £ € X, alors f posséde ¢ comme unique point fixe.

10
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§ 6. Théoréme de Cauchy linéaire

Notations. — Dans cette partie, nous considérons :
o un intervalle I non vide,
o un K-espace vectoriel F de dimension finie;
o une application continue a: | —— £ (F);
o une application continue b: | —— F ;
o to un point de Uintervalle I ;
o Xxo un vecteur de lespace F.
et nous étudions le probléme de Cauchy :
Viel, x'(t)=a(t)(x(1)+b(1)

(@7 et
x(to) = Xo

d’inconnue une application x: [ —— F de classe €.

Lemme 16. — Soit x: | —— F une application continue. Alors application :

I — F
t — a()(x(0)+Db(1)

est continue.

Démonstration. L'application :

X F)xF — F

B (f,v) — f()

est bilinéaire. Avec la continuité des applications a: I Z (F) et x: ] —— F, nous en

déduisons que I'application :

F

I —
B(a, x) t — B(a(t),x() = a(t)(x(1)

est continue. L’application :

I — F
Bla,x)+b ’ t —  alt)(x(D) + b(1)
est donc continue, comme somme d’applications continues. Q.E.D.

Nous reformulons ci-dessous le probléme de Cauchy (£7) sous forme intégrale.

Proposition 17. — Soit une application x: I —— E. Alors :

 ost de classe €' sur I x est de classe €° sur I
et

) = et ‘
x est solution de (9P) Vtel, x(t)=xp +f a(u)(x(w)+b(uw) du
To

Démonstration.

11
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(a) Démontrons tout d’abord I'implication directe et supposons que 'application x: I F
est de classe €' (x est donc continue) et qu’elle est solution du probléme de Cauchy (%),
ie.:

{ Viel, x'(t)=a(t)(x(t)+b(1)
et

x(ty) = xp.

D’aprés la continuité de x" et le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction :

I — E
t

t — a(u)(x(w) +b(u) du
& :x"r(u)

est dérivable sur I, de dérivée x’ et est nulle en #,. La fonction :

I — E
t — x(1)—x(t)

est également dérivable sur I, de dérivée x’ et est nulle en #. Par unicité de la primitive
de x’ sur I nulle en #y, il vient :

t
Vtel, x(t):x0+f a(u)(x(w) + b(u) du.
To

(b) Passons a I'implication réciproque et supposons que I’'application x: I —— F est continue
et vérifie :

t
Vtel, x(t):x0+f a(u)(x(w) + b(u) du.

To

D’aprés le lemme 16 et le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction :

I — E
x

t
r — x0+f a(u)(x(u)+bw) du

To
est de classe €' sur I et :
Veel, x'(0)=a(®)x(®)+b(t).

Enfin, on calcule x(fy) = xo.

Q.ED.

D’aprés la proposition 17 résoudre le probléme de Cauchy (2) revient a déterminer les
fonctions x: ] —— F continues telles que :

t
Vtel, x(t):x0+f a(u)(x(w) +b(u) du
To

ou encore a rechercher les points fixes de I'application :

€¢%1,F) — €9(1,F)
I — F
X — T (x)

t
r — x0+f a(u)(x(u)+b(w) du

To

12
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qui est bien définie, en vertu du lemme 16 et du théoréme fondamental de ’analyse : si x €
€°(1, F), alors T(x) € €1(I,F) «6°(I, F). Notre attention se porte désormais uniquement sur les
points fixes de I'application T.

Notations. — Dans la suite, nous fixons une norme|| - || sur le K-espace vectoriel F de dimension finie
(elles sont toutes équivalentes) et nous considérons la norme subordonnée a la norme || - || sur £ (F) :
£ (F) — R,

1 - 11 f — Iflll=sup{|| f(O] : x€ E et lIxII < 1}.

Nous savons que la norme ||| ||| sur &£ (F) vérifie :
Y(f,weL@<E ||| <||IF|]x1vll [propriété d’une norme subordonnée].
Lemme 18. — Supposons que Uintervalle I est un segment (i.e. compact). Alors :

llalllo := sup llla(@lll : t€ I}
est un réel positif bien définie.

Démonstration. L'application |[|-[|| : & (F) —— R4 est continue car 1-lipschitzienne. Ainsi, 'ap-
plication :

I — R,

t — |lla(lll

est continue comme composée d’applications continues. Comme I est compact, cette applica-
tion est bornée et atteint ses bornes (théoréme des bornes atteintes). Ainsi le réel :

l-1lleca

supillla)lll : t€ I}

est bien défini (et cette borne supérieure est un maximum). Q.E.D.
Théoréme 19. —  Supposons que Uintervalle I est un segment. Alors Uapplication :
€°(I,F) — €°(I,F)
T I — F

t
. T, xo+f a(u) (x(w) + b(w) du
1

0
posséde un unique point fixe et donc, d’aprés la discussion précédente, le probléme de Cauchy :
Viel, X'()=a()x(0)+b(1)

(&7) et
x(to) = Xo

d’inconnue une application x: I F de classe €' posséde une unique solution.

Démonstration.

(a) Sinous munissons le K-espace vectoriel 6°(, F) de la norme || - ||o, définie par :

Il | €4 — e
o f — sup{||f(@) || : re 1}

alors (6°(I,F),|l - llo) est un espace de Banach (théoréme 9). D’aprés le corollaire 15,
il suffit de démontrer qu’une itérée de I'application T est contractante pour établir que
Papplication T posséde un unique point fixe.

13
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(b) Considérons (x1,xp) € €°(I, F)*. Nous démontrons par récurrence que, pour tout p €N :

x|t —tolP x || X1 — X2 lloo -

, ) ) lllalll%
Pp)  Yiel, |[TPa)@O-T O] <—;

(in) Comme T° =idyo s p), I'assertion 22(0) se réécrit :
Veel, [lxi(0)—x@<Ix1—x2llo-

Elle est vraie.

(hé) Soit p €N tel que I’assertion Z2(p) est vraie. Fixons un réel ¢ € I. D’aprés la linéarité
de I'intégrale et la linéarité de a(u) (uel) :

|| TP ) (0) = TP () (1) ||
=[] T(TPx0) () - T (TP (x)) (1)

L’inégalité triangulaire livre :

t
xo+f a(w) (TP (x1)(w) + b(w) du—
Ip

t
xo+f a(u) (TP (x2) (W) + b(w) du)
I

0

t
f a(w) (TP (x1)(w) — TP (x2)(w)) du
1

0

max{ty, t}

|| TP e (0 = TP ) ()| <f || a(w) (TP ) (W) - TP (x2) () || du

min{zg, t}
D’aprés la propriété d’'une norme subordonnée et la croissance de I'intégrale :

max{ty,}
|| TP ) () = TP (x) (1) || <f Hla@)lll x || TP (x1) (W) = TP (x2) (w) || due.

min{ty,t}

Le lemme 18, I’hypothése de récurrence et la croissance de I'intégrale entrainent
alors :

maxito.t ||| a5

[ TP (e () = TP () (8| <f x [t =10l x|l x1 = X2 |loo due

min{t, } p!
+1
llalllés maxtto. p
:—,Xlel—leloox lu—1tl" du.
p: min{z, 1}

Sit> 1t alors:

(u— fp)P*1
p+1

N S LA e Lo

p+1 p+1

max{ty,1} t
f lu—rtolP du=| (u—-1ty)? du=
min{zy, 1} o

To

Si t< 1y alors :

max{fg, t} fo (f _u)p+1 lo (t _t)p+1 |[— L |p+1
f lu—tlP du=| (hH—w? du=|- 0 Y — 0
min{f, } t p+1 " p+1 p+1
Dans tous les cas :
max{f,} |l-_ t0|p+1
f lu—tol” du = ——.
min{zy,t} P+1
La derniére inégalité établie se réécrit donc :
+1 1
llalllX 1t — 1]P*
[ TP ) (1) = TP 002 () || === x 1121 = X2 llop X ————
! p+1
+1
llalll% o
=———x[t=1|"" x||x1— X2 loo -
(P+1)! 0 1 2 lloo

14
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(co) Nous avons démontré que :

alll%
p!

VpeN, Vrel, |[|[TP)@)-TPx)@)]|< x| 1= 1olP x || x1 = X2 |loo -

(c) Notons long(I) la longueur du segment I. De (b) nous déduisons :

(Illallleo x long(D))”
p!

[ S

VpeN, Viel, [[TP)®)-TP)®]|<

x || x1 = X2 loo

indépendant de ¢
puis :

(Ilallle x long(D)?
p!

%)  VpeN, ||[TPx)-TP(x)||, < x |11 = X2 lloo -

Comme :
(Illallleo x long(D)”

p! p—+oo

nous savons que :

(Illallleo x long())” _1
p! h

(% %) dpoeN, Vp2=po,

N

D’aprés (x) et (k%) :
p p 1
|| TP (x)) - T °(x2)||m<5 11 = %2 lloo -

L’application T7° est donc contractante.
O.E.D.

Le théoréme 19 constitue un cas particulier (celui ou I est un segment) du théoréme de
Cauchy linéaire que nous énongons a présent en toute généralité (’hypothése de compacité sur
Iintervalle disparait).

Théoréme 20. —  Le probléme de Cauchy :
Viel, x'(t)=a(t)(x(1)+b()
() et
x(to) = Xo

F de classe €' posséde une unique solution.

d’inconnue une application x: I

Démonstration. Le résultat est connu si / est un segment (théoréme 19). Dans la suite, on suppose
que I est un intervalle non vide, qui n’est pas un segment.

(a) D’aprés le théoréme 19, pour tout segment K contenant f# et inclus dans I, le probléme
de Cauchy :
VteK, x'(t)=a()(x(®)+b(t)
(Px) et
x(to) = xo

posséde une unique solution xx: K —— F de classe €.

15
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(b) Si Kj et K, sont deux segments contenant fj, inclus dans I et tels que K; < K>, alors
la restriction de I’application xg,: Kz —— F a Kj est solution du probléme de Cauchy

(Zx,). Ce dernier possédant une unique solution, xg, : K F, il vient :
ViteKk, xKl(lf):sz(t).
(c) Nous posons, pour tout ne€N* :

[a, o + n] si I =[a,+oo[ ou a est réel
la,b— (b-ty)/n] si I =[a,b[ ou a< b sont réels

la+ (tg—a)ln, tp+ n] si I =]a,+oo[ ou a est réel
K. = [a+ (to—a)/n,b] si I =]a,b] ou a< b sont réels
) la+(tg—a)ln,b—(b—ty)/n] sil=]a,blou a<b sont réels

(o — n, D] si I =]—o00,b] ou b est réel

[to—n,b—(b-ty)/n] si I =]—o00,b[ ou b est réel

[t —n, ty + n] si I =R.

Pour tout n € N*, K}, est un segment contenant #; et inclus dans I. De plus, la suite (K) ,en
est une suite strictement croissante et exhaustive de parties de I, i.e. :

(sc) pour tout neN*, K, © K;p41;

(se) U K,=1.

neN*
D’apreés (se), pour tout ¢ € I, le nombre entier entier naturel non nul :

n(t):=min{neN" : te€ K,}

est donc bien défini (bon ordre).

(d) Considérons 'application :

x: 1 F
obtenue en recollant les applications xg,: K, —— F, ou n € N*. Elle est obtenue en
posant :
VneN*, VteK, x(t)=uxg,(1).
Soit t€ 1.

o Comme f€ Ky, ’élément ¢ de I posséde au moins une image par x.
e D’aprés (b) et (sc) :
Vmz=n(t), Xk, ()= Xk, (1).

Donc I’élément ¢ de I posséde au plus une image par x.

Des deux points précédents nous déduisons que I’application x est bien définie. De plus,
par construction de 'application x :

VneN*, xk,=xk, [la restriction de x a K, est xg, | .

(e) Vérifions que I'application x: ] —— F est solution du probléme de Cauchy (2?).

e Comme :
VieK, x(f)=xg (1)

et xg, est solution du probléme de Cauchy (Zx,) :

x(tp) = xk, (to) = Xo [to € K].

16
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e Soit ¢ un point intérieur de lintervalle I. Le segment K+ est un voisinage de ¢
et:

X| Knp+1 = *Kng41+

Comme Papplication x,,,, est solution du probléme de Cauchy (%%,,,,), 'appli-
cation x est €' sur un voisinage de 7 et :

() =a®)x@)+b(t) [t Knp]-

e Si t est un point du bord de l'intervalle I, alors n(¢) = 1. Le segment K; est un
voisinage de ¢ dans I et :

XK = XK, -

Comme l'application xk, est solution du probléme de Cauchy (P, ), I'application x
est €' sur un voisinage de r dans I et :

x' (1) = a(t) (x(1)) + b(1) [teKi].

Des trois points précédents, nous déduisons que I’application x définie en (d) est solution
du probléme de Cauchy (22).

(f) Il reste a établir 'unicité de la solution du probléme de Cauchy (£?). Soit y une solution
du probléme de Cauchy (£?). Alors , pour tout n€N* :

e
est solution du probléme de Cauchy (P, ). Nous en déduisons que :
VieK,, y()=uxg,()=x().
Comme la suite (Kj),cn+ est une suite exhaustive de parties de I (cf. (se)), il vient :

Veel, y()=x().

Q.ED.
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