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OPTIMISATION CHAPITRE

par David Blottiere, le 19 avril 2024 a 17h26 1 9

SOMMAIRE
§ 1. OPTIMISATION AU PREMIER ORD RE 1 ttttttittt ettt tniteetaneeenaneeenasseeanseeeanseeenseeeenseeeeneeeanneenns 2
§ 2. APPLICATIONS DE CLASSE B K oot e e 4
§ 3. OPTIMISATION AU SECOND ORDRE .+ 1ttttuttttneateneneeneasenensesensesensesenseseneeseneeseseesesensesenseeensn 7



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

§ 1. OPTIMISATION AU PREMIER ORDRE

DEFINITION 1 (POINT CRITIQUE D’UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE). — Soient E, F desR-espaces vectoriels
de dimension finie, Q un ouvert de E, f: QO —— F une application différentiable et x € Q. On dit qu'un point
X est un point critique de f si:

df(x) =0xk,p)-
EXERCICE 2. — Justifier que 'application :
f RZ — R
(x,9) — x>-3x+xy?
est différentiable et déterminer ses points critiques. O

DEFINITION 3 (EXTREMUM LOCAL). — Soient (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie, A une
partiede E, f: A—— R une application.

1. Ondit que f atteint un maximum local en un point ays de A si :
Ar>0, YaeAnB(apm, 1), f(a)< flam).
2. Ondit que f atteint un minimum local en un point a,, de A si:

Ar>0, VYaeAnB(any, 1), f(a) = flanm).

THEOREME 4 (CONDITION NECESSAIRE D’EXISTENCE D’UN EXTREMUM LOCAL SUR UN OUVERT). — Soient E
un R-espace vectoriel de dimension finie, Q un ouvertdeE et f: Q R une application différentiable sur Q.
Si f atteint un extremum local en un point xo de 2, alors xy est un point critique de f .

La condition nécessaire du théoreme 4 n’est pas suffisante. En effet, la point 0 est un point critique
de l'application différentiable :

R — R
@ fly — &8

mais la fonction f n’atteint pas un extremum local en ce point.

EXERCICE 5. — Etudier les extrema globaux de I'application :

10, +0c0[x]0, +oo[ —> R

f 4 2

(x,y — Xy+—+—.

Xy
O
EXERCICE 6 (GENERALISATION DU THEOREME DE ROLLE). — On munit R” de sa norme euclidienne usuelle || - || et on

note : _
B:={xeR":|lxll<1} , B:={xeR":|lxlI<1} , S:={xeR":|lxll=1}.

Soit f: B—— R une application continue sur B, différentiable sur B et constante sur S. Démontrer qu'il existe ¢ € B
tel que df(c) = 0 ¢ ®r R)- O

THEOREME 7 (CONDITION NECESSAIRE D’EXISTENCE D’UN EXTREMUM LOCAL SOUS CONTRAINTE). — Soient
E un R-espace vectoriel de dimension finie, Q un ouvert de E, X une partie de Q, xy € X et f: Q —— R une
application différentiable en xy.

Si la restriction de f a X atteint un extremum local en xy, alors :

VveTyX, df(xp) v=0g.
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LEMME 8 (COLINEARITE DE DEUX FORMES LINEAIRES). — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie,
¢ une forme linéaire non nulle sur E ety une forme linéaire sur E. Alors :

Ker(p)cKer(y) < (ILeR, y=21¢).

THEOREME 9 (OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE). — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, QO un
ouvertdeE, f, g des fonctions de classe €' deQ dansR,

X:=f 1 ({0r) ={xeQ: f(x)=0g}

etxe X tel quedg(x) #0xER)-
Si la restriction de g a X atteint un extremum local en Xy, alors :

JAeR, df(x)=21dg(x).

COROLLAIRE 10 (OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE POUR UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES). —
Soient Q un ouvert deR", f, g des fonctions de classe €' de Q dansR,

X:=f {0 ={xeQ : f(x)=0g}

etxe X telquedg(x) # 0 mn R)-
Si la restriction de g a X atteint un extremum local en xy, alors :

JA€R, Vf(x)=AVgQ).

EXERCICE 11. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :
R> — R

£l wy — xy
sur S:={(x,y) eR? : x¥* +y*=1}. 0
EXERCICE 12. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :

R — R

8l wya — y2-2-1)

sur S={(x,5,2) eR® : x> +y*+ 2% =1}. O
EXERCICE 13 (THEOREME SPECTRAL). — On note (-, - ) le produit scalaire usuel sur .4, 1 (R) et || - || la norme asso-

ciée. Soit A€ %, (R), S la sphére unité de .4, (R) et :

f -/”n,l (R) - '/”n,l (R)
X — (AX, X).

1. Justifier que la fontion f admet un maximum sur S.

2. En utilisant le théoréeme d’optimisation sous contrainte, démontrer que A posséde un vecteur propre.
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§ 2. APPLICATIONS DE CLASSE €*

DEFINITION 14 (DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE k). — Soient Q un ouvert de R", F un R-espace vectoriel de
dimension finie,

Q — F
(X1,..,Xn) —  f(x1,..., %)

f

une application, k > 2 un entier et (iy,...,i) € [1, nl*. on dit que Uapplication admet une dérivée partielle
d’ordre k pour le multi-indice (iy, ..., i) Si:

(@) lafonction f admet une dérivée partielle d’ordre k — 1 pour le multi-indice (io, ..., i), que l'on note :

6k_1f
6)6,'2 coo axik
ak—lf
(b) la fonction 3 3 admet une dérivée partielle suivant la variable x;, que l'on note :
Xiy - 0Xj;
akf . 0 ak—lf
Oxl-l ax,-z 00 .6xl-k o ax,-l ax,-Z ...6x,-k ’
EXERCICE 15. — Démontrer que, pour tout (iy, i2) € [1, 2], 1a fonction :
f RZ — R
(x1,x2) — sin(x?+x3)
o . , e of
admet une dérivée partielle d’ordre 2 pour le multi-indice (i, i2) et calculer FPRrra
Xi 0Xi,

DEFINITION 16 (APPLICATION DE CLASSE 6X). — SoientQ un ouvert deR", F unR-espace vectoriel de dimen-
sion finie,

Q — F
(X1,..,Xp) —  f(x1,..., %)

f

une application, k > 2 un entier. On dit que Uapplication f est de classe €* sur Q si, pour tout (iy, ..., i) €
[1,n]k :

(a) lafonction f admet une dérivée partielle d'ordre k pour le multi-indice (iy, ..., i) ;
ok f

b) [ tion —————
( ) afonc on axilaxiz...axik

est continue sur Q.

Remarque 17 (hors programme). — Soient Q un ouvert de R”, F un R-espace vectoriel de dimension finie et
f: Q —— F une application. Lapplication est de classe 6?2 au sens de la définition 16 si et seulement si :

1. la fonction f est différentiable sur Q;
2. lafonctiondf: Q —— £ (R", F) est de classe €1 sur Q.

THEOREME 18 (SCHWARZ). — Soient Q un ouvert deR", F un R-espace vectoriel de dimension finie, k > 2 un
entier et :
Q — F

(-xl;---;xn) —_ f(xl’---)xn)

f
une application de classe €k Alors pour tout (iy,...,ix) € [1, nl* et pour toute permutation o € Gy :

okf ok f

6xi16xi2 ...axik 0)6,'0(1)0)61'0(2) ...6x,~g(k)




LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

La continuité des dérivées partielles d’ordre k est essentielle dans le théoréeme de Schwarz. Si f
est 'application :

RZ — R
Y Gy 20,0
2 2 M i
@ f i) — x2+y
0 si(x,y) =1(0,0).
02 02 92 92
alors les dérivées partielles OyOfx (0,0) et dxgy (0,0) existent mais Oygx (0,0) # Oxgy (0,0).

PROPOSITION 19 (CRITERE %€ VIA LES FONCTIONS COORDONNEES). — SoientQ un ouvert deR",

Q — RP
(xl,--.,xn) —_ (fl(xly---)xn))---rfp(xlv---rxn))

f

une application et k > 1 un entier. Alors, l'application f est de classe €* surQ si et seulement si ses applications
coordonnées fi, ..., f, sont de classe € k surQ.

PROPOSITION 20 (COMBINAISONS LINEAIRES DE FONCTIONS DE CLASSE 6¥). — Soient Q un ouvert deR", F
un R-espace vectoriel de dimension finie, des applications f: Q —— F, g: Q —— F, (A, u) € R? et un entier
k > 2. Si les applications f et g sont de classe €* sur Q) alors U'application :

F

Q —
Af+ g x — Af(x)+pgx)

est de classe €* sur Q.
PROPOSITION 21 (PRODUIT DE FONCTIONS DE CLASSE 6¥). — Soient Q un ouvert de R", des applications

f:Q—R g: Q R et un entier k > 1. Si les applications f et g sont de classe ‘6% sur Q alors l'applica-
tion :

Q — R

fxg x — f)xgkx)

est de classe €* surQ.

PROPOSITION 22 (COMPOSEE DE FONCTIONS DE CLASSE €¥). — Soient Q,, un ouvert deR", Qp, un ouvert de
RP, F un R-espace vectoriel de dimension finie, une application f: Q, RP tele que :

VxeQ, [f(x)eQ,

g:Qp F et un entier k > 1. Si lapplication f est de classe €* surQ,, et l'application f est de classe €* sur
Qp, alors la composée :

Q, — F
gof ' X — g(fx)

est de classe €* surQ,,.

EXERCICE 23. — Soit une application :
f R — R
xy) — flxy

de classe €2 sur R?. Démontrer que I'application :

R' xR — R
(,8) +— f(rcos(9),rsin(6))
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est de classe €2 sur R x R et exprimer les dérivées partielles premieres de secondes de g, en fonction des dérivées
partielles premieéres de secondes de f. )

EXERCICE 24 (EQUATION DES CORDES VIBRANTES). —

1. Soit une fonction :
RZ — R

£l wny — g, v)
de classe € sur R? telle que :
2 o’g
YV (u,v) R, Ovau(u’ v)=0.

Démontrer qu'il existe ¢ € €%(R,R) et ¢ € €*(R,R) telles que :
V(u,v)eR?, gu,v)=@)+y).

2. Soit ¢ € R*. Soit une fonction :
RZ — R

! x5 — flx0
de classe €2 sur R? telle que
0’ f ’f
2 2 _ )
V(x,t)eR, ¢ W(X,t) —W(X,t),

(a) Soient a, B,7,0 €R fixés. On considere la fonction g définie par

RZ — R
g (w,v) — flau+Pv,yu+dv).
. : 2 2 : » 0°g
Démontrer que la fonction g est de classe €~ sur R” et exprimer, pour tout (i, v) € R, Fm au(u, V) en

fonction de @, B,y,d et des dérivées partielles d’ordre 2 de f.

(b) En choisissant (a, B,7,0) € R* tels que

. . a . .
i. la matrice ( p ) est inversible;

0

62g

ovou
démontrer qu'il existe ¢ € €% (R,R) et 7 € €*(R,R) telles que :

ii. pour tout (i, v) € R?, (u,v)=0;

V(x,HeR? fx,H=@px+cH)+y(x—ct).
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§ 3. OPTIMISATION AU SECOND ORDRE

DEFINITION 25 (MATRICE HESSIENNE). — Soit Q un ouvert deR",

Q — R
(xly”')xn) —_ f(xlw--yxn)

f

une fonction de classe €2 et a € Q. La matrice Hessienne de f en a, notée H r(a), est définie par :

O f >f Rf
2@ amon® 7 dxon, @
62f 62f azf
He(a) := axzaxl(“) a—xg(a) 6x20xn(a) :( O f a)) .
! 0xi0xj ) ; hep,m2
62f 62f 62f
0x,0x] (@) 0x,0x, @ .. 0x? @

PROPOSITION 26 (PROPRIETE FONDAMENTALE DE LA MATRICE HESSIENNE). — SoitQ un ouvert deR",

Q — R
(xly--wxn) —_ f(x1:~--yx}'l)

f

une fonction de classe €2. Alors :
YaeQ, Hy(a) € #,(R).

DEMONSTRATION. — Il s’agit d'une conséquence du théoreme de Schwarz.

EXERCICE 27. — Justifier que 'application :

R — R
3

(3,20 — x*y3z

f

5

est de classe €2 et calculer sa matrice Hessienne au point (2,-1,1).

PROPOSITION 28 (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG A L’ORDRE 2). — On note( -, - ) le produit scalaire usuel sur
R" et|| - || la norme euclidienne associée sur R". Soit Q) un ouvert deR",

Q — R
(X1, %0) —  f(x1,...,%n)

f

une fonction de classe €°. Alors, pour tout x € Q :
1
fx+h) = f(x)+<Vf(x),h>+E(th(a),h)+o(||h||2)
-
ie.: 1
fa+h = f(x)+Vf(x)xhT+E-hxHf(a)th+0(||h||2)

RN

THEOREME 29 (CONDITION NECESSAIRE A I’ORDRE 2 POUR ETRE UN EXTREMUM LOCAL). — Soient Q un ou-
vertdeR", f: Q —— R une application de classe 6> et a € Q).

1. Si f atteint un minimum local en a alors a est un point critique de f et Hy(a) € &%, (R).

2. Si f atteint un maximum local en a alors a est un point critique de f et —H r(a) € ZIR).
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THEOREME 30 (CONDITION SUFFISANTE A I’ORDRE 2 POUR ETRE UN EXTREMUM LOCAL). — Soient Q un ou-
vertdeR", f: Q —— R une application de classe 6> et a € Q.

1. Sia est un point critique de f et si Hy(a) € %, * (R), alors f atteint un minimum local strict en a.

2. Sia est un point critique de f et si—Hg(a) € %, (R), alors f atteint un maximum local strict en a.

THEOREME 31 (CONDITION SUFFISANTE A ’ORDRE 2 POUR ETRE UN EXTREMUM LOCAL - CAS 7 =2). —
Soient Q un ouvert deR?, f: Q R une application de classe 6% et a € Q.

1. Si a est un point critique de f, Tr(Hy(a)) > 0 et Det(Hp(a)) > 0 alors f atteint un minimum local strict
ena.

2. Sia est un point critique de f, Tr(Hy(a)) < 0 et Det(Hy(a)) > 0, alors f atteint un maximum local strict

ena.
EXERCICE 32. — Etudier les extremas locaux et globaux de la fonction :
f R — R
(x,) — x3-3x+xy>%.
O
EXERCICE 33. — Soit f la fonction définie par :
RZ — R
f (x 3 _ 2
,Y) — 2x°+6xy-3y°+2.
1. Lafonction f admet-elle des extrema locaux sur R?? Si oui, les déterminer.
2. Lafonction f admet-elle des extrema globaux sur R?? Justifier.
3. Onpose K =10,1] x [0, 1]. Justifier que f admet un maximum global sur K, puis le déterminer.
O
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