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§ 1. OPTIMISATION AU PREMIER ORDRE

DÉFINITION 1 (POINT CRITIQUE D’UNE APPLICATION DIFFÉRENTIABLE). — Soient E ,F des R-espaces vectoriels
de dimension finie, Ω un ouvert de E, f : Ω−−−→ F une application différentiable et x ∈Ω. On dit qu’un point
x est un point critique de f si :

d f (x) = 0L (E ,F ).

EXERCICE 2. — Justifier que l’application :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, y) 7−→ x3 −3x +x y2

est différentiable et déterminer ses points critiques. f

DÉFINITION 3 (EXTREMUM LOCAL). — Soient (E , || · ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie, A une
partie de E, f : A −−−→ R une application.

1. On dit que f atteint un maximum local en un point aM de A si :

∃r > 0, ∀a ∈ A∩B(aM ,r ), f (a)⩽ f (aM ).

2. On dit que f atteint un minimum local en un point am de A si :

∃r > 0, ∀a ∈ A∩B(am ,r ), f (a)⩾ f (am).

THÉORÈME 4 (CONDITION NÉCESSAIRE D’EXISTENCE D’UN EXTREMUM LOCAL SUR UN OUVERT). — Soient E
un R-espace vectoriel de dimension finie,Ω un ouvert de E et f : Ω−−−→ R une application différentiable surΩ.
Si f atteint un extremum local en un point x0 deΩ, alors x0 est un point critique de f .

�

La condition nécessaire du théorème 4 n’est pas suffisante. En effet, la point 0 est un point critique
de l’application différentiable :

f

∣∣∣∣ R −→ R
x 7−→ x3

mais la fonction f n’atteint pas un extremum local en ce point.

EXERCICE 5. — Étudier les extrema globaux de l’application :

f

∣∣∣∣∣∣
]0,+∞[×]0,+∞[ −→ R

(x, y 7−→ x y + 4

x
+ 2

y
.

f

EXERCICE 6 (GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE ROLLE). — On munit Rn de sa norme euclidienne usuelle || · || et on
note :

B := {
x ∈ Rn : ||x || < 1

}
, B := {

x ∈ Rn : ||x ||⩽ 1
}

, S := {
x ∈ Rn : ||x || = 1

}
.

Soit f : B −−−→ R une application continue sur B , différentiable sur B et constante sur S. Démontrer qu’il existe c ∈ B
tel que d f (c) = 0L (Rn ,R). f

THÉORÈME 7 (CONDITION NÉCESSAIRE D’EXISTENCE D’UN EXTREMUM LOCAL SOUS CONTRAINTE). — Soient
E un R-espace vectoriel de dimension finie, Ω un ouvert de E, X une partie de Ω, x0 ∈ X et f : Ω −−−→ R une
application différentiable en x0.
Si la restriction de f à X atteint un extremum local en x0, alors :

∀v ∈ Tx0 X , d f (x0) · v = 0R.
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LEMME 8 (COLINÉARITÉ DE DEUX FORMES LINÉAIRES). — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie,
ϕ une forme linéaire non nulle sur E et ψ une forme linéaire sur E. Alors :

Ker
(
ϕ

)⊂ Ker
(
ψ

) ⇐⇒ (∃λ ∈ R, ψ=λϕ)
.

THÉORÈME 9 (OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE). — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie,Ω un
ouvert de E, f , g des fonctions de classe C 1 deΩ dans R,

X := f −1 ({0R}) = {
x ∈Ω : f (x) = 0R

}
et x ∈ X tel que dg (x) ̸= 0L (E ,R).
Si la restriction de g à X atteint un extremum local en x0, alors :

∃λ ∈ R, d f (x) =λ dg (x).

COROLLAIRE 10 (OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE POUR UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES). —
SoientΩ un ouvert de Rn , f , g des fonctions de classe C 1 deΩ dans R,

X := f −1 ({0R}) = {
x ∈Ω : f (x) = 0R

}
et x ∈ X tel que dg (x) ̸= 0L (Rn ,R).
Si la restriction de g à X atteint un extremum local en x0, alors :

∃λ ∈ R, ∇ f (x) =λ∇g (x).

EXERCICE 11. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :

g

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, y) 7−→ x y

sur S := {
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
. f

EXERCICE 12. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :

g

∣∣∣∣ R3 −→ R
(x, y, z) 7−→ y2

(
x2 − z2 −1

)
sur S = {

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1
}
. f

EXERCICE 13 ( THÉORÈME SPECTRAL). — On note 〈 · , · 〉 le produit scalaire usuel sur Mn,1(R) et || · || la norme asso-
ciée. Soit A ∈Sn(R), S la sphère unité de Mn,1(R) et :

f

∣∣∣∣ Mn,1(R) −→ Mn,1(R)
X 7−→ 〈 AX , X 〉 .

1. Justifier que la fontion f admet un maximum sur S.

2. En utilisant le théorème d’optimisation sous contrainte, démontrer que A possède un vecteur propre.

f
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§ 2. APPLICATIONS DE CLASSE C k

DÉFINITION 14 (DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE k). — Soient Ω un ouvert de Rn , F un R-espace vectoriel de
dimension finie,

f

∣∣∣∣ Ω −→ F
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une application, k ⩾ 2 un entier et (i1, . . . , ik ) ∈ �1,n�k . On dit que l’application admet une dérivée partielle
d’ordre k pour le multi-indice (i1, . . . , ik ) si :

(a) la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre k −1 pour le multi-indice (i2, . . . , ik ), que l’on note :

∂k−1 f

∂xi2 . . .∂xik

(b) la fonction
∂k−1 f

∂xi2 . . .∂xik

admet une dérivée partielle suivant la variable xi1 que l’on note :

∂k f

∂xi1∂xi2 . . .∂xik

:= ∂

∂xi1

(
∂k−1 f

∂xi2 . . .∂xik

)
.

EXERCICE 15. — Démontrer que, pour tout (i1, i2) ∈ �1,2�2, la fonction :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x1, x2) 7−→ sin

(
x2

1 +x3
2

)
admet une dérivée partielle d’ordre 2 pour le multi-indice (i1, i2) et calculer

∂ f

∂xi1∂xi2

. f

DÉFINITION 16 (APPLICATION DE CLASSE C k ). — SoientΩ un ouvert de Rn , F un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie,

f

∣∣∣∣ Ω −→ F
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une application, k ⩾ 2 un entier. On dit que l’application f est de classe C k sur Ω si, pour tout (i1, . . . , ik ) ∈
�1,n�k :

(a) la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre k pour le multi-indice (i1, . . . , ik ) ;

(b) la fonction
∂k f

∂xi1∂xi2 . . .∂xik

est continue surΩ.

Remarque 17 (hors programme). — SoientΩ un ouvert de Rn , F un R-espace vectoriel de dimension finie et
f : Ω−−−→ F une application. L’application est de classe C 2 au sens de la définition 16 si et seulement si :

1. la fonction f est différentiable surΩ ;

2. la fonction d f : Ω−−−→L (Rn ,F ) est de classe C 1 surΩ.

g

THÉORÈME 18 (SCHWARZ). — SoientΩ un ouvert de Rn , F un R-espace vectoriel de dimension finie, k ⩾ 2 un
entier et :

f

∣∣∣∣ Ω −→ F
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une application de classe C k . Alors pour tout (i1, . . . , ik ) ∈ �1,n�k et pour toute permutation σ ∈Sk :

∂k f

∂xi1∂xi2 . . .∂xik

= ∂k f

∂xiσ(1)∂xiσ(2) . . .∂xiσ(k)

.
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�

La continuité des dérivées partielles d’ordre k est essentielle dans le théorème de Schwarz. Si f
est l’application :

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R2 −→ R

(x, y) 7−→


x3 y

x2 + y2 si (x, y) ̸= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0) .

alors les dérivées partielles
∂2 f

∂y ∂x
(0,0) et

∂2 f

∂x ∂y
(0,0) existent mais

∂2 f

∂y ∂x
(0,0) ̸= ∂2 f

∂x ∂y
(0,0) .

PROPOSITION 19 (CRITÈRE C k VIA LES FONCTIONS COORDONNÉES). — SoientΩ un ouvert de Rn ,

f

∣∣∣∣ Ω −→ Rp

(x1, . . . , xn) 7−→ (
f1(x1, . . . , xn), . . . , fp (x1, . . . , xn)

)
une application et k ⩾ 1 un entier. Alors, l’application f est de classe C k surΩ si et seulement si ses applications
coordonnées f1, . . . , fp sont de classe C k surΩ.

PROPOSITION 20 (COMBINAISONS LINÉAIRES DE FONCTIONS DE CLASSE C k ). — Soient Ω un ouvert de Rn , F
un R-espace vectoriel de dimension finie, des applications f : Ω −−−→ F , g : Ω −−−→ F , (λ,µ) ∈ R2 et un entier
k ⩾ 2. Si les applications f et g sont de classe C k surΩ alors l’application :

λ f +µg

∣∣∣∣ Ω −→ F
x 7−→ λ f (x)+µg (x)

est de classe C k surΩ.

PROPOSITION 21 (PRODUIT DE FONCTIONS DE CLASSE C k ). — Soient Ω un ouvert de Rn , des applications
f : Ω−−−→ R, g : Ω−−−→ R et un entier k ⩾ 1. Si les applications f et g sont de classe C k sur Ω alors l’applica-
tion :

f × g

∣∣∣∣ Ω −→ R
x 7−→ f (x)× g (x)

est de classe C k surΩ.

PROPOSITION 22 (COMPOSÉE DE FONCTIONS DE CLASSE C k ). — SoientΩn un ouvert de Rn ,Ωp un ouvert de
Rp , F un R-espace vectoriel de dimension finie, une application f : Ωn −−−→ Rp tele que :

∀x ∈Ωn , f (x) ∈Ωp

g : Ωp −−−→ F et un entier k ⩾ 1. Si l’application f est de classe C k surΩn et l’application f est de classe C k sur
Ωp , alors la composée :

g ◦ f

∣∣∣∣ Ωn −→ F
x 7−→ g ( f (x))

est de classe C k surΩn .

EXERCICE 23. — Soit une application :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, y) 7−→ f (x, y)

de classe C 2 sur R2. Démontrer que l’application :

g

∣∣∣∣ R∗+×R −→ R
(r,θ) 7−→ f (r cos(θ),r sin(θ))

5
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est de classe C 2 sur R∗+×R et exprimer les dérivées partielles premières de secondes de g , en fonction des dérivées
partielles premières de secondes de f . f

EXERCICE 24 (ÉQUATION DES CORDES VIBRANTES). —

1. Soit une fonction :

g

∣∣∣∣ R2 −→ R
(u, v) 7−→ g (u, v)

de classe C 2 sur R2 telle que :

∀ (u, v) ∈ R2,
∂2g

∂v ∂u
(u, v) = 0.

Démontrer qu’il existe ϕ ∈C 2(R,R) et ψ ∈C 2(R,R) telles que :

∀ (u, v) ∈ R2, g (u, v) =ϕ(u)+ψ(v) .

2. Soit c ∈ R∗. Soit une fonction :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, t ) 7−→ f (x, t )

de classe C 2 sur R2 telle que

∀ (x, t ) ∈ R2, c2 ∂
2 f

∂x2 (x, t ) = ∂2 f

∂t 2 (x, t ) ;

(a) Soient α,β,γ,δ ∈ R fixés. On considère la fonction g définie par

g

∣∣∣∣ R2 −→ R
(u, v) 7−→ f (αu +βv,γu +δv).

Démontrer que la fonction g est de classe C 2 sur R2 et exprimer, pour tout (u, v) ∈ R2,
∂2g

∂v ∂u
(u, v) en

fonction de α,β,γ,δ et des dérivées partielles d’ordre 2 de f .

(b) En choisissant (α,β,γ,δ) ∈ R4 tels que

i. la matrice

(
α β

γ δ

)
est inversible ;

ii. pour tout (u, v) ∈ R2,
∂2g

∂v ∂u
(u, v) = 0 ;

démontrer qu’il existe ϕ ∈C 2(R,R) et ψ ∈C 2(R,R) telles que :

∀ (x, t ) ∈ R2, f (x, t ) =ϕ(x + ct )+ψ(x − ct ) .

f
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§ 3. OPTIMISATION AU SECOND ORDRE

DÉFINITION 25 (MATRICE HESSIENNE). — SoitΩ un ouvert de Rn ,

f

∣∣∣∣ Ω −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une fonction de classe C 2 et a ∈Ω. La matrice Hessienne de f en a, notée H f (a), est définie par :

H f (a) :=



∂2 f

∂x2
1

(a)
∂2 f

∂x1∂x2
(a) . . .

∂2 f

∂x1∂xn
(a)

∂2 f

∂x2∂x1
(a)

∂2 f

∂x2
2

(a) . . .
∂2 f

∂x2∂xn
(a)

...
...

. . .
...

∂2 f

∂xn∂x1
(a)

∂2 f

∂xn∂x2
(a) . . .

∂2 f

∂x2
n

(a)


=

(
∂2 f

∂xi∂x j
(a)

)
(i , j )∈�1,n�2

.

PROPOSITION 26 (PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DE LA MATRICE HESSIENNE). — SoitΩ un ouvert de Rn ,

f

∣∣∣∣ Ω −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une fonction de classe C 2. Alors :
∀a ∈Ω, H f (a) ∈Sn(R).

DÉMONSTRATION. — Il s’agit d’une conséquence du théorème de Schwarz. g

EXERCICE 27. — Justifier que l’application :

f

∣∣∣∣ R3 −→ R
(x, y, z) 7−→ x2 y3z5

est de classe C 2 et calculer sa matrice Hessienne au point (2,−1,1). f

PROPOSITION 28 (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG À L’ORDRE 2). — On note 〈 · , · 〉 le produit scalaire usuel sur
Rn et || · || la norme euclidienne associée sur Rn . SoitΩ un ouvert de Rn ,

f

∣∣∣∣ Ω −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ f (x1, . . . , xn)

une fonction de classe C 2. Alors, pour tout x ∈Ω :

f (x +h) =
h→0Rn

f (x)+〈∇ f (x) , h
〉+ 1

2

〈
h H f (a) , h

〉+o
(||h ||2)

i.e. :

f (x +h) =
h→0Rn

f (x)+∇ f (x)×h⊤+ 1

2
·h ×H f (a)×h⊤+o

(||h ||2)

THÉORÈME 29 (CONDITION NÉCESSAIRE À L’ORDRE 2 POUR ÊTRE UN EXTREMUM LOCAL). — Soient Ω un ou-
vert de Rn , f : Ω−−−→ R une application de classe C 2 et a ∈Ω.

1. Si f atteint un minimum local en a alors a est un point critique de f et H f (a) ∈S +
n (R).

2. Si f atteint un maximum local en a alors a est un point critique de f et −H f (a) ∈S +
n (R).

7
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THÉORÈME 30 (CONDITION SUFFISANTE À L’ORDRE 2 POUR ÊTRE UN EXTREMUM LOCAL). — Soient Ω un ou-
vert de Rn , f : Ω−−−→ R une application de classe C 2 et a ∈Ω.

1. Si a est un point critique de f et si H f (a) ∈S ++
n (R), alors f atteint un minimum local strict en a.

2. Si a est un point critique de f et si −H f (a) ∈S ++
n (R), alors f atteint un maximum local strict en a.

THÉORÈME 31 (CONDITION SUFFISANTE À L’ORDRE 2 POUR ÊTRE UN EXTREMUM LOCAL - CAS n = 2). —
SoientΩ un ouvert de R2, f : Ω−−−→ R une application de classe C 2 et a ∈Ω.

1. Si a est un point critique de f , Tr
(
H f (a)

) > 0 et Det
(
H f (a)

) > 0 alors f atteint un minimum local strict
en a.

2. Si a est un point critique de f , Tr
(
H f (a)

)< 0 et Det
(
H f (a)

)> 0, alors f atteint un maximum local strict
en a.

EXERCICE 32. — Étudier les extremas locaux et globaux de la fonction :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, y) 7−→ x3 −3x +x y2.

f

EXERCICE 33. — Soit f la fonction définie par :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R
(x, y) 7−→ 2x3 +6x y −3y2 +2.

1. La fonction f admet-elle des extrema locaux sur R2 ? Si oui, les déterminer.

2. La fonction f admet-elle des extrema globaux sur R2 ? Justifier.

3. On pose K = [0,1]× [0,1]. Justifier que f admet un maximum global sur K , puis le déterminer.

f
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