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§ 1. RAPPELS SUR LA CONTINUITE

DEFINITION 1 (CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT). — Soient (E, Ng) un R-espace vectoriel normé
de dimension finie, (F, Nr) un R-espace vectoriel normé de dimension finie, A une partiedeE, f: A—— F une
application et a un point de A. La fonction f est dite continue au point a si :

fx) E’f(d)

ie Si:
Ve>0, dJa>0, VxeA Np(x—a)<a = Nrp(f(x)-f(a)<e.

DEFINITION 2 (CRITERE SEQUENTIEL DE CONTINUITE EN UN POINT). — Soient E, F des R-espaces vectoriels de
dimension finie, A une partie de E, f: A—— F une application et a un point de A. Alors, la fonction f est
continue au point a si et seulement si :

E F
Y(apnnen € AN, ay ot 4= flan) e fla.

EXERCICE 3. — La fonction f définie par:
RZ R2

X"y .
My — | @ap S®N200

0 si (x,y) =(0,0)
est-elle continue en (0,0)?

EXERCICE 4. — La fonction f définie par:

R? — R?
sy £0,0)
f (Xr y) —_— { x2 + yZ !y )
0 si (x,y)=(0,0)

est-elle continue en (0,0)?
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§ 2. GRAPHE D’UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES REELLES A VALEURS REELLES

GRAPHE D’UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES REELLES A VALEURS REELLES. — Soit Q un ouvert de R? et une fonction
f:Q R. On appelle graphe de la fonction f la partie I' de R® définie par :

I:={xyfxy): Xy eQ}

i.e. T est’ensemble des points de I'espace de coordonnées (x, y, f(x, y)) obtenus en faisant varier (x, y) € Q.

Un point du graphe I de f

= " T (s f(xy)
B

- . -~

_1)2 2
-7 G+D7
3 2

SurfaceI'de f: (x,y) — 2.
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SurfaceI' de f: (x,y) — xy.

SurfaceI' de f: (x,y) — sin(xy).
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§ 3. DERIVEE SELON UN VECTEUR ET DERIVEES PARTIELLES

1. DERIVEE SELON UN VECTEUR OU DERIVEE DIRECTIONNELLE

NOTATIONS. — Soient
o E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie,
o Q une partie ouverte de E;
e [:1Q

e aunpointde Q;

F une application;

e hunvecteur nonnul de E.

LEMME 5 (UNE FONCTION DEFINIE SUR UN VOISINAGE DE Or). — La fonction de la variable réelle t

Qan:t— fla+t-h)

est définie sur un ouvert de R qui contient Og.

Illustration du domaine de définition de la fonction ¢, ;.

DEFINITION 6 (DERIVEE SELON UN VECTEUR). — On dit que f est dérivable en a suivant le vecteur h si la
fonction de la variable réelle :

t— fla+t-h)

est dérivable en 0. Si tel est le cas, alors on pose :

fla+t-h)— f(a) .
t

Dy f(a) := }g& F

Ce vecteur de F est appelé vecteur dérivé de f en a selon le vecteur h.
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Ilustration d’'une dérivée en un point suivant un vecteur non nul.

j pgl e L
RO /S I ) N P

e e ——————

EXERCICE 7. — Soient I'application :

R — R

B4

(x,y) — m si (x,y) #(0,0)
0 si (x,7) = (0,0)

f

et h = (h;, hy) un vecteur non nul de R?. Démontrer que f admet une dérivée selon le vecteur h et calculer Dy, £(0,0).
O

Admettre des dérivées en un point suivant tout vecteur non nul n'implique pas la continuité,
comme le montre 'exercice suivant.

EXERCICE 8. — Soit 'application :

RZ — R
yz
f xy) — = six#0
0 six=0

Démontrer que f admet une dérivée selon le vecteur tout vecteur non nul en (0, 0) et que la fonction f est discon-
tinue en (0,0).
O

2. DERIVEES PARTIELLES

DEFINITION 9 (DERIVEES PARTIELLES). — Soient (ey,...,ey) la base canonique deR", Q une partie ouverte de
R", a=(ay,...,ay,) un point de Q, F un R-espace vectoriel de dimension finie,

Q — F
(xlr---yxn) —_ f(xlr---:xn)

f

une application dérivable en a suivant tous les vecteurs e, ..., ey.
o)
Alors pour tout i € [1, nl, on définit la i-éme dérivée partielle de f en a, notée0; f (a) ou —f (@), par:
Xi
of

a—xi(a) = b )= Ly

f(aly---’ai—lrai+ t,ai+1,...,dn)—f(dl,...,ai—l,ai,di+1,...,an) c
t

E
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EXERCICE 10. — Lapplication f définie par

RZ — R
f (x ) 3 2
y) — xT+xy+yc.
Démontrer que f posséde des dérivées partielles en tout point a = (ay, a») € R? et les calculer. 0

En pratique, lorsque 1'on dispose d'une expression de f définie sur un ouvert de R”, la i-eme
Je dérivée partielle se calcule en dérivant 'expression par rapport a la i-eme variable, les autres
variables étant considérées comme des constantes, pour tout i € [1, n].

§ 4. DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE EN UN POINT

1. NOTATION DE LANDAU

DEFINITION 11 (NOTATION DE LANDAU o (h)). — Soient (E, Ng), (F, Nr) des R-espaces vectoriels normés de di-
mension finie, V* un voisinage de O, privé de Og (voisinage épointé); une application f: V* F.
On écrit :

f = o

Si:
fthy F
Ng(h) h—og

F

ou de maniere équivalente si :

Ne(f () _ NF( f(h) ) R

Ng(h) Ng(h) ] h—og

2. APPLICATION DIFFERENTIABLE EN UN POINT

DEFINITION 12 (APPLICATION DIFFERENTIABLE EN UN POINT). — Soient E, F des R-espaces vectoriels de di-
mension finie, Q) une partie ouverte de E, f: O —— F une application et a un point de Q.
On dit que f est différentiable en a s'il existe une application linéaire L € £ (E, F) telle que :

fla+h) N f(a)+ L(h) +o0(h) [développement limité a l'ordre 1

—VE

i.e. telle que:
fla+h) - f(a)— L(h)
NE(h) h—0g

OF.

Remarque 13 (Uapplication h — f(a + h) est définie sur un voisinage de Or). — On conserve les notations de la
précédente définition. Comme Q est un ouvert de E et comme a € (), il existe r; > 0 tel que Bg(a,r,;) < Q. On en
déduit que le vecteur f(a+ h) de F est bien défini, pour tout h € Bg(0g, r 1), donc sur un voisinage de 0. [ |

Remarque 14 (interprétation de Uapplication linéaire L € £ (E,F)). — On conserve les notations de la précédente
définition. Lapplication L € £ (E, F) peut étre vue comme 'application linéaire de E dans F qui approxime au mieux
I'application :

h— fla+h)- f(a)

au voisinage de 0. [

EXERCICE 15 (DIFFERENTIABILITE EN TOUT POINT DE L’ELEVATION AU CARRE DANS ./, (R)). — Soit n =2 un nombre
entier. On munit .4/, (R) d'une norme sous-multiplicative, par exemple de la norme || - || définie par :

VM e MyR), IIMII:=maX{Z |[IM1;,] : j € [[l,n]]}.
i=1
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Démontrer que I'application :

'./ﬂn(R) — MR

est différentiable en tout point A de .4, (R).

PROPOSITION 16 (DIFFERENTIABILITE VIA LES APPLICATIONS COMPOSANTES). — On note (ey,..., ep) la base

*

canonique de RP et (ei‘, 2099

ouvertede E,

) sa base duale. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, Q une partie
Q — RP
p ; *
Viell,pl, i =e;
f X — (fl(x)’---vfp(x))zZfi(x)ei [ 1€ p]] fl e,Of]
i=1

une application et a un point de Q).

1. Si f est différentiable en a, i.e. s'il existe une application linéaire L € £ (E,RP) telle que :

fla+h) W f(@) + L(h) +o(h) [développement limité a l'ordre 1]

—0g
alors les applications fi,..., f, sont différentiables en a et, pour touti € [1, p] :

fila+h) o fila)+eoL(h)+o(h) [développement limité a U'ordre 1] .
—VUE

2. Si, pour tout i € [1, pl, lapplication f; est différentiable en a, i.e. s'il existe une application linéaire L; €
% (E,R) telle que:

fila+h) o fi(@) +L;(h) +o(h) [développement limité a l'ordre 1]
—VE

alors l'application f est différentiable en a et :

p
fla+h) W f@+) Li(h)e;+o(h) [développement limité a l'ordre 1].

—0g i=1

3. LA DIFFERENTIABILITE EN @ ENTRAINE LA CONTINUITE EN a

PROPOSITION 17 (LA DIFFERENTIABILITE EN @ ENTRAINE LA CONTINUITE EN a). — Soient E, F des R-espaces
vectoriels de dimension finie, Q une partie ouverte de E, f: Q —— F une application et a un point de Q).
Si l'application f est différentiable en a, alors elle est continue en a.

Remarque 18 (une application continue en a n'est pas nécessairement différentiable en a). — Lapplication :

R — R
x>—>|x|

f

est continue en 0, mais n’est pas différentiable en 0.
Démontrons le par I'absurde en supposant que f est différentiable en 0, i.e. en supposant qu’il existe une application
linéaire L € Z (R,R) telle que :

lhl=f(h) = fO)+L(h)+o(h) = Lh)+o(h) = hL1)+o(h).
h—0 h—0 h—0

— —

Si h € R*, on obtient, en divisant chaque membre par 7 :

Al
— = L(1)+o0(1).
h h—o
Quand h tend vers 0%, il vient L(1) = 1 et, quand & tend vers 0, il vient —L(1) = 1. Contradiction. [ ]
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4. UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE EN ¢ ADMET DES DERIVEES DANS TOUTES LES DIRECTIONS

PROPOSITION 19 (UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE EN a ADMET DES DERIVEES DIRECTIONNELLES). —
Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, QO une partie ouverte de E, f: Q F une appli-
cation, a un point de Q et h un vecteur non nul de E. Supposons l'application f différentiable au point a, i.e.
qu'il existe une application linéaire L € £ (E, F) telle que :

fla+h) o fla@)+ L(h)+o(h).

{5}

Alors l'application f admet une dérivée en a, suivant la direction h, et :

Dy, f(a) = L(h).

Admettre des dérivées directionnelles en a n'entraine pas la différentiabilité en a, comme le
montre |’exercice suivant.

EXERCICE 20. — Soit I'application f: R> —— R définie par

5

m si (x,y) #(0,0)

V(x,y) R, f(x,y) =
0 si (x,y) = (0,0)
Démontrer que la fonction f admet des dérivées directionnelles en (0,0), dans toutes les directions, mais n’est pas

différentiable en (0,0). O

5. DIFFERENTIELLE EN a D’UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE EN a

DEFINITION 21 (DIFFERENTIELLE EN a D’UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE EN a). — Soient E,F des R-
espaces vectoriels de dimension finie, Q une partie ouverte deE, f: Q F une application, a un point de Q
et v un vecteur non nul de E. Supposons l'application f différentiable au point a, i.e. qu'il existe une application
linéaire Le £ (E, F) telle que:

(%) f(a+h)h= fl@)+Lh)+o(h).

—0p
Alors :
1. Lapplication linéaire L vérifiant (x) est unique.
2. Lapplication linéaire L est appelée différentielle de f en a et est notéedf (a).

3. Ladifférentielle de f en a est l'unique application linéaire de E dans F telle que:

fla+h) o fl@)+df(a)-h+o(h).

—VUE
4. Pourtout h € E\{Og}, l'application f est dérivable en a suivant le vecteur h et :

Dy, f(a)=df(a)- h.

Exemple 22. — Les résultats établis pour la fonction

'Mn(R) — MR

dans l'exercire 15 s’interprétent comme suit. Lapplication f est différentiable en tout point A € .4, (R) et la différen-
tielle de f en A€ .4, (R) est donnée par:

MR — Mp(R)

df (A)' — AH+HA.
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6. APPLICATION DIFFERENTIABLE SUR UN OUVERT ET DIFFERENTIELLE

DEFINITION 23 (APPLICATION DIFFERENTIABLE SUR UN OUVERT ET DIFFERENTIELLE). — Soient E, F des R-
espaces vectoriels de dimension finie, QO une partie ouverte de E, f: QO —— F une application.

On dit que f est différentiable sur Q) si et seulement si f est différentiable en tout point a de (). Si tel est le cas, la
différentielle de f est 'application :

Q — Z(EF

o a — df(a.

7. DEUX EXEMPLES D’APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

PROPOSITION 24 (DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION CONSTANTE). — Soient E, F
des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q une partie ouvertede E, f: Q F une application constante.
Alors f est différentiable surQ et :

Q — %(EF)
a — 0OgErR-

df

PROPOSITION 25 (DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soient E, F des
R-espaces vectoriels de dimension finie, et f : E—— F une application linéaire.

Alors f est différentiable sur E et :

Q — %(EF

a — f-

df

EXERCICE 26 (DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION BILINEAIRE). — Soient E, F, G des R-espaces
vectoriels de dimension finie, et B: E x F G une application bilinéaire. Démontrer que B est différentiable sur
E x F et calculer sa différentielle dB. O

§ 5. DIFFERENTIABILITE DE FONCTIONS D’UN OUVERT DE R” DANS R?

1. DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE DE FONCTIONS D’UN OUVERT DE R DANS R?

PROPOSITION 27 (DIFFERENTIABILITE ET DIFFERENTIELLE DE FONCTIONS D’UN OUVERT DE R DANS R”). —
Soient p € N* un nombre entier, Q une partie ouverte deR, f: Q —— RP une fonction et a un point de Q).

1. Lafonction f est différentiable en a si et seulement si la fonction f est dérivable en a.

2. Sila fonction f est différentiable en a, alors :
o ladifférentiellede f en a, i.e.df (a) € £ (R,RP);

e ladérivéede f ena, i.e. f'(a):= }zin(l) w c

sexpriment mutuellement l'une en fonction de l'autre comme suit :

R”

YheR, df(a)-h=hf'(a) et f'(@=df(a)1.

Exemple 28. — On considere la fonction inverse

<
===

10
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1
et un point a de R*. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = ——. D’apres la proposition 27, I'application f est
a

différentiable en a et sa différentielle en a est donnée par :

R — R
df(a) hoe _ﬁz'
a

2. DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION DIFFERENTIABLE SUR OUVERT DE R”

DEFINITION 29 (DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION DIFFERENTIABLE SUR OUVERT DE R"). — Soient
(e1,...,ey) la base canonique de R", (ef,..., e;‘,) sa base duale, Q une partie ouverte deR", a = (ay, ..., a,) un
point de Q, F un R-espace vectoriel de dimension finie,

Q — F
(xl)---)xn) — f(xly---rxn)

f

une application différentiable en a. Alors :

1. les dérivées partielles :

of of
ﬁ(a): De, fl@) , ... , ox, (a) :=De, f(a)
existent toutes;
2. pourtoutheR":
S ey Of
df(@-h=) e (h)——(a).
i=1 Ox;

La connaissance des dérivées partielles de f en a suffit donc a connaitre la différentielle de f en a.

3. DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION DIFFERENTIABLE SUR OUVERT DE R” A VALEURS DANS R”

NOTATION. — Soient :
* n, p des entiers naturels non nuls;
o Bn:=(eni,... enn) labase canonique de R";
o— : * . * * .
© By:=(ep1,...,epn) labase canonique de R” et B, := (ep’l,...,ep’n) sa base duale;
» Qune partie ouverte de R";
e aun pointde Q;
¢ une application :
Q — RP

f Viell,pl, fi=e,;°of

p

(xlr---yxn) i (fl(xlr---yxn)y---)fp(xly---)xn)):Z_fi(xlr---yxn)ep,i
i=1

une application différentiable en a.
Rappel 30 (différentielle de [ en a vs. différentielles de f, ..., [, en a). — D’apres la proposition 16 :
p
YheR", df(a)-h=)_(dfja)-h)ep,;.
j=1

En particulier :

p
Yiel[l,nl, df(a)-e,;=)_ (dfja)-eni)ep,;

j=1
ie.: v of
: of j
v 1,nl, —(a)= — B
iell,nl ox, (@) ng o, (a)ep,

11
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PROPOSITION 31 (MATRICE JACOBIENNE). — La matrice de l'application df (a) € £ (R",RP), appelée matrice
Jacobienne de f en a et notée ] ,(f), est donnée par :

of . Ok on
EP (a) 3% (@) ... a%, (@)
0 0 0
ok (a) ok (@) ... f2 (a)
Ja(f):=Matg, z,(df(a) = 0x1 0xp 0xn [ matrice Jacobienne de f en a|
ofy  0f ofy
a—xl(ll) a—xz(a) %, (a)
of;
ie Ja(f)= (%(a)) .
Xj (i, )ell,n]?

4. DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION DIFFERENTIABLE SUR OUVERT DE R” A VALEURS DANS R

NOTATION. — Soient :
e nun entier naturel non nul;
e (ey,...,ey) labase canonique de R”;

e (-, -)le produit scalaire usuel sur R” :

R"” x R" — R
(-, ) <
’ (X100 X0), 1o y)) — D XiYi
i=1
et|| - || lanorme associée :
Rn I R+
Il no
(X1,..0,Xp) — le,
i=1
o Q une partie ouverte de R";
e aun pointde Q;
» une application :
Q — R

f

(x1,...,Xn) —_ f(xly---yxn)

une application différentiable en a.

DEFINITION 32 (GRADIENT DE f EN a). — Le gradientde f en a, notéV f (a) est défini par :

_[9f , Of of n
Vf(a).—(axl(a),axz(a),...,axn(a) eR".

Rappel 33 (théoreme de Riesz). — Lapplication :

R" — £ (R",R)
( ) R — R
* © h — (x,h)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

12
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PROPOSITION 34 (REPRESENTATION DE LA DIFFERENTIELLE PAR LE GRADIENT). — Pour tout he R" :

df(@-h=(Vf(a,h).

NOTATION. — On note S(0, 1) la spheére unité de R”, i.e. :

S(0,1):={xeR" : ||x||=1}.

PROPOSITION 35 (INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU GRADIENT). — Supposons V f(a) # Orn. Lapplica-
tion :
S0,1) — R
h — df(a)-h
Vf(a)

atteint son maximum en l'unique point ———

Ivr@l|

§ 6. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

1. COMBINAISON LINEAIRE DE DEUX APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

PROPOSITION 36 (COMBINAISON LINEAIRE D’APPLICATIONS DIFFERENTIABLES). — Soient E, F des R-espaces
vectoriels de dimension finie, Q une partie ouverte de E, (f,g) € Fex F2 (A, W e R? eta un point de Q.
Si les applications f et g sont différentiables en a, alors l'application

F

QO —
Aftpg x — Af(x)+pglx)

est différentiable en a :

dAf+ugla=Adf(a)+udgla [identité dans £ (E, F)].

Exemple 37. — On note J la matrice de .4, (R) dont tous les coefficients valent 1 et f 'application définie par:

r MM, R) — My (R)
A —  A2+Tr(A) J.

Démontrer que f est différentiable sur .4, (R) et calculer sa différentielle d f. [

2. COMPOSEE D’APPLICATIONS DIFFERENTIABLES PAR UNE APPLICATION MULTILINEAIRE

PROPOSITION 38 (COMPOSEE D’APPLICATIONS DIFFERENTIABLES PAR UNE APPLICATION MULTILINEAIRE). —
SoientE, F, ..., Fy,, G des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q) une partie ouvertedeE, f; € F?, e fn€ F,?,
une application :

M:FixFx..xF,——G

une application multilinéaire et a € Q). On note f l'application définie par :

Q — G

U x — M(HK),..., fulx).

Si les application fi,..., f, sont différentiable en a, alors l'application f est différentiable en a et, pour tout
heE:

df(a)-h=M(dfi(a)-h, fr(@),..., fu(@)+M(fi(@,dfp(@-h,..., fa(@)+...+ M(fi(@), f2(a),...,d fx(a) - h).
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Exemple 39. — Soit f 'application définie par :

MR —  Mu(R)
f A — A3

Démontrer que f est différentiable sur .4, (R) et calculer sa différentielle d f. [ ]

3. COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS DIFFERENTIABLES OU REGLE DE LA CHAINE

NOTATION. — On considére :
e E,F,G des R-espaces vectoriels de dimension finie;
o Qpunouvertde E et Qr un ouvert de F;
* f:Qp
e 8:Qr —G;

F une application telle que, pour tout x € Qg, f(x) € QF;

e aun point de Qp.

THEOREME 40 (DIFFERENTIELLE D’UNE COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS DIFFERENTIABLES). — Si l'appli-
cation f est différentiable en a et I'application g est différentiable en f (a), alors l'application

Qp — G
gf | x — gfe

est différentiable en a et :
d(ge (@ =dg(f(a) od f(a).

4. DERIVEE LE LONG D’UN ARC

NOTATION. — Soient :
e Junintervalle de R;
e E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie;
* Qune partie ouverte de E;
e unarcy: I —— Etel que, pour tout t € I, y(t) € Q;
e une application f: Q —— F;

e fpel.

COROLLAIRE 41 (DERIVEE LE LONG D’UN ARC). — Si l'arcy est dérivable en ty et l'application f différentiable
eny(ty), alors l'arc foy: I —— F est dérivableen 1y et :

(fop) (1) =d fly(tn) ¥ (t)-

EXERCICE 42 (DERIVEE LE LONG D’UN SEGMENT). — Soient I un intervalle de R, E un R-espace vectoriel de dimension
finie, QQ une partie ouverte et convexe de E, une application f: Q —— E différentiable sur Q, a et b deux points de Q.
Considérons 'application :
0,11 — E
t — ta+(1-0b.

Justifier que I'application f oy est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée sur [0, 1]. 0

14
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Interprétation géométrique de la dérivée le long d’'un arc

2y +ry+2

flru)= eyt + ]

.......

------

EXERCICE 43. — Soient I un intervalle de R, Q une partie ouverte de R”,

Q — RP

My — (i), ..., fp(x)

une application différentiable sur Q, x1, ..., x,; des fonctions dérivables de I dans R telles que :
VYtel, (x1(1),...,x,(0)€Q.

Démontrer que la fonction :
’ I — R?
1t — (Foa®),...,xn(1)

est dérivable sur I et que :

n n n
Viel, g@=|Y x00; ita(®),... xn(0), Y. X0 0 o1 (D)o, Xn (1), ooy Y X5(0) 0 fp (1 (8,0, X (1) ]
i=1 i=1 i=1

5. DERIVEES PARTIELLES D’UNE COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

NOTATION. — On considere :
e Qp unouvert de R” et Q) un ouvert de R”;

e deux applications :

— p — q
Qn R o g| W R

! x — (filx),..., fp(x) y — (@&0),....84(

e aun point de Q.
On suppose que :
VxeQ, [f(x)eQy

de sorte que la fonction :
. RY

h—g°f X — g(f(x)):(hl(X),...,hq(x))

est bien définie.

15



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

THEOREME 44 (DERIVEES PARTIELLES D’UNE COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS DIFFERENTIABLES). — Si
Iapplication f est différentiable en a et l'application g est différentiable en f(a), alors :

Ja(go f) =]f(a)(g) x Ja(f)

er:

0fk

dgi
YV, j) e, ql x [1,n], —( )—Z 281 fla ) 5, @

Xj =1 0Vk

oit les composantes de x dansR" sont notée (xi,...,Xxy) et celles de y dansRP sont notées (y,..., yp)-

DEMONSTRATION. — (a) Notons %, (resp. %), %4) la base canonique de R” (resp. R”, RY). D’aprés le théoréme 40 :

]a(gof) = Mat%nv%q (d(gof) (a))
=Matg, (dg(f(ay)x Matg, 2, (df(a)
0 < Jal)

(b) Soit (i, ) €[1,4g] x [1,n]. D’apres (a) :

oh;
—(d) []a(gof)]i'j

0x;
p
p
= Z —(f( a)) ﬁ(a)
[
Remarque 45 (cas particulier du théoréme 44). — Si on spécialise le théoreme 44 au cas ol g est une fonctions a
valeurs réelles, i.e. si g = 1, alors :
. ogof 0/
vjell,nl, (a) = (fla ))—( a)
0x;j k; O0yx
[]
EXERCICE 46. — Soient Q,, un ouvert de R”, une application :
f Q, — RP

x — (AW),..., frx0)

différentiable sur Q,, Q, un ouvert de R™, x1,..., x, des applications de Q,, dans R différentiables sur Q,, telles que :
V(... um) €Qm, (Xx1(uUn,...,tm), ..., Xn(U,..., Um)) € Qp
et g lapplication définie par:

Qm — R?

§ (Ui, ...,um) —  flau,...,um),..., xp(U1,..., Um)).

Démontrer que I'application g est différentiable sur Q,, et que, pour tout a € Q;,,, pour tout i € [1, m]
—( )= Z —(a) 0 f(x1(a),...,x(a)).
ou; 1 0u;

ol les composantes de u dans R™ sont notée (uj, ..., Uy).
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§ 7. APPLICATION DE CLASSE ¢!

1. DEFINITION D’UNE APPLICATION DE CLASSE %1

DEFINITION 47 (APPLICATION DE CLASSE €'). — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q
une partie ouverte de E, f: Q@ —— F une application. On dit que Uapplication f est de classe €' surQ si :

1. lapplication f est différentiable surQ;
2. sadifférentielled f: Q

% (E, F) est continue sur S).

2. CARACTERISATION DES APPLICATIONS DE CLASSE %! PAR LES DERIVEES PARTIELLES

THEOREME 48 (CRITERE POUR ETRE DE CLASSE €'). — Soient Q une partie ouverte deR",

Q — RP
(1,0 %n)  — (filxr,.., Xn)se e, fp(X1, .00, X0))

f

une application. Alors la fonction f est de classe €' sur Q) si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent
et sont continues sur (), i.e. :

6 L
f estde classe €' surQ < Y (i, ) €1, pl x[1,n], ai est définie et continue sur Q
Xj

EXERCICE 49. — Démontrer que I'application :
RZ — R?
f 2 3 ( N ))
X, — |x“+xy-y°,cos
(x,y) Y-y Al
est de classe €' sur R? et expliciter la matrice Jacobienne Jf(a1, az) en tout point (ay, a,) de R2. O
EXERCICE 50. — On définit deux fonctions :

o lafonction f de R? dans R par f(x, y) = sin(x? — y?),

o lafonction g de R? dans R? par g(x,y) = (x+ y,x— ).

1. Justifier que les fonctions f et g sont différentiables en tout vecteur (x, y) € R? et écrire la matrice jacobienne de
fpuisde gen (x,).

2. Pour (x,y) € R?, déterminer I'image d’un vecteur (u, v) € R? par l'application linéaire d(f o g)((x, y)) en utilisant
les deux méthodes suivantes :

(a) encalculant fog;

(b) en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

EXERCICE 51. — Soit a € R. On consideére I'application définie sur R? par :

y4

fl, ) =% x2+y>—xy
a si (x,y) =(0,0).

si (x,y) #(0,0)

1. Prouver que:

1
V(x,y) €R2, x2+y2—xy> E(x2+y2).

N

. Justifier que le domaine de définition de f est bien R?.

w

. Déterminer a pour que f soit continue sur R%.

4. Dans cette question, on suppose que a = 0.
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0 0
(a) Justifier 'existence de 6—j; et % sur R\ {(0,0)} et les calculer.
of of

(b) Justifier I'existence de ™ (0,0) et E(O, 0) et donner leur valeur.

(c) Lafonction f est-elle de classe €' sur R??

3. INTEGRATION D’UNE FONCTION DE CLASSE €' LE LONG D’UN ARC

THEOREME 52 (INTEGRATION D’UNE FONCTION DE CLASSE €' LE LONG D’UN ARC). — Soient E, F desR-espace
vectoriel de dimension finie, Q une partie ouvertede E, un arcy: [0,1] E de classe 6" sur|0,1] tel que :

Vtel0,1], y()eQ [larc est tracé sur Q)]

a:=y(0) etb=y(1) les extrémités de l'arcy, une application f: Q —— F de classe €" sur Q. Alors
1
fb) - fla) =f0 df(y)-y'( dr.
EXERCICE 53 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS). — Soient (E,( -, -)) un espace euclidien, || - || la norme sur E

associée au produit scalaire ( -, - ), % = (ey, ..., e5) une base orthonormée de E, Q2 une partie ouverte convexe de E, a
un pointde Q et f: Q R une application de classe €' sur Q.

1. Justifier que, pour tout i € [1, n], le nombre réel :

ﬁ(a) = lim —f(a+ te)) — f(D)

[i-ieme dérivée partielle de f en a dans la base %]
0x; t—0r t

existe et en donner une expression a 'aide de la différentielle d f(a) de f en a.

2. Justifier qu'il existe un unique vecteur V f (a) € E, appelé gradient de f en q, tel que :
YheE, df(a)-h={df(a),h).

et en donner une expression a ’aide des dérivées partielles de f en a dans la base 2.
3. On suppose que le gradient de f est borné sur Q, i.e.:

3k>0, VxeQ, ||[VfW] <k.

Démontrer que la fonction f est k-lipschitzienne sur Q.

4. CARACTERISATION DES FONCTIONS CONSTANTES SUR UN OUVERT CONNEXE PAR ARCS

THEOREME 54 (CARACTERISATION DES FONCTIONS CONSTANTES SUR UN OUVERT CONNEXE PAR ARCS). —
Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q) une partie ouverte connexe par arcs deE, f: Q —— F
une application. Alors :

f est différentiable sur Q
f est constante surQ) < et

VxeQ, df(x)=0%¢ErF)-

EXERCICE 55. — Déterminer toutes les applications f: .#,(R) —— R différentiable sur .4, (R) qui vérifient :

YA€ MyR), df(A)=Tr.

EXERCICE 56 (EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES). —
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1. Soit f: RZ——R, (x, ¥) — f(x, y) une fonction de classe ¢! sur R? telle que:

Y (x,y) €R?, g—f(x,y)=0-

y

Démontrer qu'il existe une fonction ¢: R —— R, de classe €' sur R, telle que :
V) EeR®,  flxy) =p).

2. (a) Soitg:R R une fonction de classe €' sur R. Démontrer que 'application :

R — R

f (x,y) — @kx+y)
est de classe €' et qu’elle vérifie :
0 0
(E) V(xyeR, %(x, ¥) - %(x, y)=0.

R une fonction de classe €' sur R? telle que :

2 Of . Of
(E) V(x,y)€R%, ax(x,y) ay(x,y)—O.

(b) Réciproquement, soit f: R?

Démontrer qu'il existe une fonction ¢: R:—— R, de classe € sur R, telle que

VX, eR?, flx,y)=@px+7y).

2

u+v
On pourra considérer le changement de variable x = > ety=

§ 8. VECTEUR TANGENT A UNE PARTIE D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIM. FINIE

DEFINITION 57 (VECTEUR TANGENT A UNE PARTIE DE E). — Soient E unR-espace vectoriel de dimension finie,
X unepartiedeE, x € X.

1. Unvecteur v € E est dit tangenta X en x si:
Je>0, Fye X%l y estdérivableen 0,y(0) = x ety (0) = v.

2. Lensemble des vecteurs de E tangents a x est noté T, X.

EXERCICE 58. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, x € E, V un sous-espace vectorielde E, X = x+ V.
Démontrer que :
T, X="V.

Pour un vecteur v € V fixé, on pourra considérer l'arc :

Yit—X+1tv.

EXERCICE 59. — Soient (E, (-, -)) un R-espace euclidien, S la sphere unité de E et x € S. Démontrer que :
T,S = Vect (x)l .
Pour un vecteur v € Vect (x)* de norme 1 fixé, on pourra considérer I'arc :
Y: t—cos(rt) x+sin(rt) v

oureR. O
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EXERCICE 60. — Soient Q un ouvert de R?, (a, b) € Q et f: Q@ —— Rune application différentiable en (a, b) et
X:={xy f,): (x,y) eQ} cR.

Démontrer que :

0 0
T(a,b,f(a,b))X = Vect((l,O, é((l, b)) , (0, 1, 6—{/‘(61, b)) )

Pour (a, ) € R?, on pourra considérer l'arc :
y:t—(a+ta,b+1tB,fla+ta,b+1tp))

qui est défini sur un voisinage de Og. 0

THEOREME 61 (VECTEURS TANGENTS A UNE LIGNE DE NIVEAU). — SoientQ un ouvertdeR", f-Q R une
fonction différentiable et A € R. Posons :
X=f1ym = {xeQ: f =21} [ligne de niveau|
et supposons X non vide. Alors :
VieX, Vf(x)#0p = TyX=Vect(Vf(x)".
Ce théoreme est admis.
Exemple 62. — Soient a, b, c des réels strictement positifs et
2 2 2
- 3.X Yy & -
X—{(x,y,z)eR : ;+ﬁ+z—l} [ellipsoide] .
Déterminer T, X, pour tout x € X. [ ]
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