LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES CHAPITRE

par David Blottiere, le 21 mars 2024 a 21h20 1 7

ACRONYMES. —

§1.

§ 2.

§ 3.
S 4.
§5.
§ 6.

§7.

§ 8.
§9.
§ 10.
§11.
§12.

» EDLI : équation différentielle linéaire d’ordre 1
e SDL1 : systeme différentiel linéaire d’ordre 1
e SDL1HCC: systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogeéne a coefficients constants;

o EDLSn : équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n

SOMMAIRE
LES TROIS OBJETS DE L'ETUDE 4t tttttteteeteseeteeteteetesetaste s ssesnstaenesassaseesassesassasesasnesannns 2
1. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D’ORDRE 1 (EDLL)  uuutttetttee et e e 2
2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE D’ORDRE 1 (SDLL)  oiuitititititiit ettt it ittt ettt eenaens 3
3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEATRE SCALATRE D’ORDRE 72 (EDLST)  +eetietettteeee e 4
0 )5 204 11 51 5
ED ST i RAPPELS DE M P 2l ittt ittt ittt ettt ettt e et ettt ee et eetatenaenensanenensenennnns 5
1. STRUCTURE DE L'ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLST HOMOGENE . 'tttitiiiiiiniit it eierenenenannnns 5
2. STRUCTURE DE L'ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS L ...ttt ittt et ettt eieeaenes 6
3. THEOREME DE CAUCHY POUR UNE ED LS T L. i i et ettt e ettt et eeanans 7
R S € 20 03 (03 = 7
CHAMP DE VECTEURS D’UN SDL1 HOMOGENES A COEFFICIENTS CONSTANTS .+ 1ttetnareeeraeneraanannennaannnn. 8
REDUCTION A LETUDE DES ED L] 1.ttt ittt et ittt et et ettt et et e e et e e e et e e aeaeaaannas 10
MISE SOUS FORME INTEGRALE D'UN PROBLEME DE CAUCHY .+ 1ttiintteteeteeetnenenaeneenenaenanaenaenasnennns 15
PRINCIPE DE SUPERPOSITION ET CONSEQUENCE 1 1ttttttttteeteneeteneasaneasesensesenseseneeseneasenensesennn 16
L. CAS DES ED L ittt it i et e et e ettt ettt e et e e e e et e i, 16
2. DECLINAISON POUR LES S LI 1ttt ittt ettt ettt ettt et ettt e it ee et eeeeteneanenaananns 17
3. DECLINAISON POUR LES ED LS 7 1ttt et e e e et ittt e e et ettt et ettt eanaeas 18
THEOREME DE CAUCHY LINEAIRE ET CONSEQUENGCES v tttttttttttt ittt ettt et enneaneennenneeneennen 19
LI 7. N 0 21 0 21 19
2. DECLINAISON POUR LES S Ll ittt i et ittt et et et et e et et e et eaeieenanannans 20
3. DECLINAISON POUR LES ED LS 7 ottt e e ettt et et ettt ettt et ie i aeaanannns 22
EDLSIT ET EDLS2 NON NORMALISEES 4t ttttttettttenenenanenenenenesetesesesasesasasasassenenenesenennes 24
EXPONENTIELLE D’UN ENDOMORPHISME, D’UNE MATRICE .+ ..uttttetetetneieenetaenaenesasnasaesasaennsnnnnns 25
RESOLUTION D'UN SDLIHCC 1ottt ettt ittt e et ettt et et e et e et e et e e ee e e eeaanaennes 29
EDLS2 A COEFFICIENTS CONSTANTS : RAPPELS DE M P2l ... it it ettt ceeeiieaeans 30
RESOLUTION D UNE B L S 2 oot e e e e e ettt ettt e e ettt ettt ettt eiaaanns 31
L. WRONSKIEN 4t ttetteeteteeenenseneneesenensenensenenseneneeseneeseneasenensesensesenseseneaseseneenenaens 31
2. METHODE DE VARIATION DE LA CONSTANTE OU DE L'ABAISSEMENT DEL'ORDRE  ..eviuiriririnenenennnnnnns 32
3. METHODE DU WRONSKIEN & ttttttttttteantnttnenenenenenenensneneneseneneneeesesesesseneesosneneneenenns 33
4. METHODE DE VARIATION DES CONSTANTES .1t ttttntntttneneneneneneneneneneneaeeeeesesososesaenenenenenns 34



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

NoTATION. — Dans tout ce chapitre :
o I désigne un intervalle non vide de R;
» Kestle corps RouC;
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1;
e e=(ey,...,ey) désigne une base de E;
* (e],...,e;) estlabase duale de e, de sorte que :

n
YueE, u=) e'(u)-e [e] (u) estla i-iéme coordonnée de u dans la base e] .
i=1

§ 1. LES TROIS OBJETS DE LETUDE

1. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D’ORDRE 1 (EDL1)
Soient a € €°(I, £ (E)), be €°U, E).

(a) L'équation :

&) X' =a®) -x+Db(t)

d’inconnue x € € (I, E), est appelée équation différentielle linéaire. Cette derniére est dite homogene, sila fonction b
est nulle.

(b) Une solution de (&) est une fonction x € €1(I, E) telle que:
veel, x'(8)=a®)x®)+bD).

(c) Léquation homogeéne associée a (&) est :

&) x=al)x

d’inconnue x € € (I, E).

(d) Une solution de (§&.7°) est une fonction x € €' (I, E) telle que:
Viel, x' () =a()(x®).

(e) Soit (#, x9) € I x E. Le probléeme de Cauchy associé a (&) avec condition initiale :

(€D x(tp) = Xo

s’écrit :

x'=a(t)-x+b(t)
x(tp) = Xp.

(28) {

(f) Une solution de (&) est une fonction x € €1 (I, E) telle que:

{ Viel, x()=a(®)x()+b(r)
x (1) = Xxo.

Exemple 1 (EDLI). — Soient les applications :

R — < (R?)
al a) R® — R®
(ur,up,uz3) — (up,uz, tug +ch(t)up - * us)
et
, | R — R®
t — (0,0,arctan(t)).
Léquation :

& x'=a®- -x+b®
d’inconnue x € €' (R, R®) est une EDLI.
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2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE D’ORDRE 1 (SDL1)

Soient A€ €° (I,.4,(K)), B € €° (I, 4, (K)).

(a) Le systéme:

() X' =AWX+B)|

d’inconnue X € €' (I,.4,,(K)), est appelé systéme différentiel linéaire. Ce dernier est dite homogene, si la fonction
B est nulle.

(b) Une solution de (#) est une fonction X € € (I,.4,,(K)) telle que :
Viel, X'(0)=A®X®+B(@).

(c) Le systeme homogeéne associé a (%) est:

(#H) X =AX|

d’inconnue X € €' (I, M1 (K).
(d) Une solution de (#.7#) est une fonction X € € (I, 4,1 (K)) telle que :
veel, X'(0)=A®X(0).

(e) Soit (tp, Xo) € I x My,,1(K). Le probleme de Cauchy associé a () avec condition initiale :

(€D X(to)=Xo

s’écrit :

X'=A(t) X+ B(1)

&7 {X(m:XO.

(f) Une solution de (%) est une fonction X € €1 (I,.4,,, (K)) telle que :
{ Vtel, x'()=A)X(®+B()
X(tg) = Xp.

Exemple 2 (SDL1). — Le systéme :

0 1 0 0
() X' = (0 0 1 ) X+ ( 0 )
t ch -¢? arctan(t)

d’inconnue X € €' (R,.#5, (R)) est un SDLI. En effet, les applications :

R — A3(R)
0 1 0
A t — 0 0 1
t ch® -7

R — 1R

0
B r — 0
arctan(r)

et

sont continues sur R.



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE SCALAIRE D’ORDRE 1 (EDLSR)

Soient (ay, ..., an—1,b) € €°(1,K).
(a) L'équation :

n-1
& =Y a;(0x? +b(1)
i=0

d’inconnue x € ¥"(I,K), est appelée équation différentielle scalaire d’ordre n. Cette derniere est dite homogene, si la
fonction b est nulle.

(b) Une solution de (&) est une fonction x € €"(I,K) telle que :

n-1 X
viel, x"@0=Y a;t)x? @) +b(o.
i=0

(c) Léquation homogene associée a (&),) est :

n-1 .
&) =3 ainx?
i=0

d’inconnue x € €"(I,K).
(d) Une solution de (§#;,) est une fonction x € €™ (I,K) telle que :
n-1 .
viel, xX™@0 =Y a@x”®.
i=0

(e) Soit (ty, xg,...,xn-1) € I x K". Le probleme de Cauchy associé a (§,,) avec condition initiale :

(Cn Yielo,n—11, P (1) = x;

s’écrit :

n-1 3
x™ =3 a;()x? + b(2)
i=0 X
Vie[o,n—1], xD (1) = x;

(&)

(f) Une solution de (22&;,) est une fonction x € €" (I,K) telle que :

n-1 .
viel, x"® =Y aix?

=0
Vie[0,n—1], x¥(ty) = x;

Exemple 3 (EDLS3). — L'équation :
(&) X" =rtx+ch(t)x —?x" +arctan(r)

d’inconnue x € €°(R,R) est une EDLS3. En effet les applications :

aR—>R aR—»R aR—»R
Ol — ¢ 'l — ch® 2l — g2
et
R — R

b' t +~—— arctan(r)

sont continues sur R.
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4. OBJECTIFS

Nous nous proposons d’étudier les équations différentielles ou problemes de Cauchy (28), (§.4), (§), (),
(FLAO), (£), (PEy), EFn), (En) :

» de maniere quantitative, en s'intéressant a la « taille » de leurs ensembles de solutions;
» par une approche explicite, en donnant des formules décrivant toutes leurs solutions (si possible);

» en déterminant des propriétés vérifiées par leurs solutions (e.g. périodicité, comportement asymptotique, lieu
d’annulation).

§ 2. EDLS]1 : RAPPELS DE M P21

1. STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS1 HOMOGENE

THEOREME 4 (STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS1 HOMOGENE). — Soif a € €°(1,K). On
considere 'EDLS1 homogene :

(EH) x'=a()x.

et son ensemble solution :
Sol(#) = {xe €' (I,K) : Vte, x'(1) = a(t) x(1)}.

1. La fonction a admet une primitive A sur I.

2. Sion définit la fonction xy par :
I — K

X

alors Sol (8#°) = Vect (xg), i.e. :
Sol(EA) ={k xy : keK}.

En particulier, Sol (€.7€) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de € LI, K).

DEMONSTRATION. —

1. Soit fy € I. Comme a est continue sur I, le théoreme fondamental de I’analyse livre que la fonction

I — K

A t
r — a(u) du

4]
est une primitive de a sur I.
2. (a) Lafonction:
‘ I — K

XH

t — i
est de classe €. De plus pour tout ¢ € T
X (0 = a) e = a(t) xy (1).

Donc xg € Sol (§76).
(b) De (a), on en déduit aisément que :
VkeK, kxygeSol(&H).

Ainsi Vect (xg) < Sol (§.46).

X
(c) Soit x une solution de (7). La fonction — est bien définie, de classe €' sur I et :

XH
viel (i)l(t) _ X' (1) xp () — x(1) X'H(t) _ a(t) x(8) xg (1) — x(1) a(t) xg (1) o
XH )CH(t)Z xH(t)z

. X ye
La fonction — est donc constante sur I'intervalle I, donc x € Vect (xg).
XH
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2. STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS1
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THEOREME 5 (STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS1 ET VARIATION DE LA CONSTANTE). — Soit

(a,b) € €°(I,K)2. On considére 'EDLSI scalaire :
&) x' = a(t) x+ b(¢).

son EDLS1 homogéene associée :
&)  x'=a()x+b().

et leurs ensembles solution :
Sol(&):={xe € (1,K) : Vte, X'(t) = a(t) x(t) + b(1)}

et
Sol (§7):={xe € (I,K) : Vte I, x'(t) = a(t) x(1)}.

1. Soit A une primitive de a sur I. La fonction :
t— b(t) e

possede une primitive notée A sur I.

2. Lafonction :

I — K
Xpart t —  A(D)eA®
est une solution de (&).
3. Sol(&) = Xpart + Sol (EH) et donc
I — K
Sol(é")—{' P xp,l,t(t)+keA(” : kEK}

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. —

1. Le résultat est conséquence de la continuité de la fonction ¢t — b(t) e~ et du théoréme fondamental de

I'analyse.
2. Nous savons que toute solution de Sol (§ #°) s’écrit k xp, ol

I — K

X
H ’ t o oA

et k € K. Lidée est de faire varier la constante k pour obtenir une solution de (&). Supposons que k est une

fonction de classe ¢! de I dans K et notons x la fonction €' définie par :

I — K
1 — kwxuo.
Alors :
x €Sol(&) Viel, x'()=a®x(t)+b)

Viel, kK(®xp(t)+k(D)x), (1) =a®)k()xy(t)+b(t)
Veel, K@®xy®+k@®a®)xg(t)=a®)k®)xy(®)+ b(D)
veel, kK (Hxg(t)=b()

Viel, K(1)=b(ne AW

peoot

A1)

On en déduit que si k est une primitive de t — b(t)e” ", alors la fonction :

I — K

Toart | p L k() xp () = k(1) e A®

est une solution de (&).
3. On vérifie Sol (£) = Xpart + Sol (64) en raisonnant par double inclusion.

[xy solution de Sol (&.76)]
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3. THEOREME DE CAUCHY POUR UNE EDLS1

THEOREME 6 (DE CAUCHY LINEAIRE POUR UNE EDLS1). — Soient (a, b) € €°(I,K)? et (fy, xo) € I x K. Alors le
probleme de Cauchy
& x'=a®x+b(r)
P
&) { X(%o) = Xo

d’inconnue x € € (I,K) possede une unique solution.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Si on conserve les notations du théoréme 5, on sait qu’'une solution de (E) s’écrit :
I — K
ro—  Xpart(t) + ke

pour un scalaire k € K. Pour résoudre le probleme de Cauchy précédent, on ajuste la constante k pour que la condition

initiale soit vérifiée et on observe qu'une seule constante k convient. 0
EXERCICE 7. — Donner une expression intégrale de I'unique solution du probléme de Cauchy (2?) défini dans le
probléeme 6. O
EXERCICE 8 (LES COURBES INTEGRALES D’UNE EDLS1 SCALAIRE NE S’INTERSECTENT PAS). — Soient x; et x deux

solutions de 'EDLS1 (&) introduite dans le théoreme 5. Démontrer que :

Ftoel, xi1(tg) =x2(tp)) = ((Vrel, x1(£)=x(1).

O
4. EXERCICES
EXERCICE 9 (RESOLUTION D’UNE EDLS1). — Résoudre I'équation différentielle :
X
&) x-==r¢
t
d’inconnue x € €1(]0, +oo[, R).
O
EXERCICE 10 (RESOLUTION D’UNE EDLS1 AVEC RACCORDEMENT). — Résoudre I'équation différentielle
&)  tx'=2x+1
d’inconnue une fonction x € €1 (R,R). 0
EXERCICE 11 (RESOLUTION D’UN PROBLEME DE CAUCHY POUR UNE EDLS1). — Résoudre le probléme de Cauchy:
x' +tan(t) x = sin(21)
x(0)=1
T
d’inconnue x € ¢! (]——, - [,R).
2 2 .
EXERCICE 12 (EQUATION FONCTIONNELLE). — Déterminer les fonctions f: R—— R, dérivables en 0, telles que :
Vx,y) R, flx+y) = fx) ).
O

EXERCICE 13 (ETUDE QUALITATIVE). — Soit a: R
toutes les solutions de I'équation :

R une fonction continue et intégrable sur R. Démontrer que
& y-an)yy=0
d’'inconnue y € €' (R, R) sont bornées. O
EXERCICE 14 (EQUATION DIFFERENTIELLE CACHEE). — Soit f € ¢1(R,R) telle que:
!
f@+f'(x) ——0.
En introduisant la fonction g := f + f’ démontrer que :

flx) ——0.

X—+00
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§ 3. CHAMP DE VECTEURS D’UN SDL1 HOMOGENES A COEFFICIENTS CONSTANTS

CONVENTION. — Dans cette partie, nous confondons les points du plan R? et leurs coordonnées dans la base cano-
nique. % = (e1, e2).

DEFINITION DU SDL1 (#.#). — Soit A = (a; ;) 2 € A (R). On lui associe le SDL1 homogene a coefficients

(i,))eln2]
constants : ,
X = a1 X + app
(F.7) { ;o Y
N4 = 11X + a2}y

d’inconnue (;) € €' (R, M1 (R).

CHAMP DE VECTEURS ASSOCIE AU SDL1 (7). — A ce SDLI (&), nous associons le champ de vecteurs :

aﬂg,l (R) — -/ﬂz,l(R)
a a
—_— A .
(ﬁ) (ﬁ)

On représente le champ de vecteurs ¢ en tracant en tout point M du plan, le vecteur ¢(M).

¢

1 -2
Représentation du champ de vecteurs ¢ ot A= ( )

— === \
| x\\\ i
— &\«\\\\\\\\\T\ ////[///////f
//%ii“lzilﬁiﬁié%
/[U \\ \\\\M
I

S
%ﬁ 0 Y ;//Z
/ //4 N—
(i
§\\\
AATTRRRNNR
TRAJECTOIRE D’UNE SOLUTION DU SDLI (.7) ET INTERPRETATION CINEMATIQUE. — Considérons une solution (;)

du systeme différentiel (¥ #°). Nous introduisons sa trajectoire :

_[xm).
e J[19). en)

que nous pouvons assimiler a I'ensemble des positions M(f) prises par un mobile au cours du temps ¢. En dérivant le
vecteur position du mobile :
x(t
OM(1t) := ( ( )),

(1)

au temps ¢, on obtient son vecteur vitesse.

dOM(n) _ (x'(1)) _ , (x()) _ .(x(D) x .
TEES (y’(t)) =A (y(t)) = f(y(t)) [(y) est solution de (¥ A0) | .
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— dOM(t
GEOMETRIE DES SOLUTION DU SDL1 (¥ .%). — Autemps ¢, les vecteurs OM(?) et (0 sont tangents. Ainsi, si un
point M = (g) appartient a la trajectoire I', la tangente a I" au point M est portée par le vecteur ¢(M).
La trajectoire d'une solution du SDL1 (¥ #) épouse le champ de vecteur ¢.
N 1 -2
CHAMP DE VECTEURS ET UNE TRAJECTOIRE D’UNE SOLUTION POUR LE SDL1 (¥ #). — Casou A= 1 1)

\§§
=\ X/W /
W

7/
%é?/ Qiz\zi,iiiéééééié
/

L

s 27
i ////(// Wee—
\
\

4/ §§§§i§§§§iifiiiiii

i f(g\\ —
=

. 0 1
CHAMP DE VECTEURS ET UNE TRAJECTOIRE D’UNE SOLUTION POUR LE SDL1 (¥ .7). — Casol A= ( )

ii%%g\\\“ﬂiﬁﬂfsz// i

NSRS S444 ég//

@'\\ \/\/ XXLL& X
Loierant

FRPEERI, RRRARR
R AR AR
Z/////z/« ::::: \\\\\\Q
A ssanee 2 \§§
%;////// N iisék
s \\

N =
AR

% - =
7 ===

9
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§ 4. REDUCTION A ’ETUDE DES EDL1

NOTATION. — Nous notons Mat, I'application :
E — MK . . .
Mat, —  Maty(w) [isomorphisme de K-espaces vectoriels].
et Mat, . I'application :

Mat,, [isomorphisme de K-algebres] .

f — Mate(f) = (Mate(f(e1) ]| ... | Mate (f(en)))

PROPOSITION 15 (SDL1 VERSUS EDL1). — Considérons A € €° (I, 4, (K)), B € €° (I, #n1(K)) et le SDLI
associé :
(#) X'=AWX+B(t) |inconnueX €€ (I, Mn1(K)].

On introduit, pour tout te I :

(@) a(r) l'unique endomorphisme de E tel que Mat, .(a(t)) = A(2), i.e.:
a(t) = (Matg, )~ (A1)
(b) b(¢) l'unique vecteur de E tel que Mat,(b(t)) = B(1), i.e.:
b(1) := (Mat,) " (B(1)).

Alors :

1. l'équation :
& x'=at)-x+b [inconnue x € ‘gl(I,E)]

est une EDLI, i.e. les fonctions :

L I — Z(E) 3 I — E
:= (Mat A - t b := (Mat B _
a:= (Matg,g) "o ‘t —  (Mat,, )" (A(5) ¢ BEGE | (Mat,) ™ (B(1))
sont continues Sur I;
2. lapplication :
Sol(&) — Sol(#)
Vs, —  Mp1 (K
* Mateox | . Mat,(x()

N

ou:

e Sol(&):={xe € (I,E) : Vtel, xX'(t) = at)(x(1)) + b(D)};

o Sol(#):={X €€ (I, MM,1(K) : Vi, X (1) = ADX () + B}
est bien définie;

3. lapplication :

Sol(«¥) — Sol(&)

I — E

r — (Mat,) (X(1)

Pr.& X - (Mata—l o X

est bien définie;

4. les applications pg,» et @ » g sont des bijections réciproques l'une de l'autre, i.e. :

Ye.7°Pz e =idsol ) et Pyeope v =idsys)-

DEMONSTRATION. —
1. « Lapplication (Mat,, g)_l est linéaire entre deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Elle est donc conti-
nue. Ainsi, I'application a := (Mat,, g)_1 o A est continue, comme composée d’applications continues.
 On établit la continuité de 'application b := (Matg)_1 o B. de maniere analogue.

10
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2. Soit x € Sol(&).
o Comme 'application x est de classe €' et Mat, est linéaire, 'application :

e, (x) =Matgox

est de classe €' (composée d’une application de classe €' par une application linéaire).
e De plus, pourtout e :
ps,7(0) (1) = (Matgox)' ()

= Mat, (x'(1)) [composée d’une application de classe €' par une application linéaire]
= Mat, (a(r)(x(2)) + b(1)) [x est solution de (&)]
= Mat,, o(a(#) Mat, (x(£)) + Mat, (b(t))
=A@ (ps,7 (0) (1) + B(2).

Donc ¢g, o (x) € Sol(#). Lapplication ¢¢ & est bien définie.

3. Soit X € Sol(¥#).
« Comme I'application X est de classe €' et (Matg)_1 est linéaire, 'application :

97s(X) = (Mat,) o X

est de classe €' (composée d’une application de classe €' par une application linéaire).
e De plus, pour tout r€I:

9600/ (0) = ((Matp) o X) (1)

= (Mat,)"' (X'())  [composée d’une application de classe € par une application linéaire]

= (Mat,) " (A X() + B(t))  [X estsolution de ()]

= (Mat,) " (Mat,, . (a()) Mat, (p.,s(X) (1)) + Mato(b(r)))  [définition de a(1), b(r), P £(X)(1)]
= (Mat,) " (Mat, (a() (0.6 (X)(8) + b(1)))

=a(t) (p7,6(X) (1) + b(2).

Donc ¢.» ,¢(X) € Sol(&). Lapplication ¢ » ¢ est bien définie.
4. Soient X € Sol(.%) et x € Sol(&). On calcule :

¢s,.7° Pz s(X) =Mat,o (Ma’[g)_1 oX=X et @Qogopes(x)= (Matg)_l oMateox = x.
=

Remarque 16 (raffinement de la proposition 15 pour les problémes de Cauchy). — Nous conservons les notations de
la proposition 15.
1. Soient ty € I et xg € E. Alors :

x'=a(t)-x+b(t)
x(fp) = Xo

X'=A(t) X+ B(1)

x est solution de (22&) { X(to) = pg,»(x0)
0) = @g,7(Xo

= g, (x) est solution de (2.¥) {

2. Soient fy € I et Xg € Mp,1(K). Alors :

X'=A(H) X+ B(1)
X (1) = Xo

x'=a(t)-x+ b0

X est solution de (2.%) { x(ty) = @.»,6(Xo)
0) =@z .e(Xo

= @g,6(X) estsolution de (&) {

D’apres la proposition 15, I'étude d'un SDL1 peut étre ramenée a I’étude d'une EDL1. Un résultat

=2 établi pour les EDL1 pourra donc étre décliné pour les SDLI.
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PROPOSITION 17 (EDLS#n vs. SDL1). — Considérons (ay, ..., an—1,b) € €°(I,K)" et 'EDLSh :

n-1 .
(&n) x=) a; () x?P + b(r) [inconnue x € €"(1,K)]

i=0
On introduit, pour toutte€ I :
0 1 0 0 0
A(t) = . o o @ € My(K) et BO)=| . |e (K.
0 0 1 0
ap(t) ... ... ap—o(t) ap-1(1) b(1)

Alors :

1. lesysteme:
(#) X'=AW)X+B(t) |inconnueX e €' (I, M) (K)]

estun SDLI, i.e. les fonctions :

I — MK I — M (K
Ay Aw e Bl . B
sont continues sur I ;
2. l'application :
Sol(&p) — Sol(#)
X I — '/%n,l(K)
X' x(1)
P&, X . x' (1)
t —
x(n=1 x("*.l)(t)

N

ou:
n

=il .
o Sol(&y) = {xe €"ILK :YVtel, xP®) =Y aix? )+ b(t)};
i=0

o Sol(#):={X e € (I, M, (K) : Vi, X'(1) = ADX () + B}
est bien définie;

3. lapplication :

Sol (%) —  Sol(&y)
I — -/%n,l (K)
A (1)
P78, A I
t — : !
n Xn(0)

est bien définie;

4. les applications @g, & et v g, sont des bijections réciproques l'une de l'autre, i.e. :

9&,,7 ° P78, =1dsol(7) et Pz8,°08, =idsos,) -

12
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DEMONSTRATION. —

1. « Lacontinuité de I'application A sur I découle de la continuité des applications ay, a1, ..., an-1 sur I.
* De méme, La continuité de d’application B sur I découle de la continuité de 'application b sur I.

2. Soit x € Sol (&5,).
o Les fonctions x, ', ..., x""~V sont toutes de classe ¢! sur I. Donc la fonction :

I — Jﬂn,l(K)
x(1)

Ye,,.(x) x'(0)

t — .
2D (g

est de classe €' sur I.

e Soittel.

B o 1 0 .. 0 8 0

x' o : x' (1)

A(t) C || +Bo=| - N . S

xn=? 0 .. .. 0 1 x=A(n) 0

xn=h a®) i ano® ap ] \X"VO) by

x'(2)

x"(t)

x(n-1 63)

n-1 X
Y ai(x () +b(t)
i=0

x' (1)
x”(t)
= : [x est solution de (&},)]

xD ()

x(ﬂ) )

x(n=2)

x(n=1

Donc ¢g,,»(x) € Sol(&). Lapplication ¢g, » est donc définie.

13
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X1
3. Soit| : | €Sol(#). Alors les fonctions xi, ..., X, sont de classe ¢! et, pourtout tel:
Xn
X1 ! 0 1 0 0 x| 0
X : : X2
1) = . . . : )|+
(1) ; . . 0 @
Xn-1 0 ... .. 0 1 Xn-1 0
Xn ag() ... ... apo(t) ap1(0) Xn b(o)
ie.:
x (1) = X (1) (L1)
x (1) = x3(1) (Lp)
x, () = Xp (1) (Lyp-1)
n—1
xp () =) ai() X1 (1) +b(r) (Ln).
i=0

e Deslignes (Ly),(Ly),...,(Ly-1), on déduit que :
Vkell,n—1], X} =Xk
puis, au moyen d’'un raisonnement par récurrence finie, que :
B k (k) _
Vkel[l,n—-1], x1€6"(,K) et x; =Xgi1.

En particulier, x; € 6"~ 1(1,K) et x" ™" = x,, € €' (I, K). Par suite :

X1
. _ n (n) _ 1
pre,| - |=01€€ (LK) et x;7 =ux,.
Xn
X1 X1 X1
X2 X2 xll
Si| . | €Sol(.%), alors nécessairement x; € €"*(I,K)et| . |= .
xn Xn xin_l)

o D’apres ces résultats et la ligne (L), il vient :

n-1 .
veel, x"® =Y a;(0x" @) +b(1).
i=0

X1
Doncgyeg,| - |=x1€Sol(&,). Lapplication ¢ # &, est donc bien définie.
Xn

4. o Soit x € Sol(&;,). On calcule :
X

X
(pyvgn ° (pgn,y’ (x) = (py,gn . = X.

-1
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X1
X2
e Soit| . | €Sol(%).On calcule :

Xn
X1 X1 X1
X2 x’l X2
P&, 7Pz, | . | =g, 7 (X1)= = [cf. étude réalisée en 3].
* ) x,
]
Remarque 18 (raffinement de la proposition 17 pour les problémes de Cauchy). — On conserve les notations de la
[(Xol1,1
proposition 17 et on introduit fy € I, (xg, x1,...,X5—1) € K" et Xo = : € My, (K). Alors :
[Xo] 1,n

X'= A X+B()

n-1 . X0
(n) _ . (1)
x est solution de (&) s ;0 (2 + b(1) = @¢, () estsolution de (%) X(to) = X1
Viel0,n—11, x?(ty) = x; 0
Xn-1

et, réciproquement :

X' =A() X+ B(1)
X(tp) = Xo

n-1 X
"=y a;(0x +b(r)

i=0 i
Vie[o,n-11, xV(t) = [Xol;1

X est solution de (22.%) { =  @ge,(X) estsolution de (&)

]
o D’apres les propositions 15 et 17, I'étude d'une EDLSn peut étre ramenée a I'étude d'une EDLI.
i=2 Un résultat établi pour les EDL1 pourra donc étre décliné pour les EDLSn.
EXERCICE 19. — On considere 'EDLS2 :
3 4
" " ! _
(&3) x"+In(t) x —;x +§x—t
d’inconnue x € €°(]0, +oo[, R). Donner un SDL1 (%) dont la résolution est équivalente a cette de I'équation (&3).
O

§ 5. MISE SOUS FORME INTEGRALE D’UN PROBLEME DE CAUCHY

PROPOSITION 20 (FORME INTEGRALE D’UN PROBLEME DE CAUCHY). — Considérons a € €°(, % (E)), b €
%" (I,E) et 'EDLI associée :

& x'=a) -x+b) [inconnuexe‘gl(I,E)].
On introduit (ty, Xo) € I x E et le probleme de Cauchy :

x'=a(t)-x+b(t)

(&) {x(t0)=xo.

Alors, pour toute fonction x € €' (I, E) :

t
x est solutionde (P8) <= Vtel, x(b) =x0+f a(u)(x(w) + b(u) du.

o

15
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DEMONSTRATION. — Soit x € €1(1, E).
Implication directe. Supposons que x est solution du probléme de Cauchy (228).

o Alors, d’apres le théoreme fondamental de I'analyse, la fonction :
I — E

t
t — a(u)(x(w)+bw) du
4}

est dérivable sur I, de dérivée x’ et est nulle en f.

e Lafonction:
I — E
t —  x()—x(to)
est également dérivable sur I, de dérivée x’ et est nulle en f.
Par unicité de la primitive de x’ sur I nulle en fy, il vient :

t
Vtel, x(t):x0+f a(u)(x(w) + b(u) du.

to

Implication réciproque. Supposons que x vérifie :
t
Veel, x(t)=xp +f a(u)(x(w) + b(u) du.
to

e On calcule x(ty) = xp.

e L'application:

YLEXxE — E
fivy — fWw

est bilinéaire et les espaces £ (E) x E, E sont de dimension finie. Nous en déduisons que I'application :

B

E

B(a, x) u —  a(w(xw)

est continue. La fonction :
I — E
u — a(u)(xw)+b(w

est donc également continue sur . D’apres le théoreme fondamental de ’analyse, 1a fonction :

I — E
x t
r — X +f a(u)(x(u))+b(w) du
4]
est dérivable sur I et :
Viel, x'(t)=a()(x(1)+b(1).
Des deux points précédents, nous déduisons que la fonction x est solution du probléme de Cauchy (£28). [ ]

§ 6. PRINCIPE DE SUPERPOSITION ET CONSEQUENCE

1. CAsDESEDL1

PROPOSITION 21 (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDL1). — Considérons a € €°, % (E)),
(b1, b2) € €°(I,E)?, (A1, A2) € K? et les EDLI :

(&,b1) x'=a(t)-x+bi (1)
(&, b2) x'=a(t)-x+by(t)
(&, A1b1 + Azbs) x’=a(t)-x+/11b1(t)+/lzb2(t)

d’inconnue x € €1(I,E). Alors :

Y (x1,x2) € Sol (éa,bl) X SOl(éa, bg) 0 /11)C1 A /12)C2 € SOl(éa,/llbl ar Agbg) .

16
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DEMONSTRATION. — Soit (x1, x2) € Sol (&, by) x Sol (&, by).
o Comme les fonctions x; et x» sont de classe ¢! sur I, la fonction :
X:=A1x1+ 2%
est de classe ¢! sur I (combinaison linéaire de fonctions €1).
e Soit £ € I. Nous calculons :
a(t) (x(2)) + A1 b1 (1) + A2bo (1) = a(t) (A1 x1(8) + A2x2(8)) + A1 b1 (8) + A2 b2 (1)

=Aa(®)(x1(0) + Aza(t) (x2(8) + A1 b1 () + A2 ba (1) [linéarité de a(t)]
= A1 (@) (x1 (D) + b1 (D) + Az (a(£) (x2(1)) + b2 (1))
= A1x) (1) + A2 x5 (1) [x1 (resp. x») est solution de (&, by) (resp. (&, b2))]
=x'(1)

Des deux points précédents, nous déduisons que x est solution de (&, 11 b; + 12 by). ]

PROPOSITION 22 (FORME DES SOLUTIONS D’UNE EDL1). — Considérons a € €° (I, % (E)), b € €° (I, E) et les

EDLI :
(&) x'=a(t)-x+b()

(&H) x'=a()-x

d’inconnue x € €' (I, E). Supposons qu'il existe une fonction Xpart Solution de (&). Alors :

Sol(&) = {xp + Xpar : X € SOl(EH)}.

Pour résoudre une EDLI (&), il suffit de :
{e= (a) résoudre 'EDL1 homogene (6.7);

(b) déterminer une solution particuliere de 'EDL1 avec second membre (&) .

2. DECLINAISON POUR LES SDL1

PROPOSITION 23 (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UN SDL1). — Considérons A € €°, 4,(K)),
(B1, By) € €° (I, 4,1 (K))°, (A1, A2) € K2 et les SDLI :

(&, B1) X'=A(t)X + B(1)
(&, B2) X'= A()X +By(1)
(&, A1B1 + A2B>) X’=A(t)X+AlBl(t)+Ang(t)
d’inconnue X € € (I, 4,1 (K)). Alors :

Y (X1, X2) € Sol (¥, By) x Sol(#,Bz), A1X1+A2X5€Sol(8,A1B) +12By).

PROPOSITION 24 (FORME DES SOLUTIONS D’UN SDL1). — Considérons A € €°,.#,K), B €
€° (I, Mn,1(K)) et les SDLI :

(&) X' = A(0)X + B(1)

(L H) X' =ADX

d’inconnue X € €* (I y M1 (K)). Supposons qu'il existe une fonction Xpq solution de (). Alors :

Sol(#) = { X + Xpart : Xp € SOl(F #)}.

Pour résoudre un SDL1 (%), il suffit de :
gg:; (a) résoudrele SDL1 homogene (¥ 7);

(b) déterminer une solution particuliere du SDL1 avec second membre (%) .
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EXERCICE 25 (SDL1 HOMOGENE (2,2), CAS DIAGONALISABLE). — Résoudre le SDL1 homogene :

X = x + 2y
y = 2x + y
d’inconnue (x, y) € €' (R,R)%. 0
EXERCICE 26 (SDL1 HOMOGENE (2,2), CAS TRIGONALISABLE). — Résoudre le SDL1 homogene :
X = x -y
y = x + 3y
O

d’inconnue (x, y) € €' (R,R)%.

3. DECLINAISON POUR LES EDLSn

PROPOSITION 27 (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDLSn). — Considérons (ay, ai,...,a,-1, b1, b2) €
€0 (1,K)"*!, (A1,A0) € K? et les EDLSn :

n-1 .
(&n,b1) x'=Y ai()x” + by (1)
1 ,
(&n, b2) x'=3Y ai(t)xV +by(1)

i=0

n-1 X
En b1+ A2by) X' =Y ai() X+ A1 b1 (8) + Aaba (1)
i=0

d’inconnue x € €" (I,K). Alors :

Y (x1,x2) € SOl(éan, b]) X SOl(éon, bg), X1+XxX2 € SOl(éan,/l]bl + Agbg) .

PROPOSITION 28 (FORME DES SOLUTIONS D’UNE EDLSn). — Considérons (ag, ay, ..., an—1,b) € €° (I, K)" et
les EDLSn :

n-1 .
(&En) x' = Z ai(t)x(’)+b(t)
i=0

n-1 i
&) x=3 ai(®)x?
i=0

d'inconnue c € €" (I,K). Supposons qu'il existe une fonction xpq solution de (&y,). Alors :

Sol(&) = {xp + Xpart : Xp, € SOL(E )} .

Pour résoudre une EDLSn (&},), il suffit de :
gg:é— (a) résoudre 'EDLSn homogene (6.4),);
(b) déterminer une solution particuliere de 'EDLSn avec second membre (&) .
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§ 7. THEOREME DE CAUCHY LINEAIRE ET CONSEQUENCES

1. CAsDESEDL1

THEOREME 29 (DE CAUCHY POUR LES EDL1). — Considérons a € €° (I, % (E)), be €° (I, E) et (y, xo) € I x E.
Alors le probleme de Cauchy :
x'=a(t)-x+b(1)

(&) {x(t0)=xo

admet une unique solution.

Ce théoreme fondamental est admis et constitue la pierre angulaire de tout ce chapitre.

COROLLAIRE 30 (STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDL1 HOMOGENE). — Considérons a €
€° (I, % (E)) et 'EDLI homogene :
&) x' =a(-x.

Alors :

1. l'ensemble Sol(6 A) est un sous-espace vectoriel de € L1,E);
2. pour tout ty € I, 'application :
Sol(&A) — E
Pt X —  x(f)
est un isomorphisme;
3. dim (Sol(&#°)) = dim (E).

Nous conservons les notations du corollaire 30. Si on connait n solutions x;,..., X, de Sol(&.#°),
linéairement indépendantes, alors toute solution x de Sol(&.#) s’écrit d'une unique maniere :

Qg‘—; x=Mx1+Axo+...+ Aux,
ol Ay,...,A, sont des scalaires indépendants du temps .
DEFINITION 31 (SYSTEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS D’UNE EDL1 HOMOGENE). — Considérons a €

€° (I, % (E)) et 'EDLI homogene :
&) x =a(r)- x.

Un systeme fondamental de solutions de (6§ #) est une famille (x,...,x,) de solutions de (8§ #) qui forme une
base du K-espace vectoriel Sol(& H).

PROPOSITION 32 (CARACTERISATION DES SYSTEMES FONDAMENTAUX POUR LES EDL1 HOMOGENES). —
Considérons a € €° (I, ¥ (E)), 'EDLI homogeéne :

&) x'=al)-x

et une famille (x1,..., x,) € SOl(EA)". Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
1. Lafamille (x,...,Xy,) est un systéeme fondamental de solutions de (6 7).
2. Ilexiste ty € I tel que la famille (x1(ty), ..., xn(fo)) € E" est une base de E.
3. Pour toutt € I, la famille (x,(1),...,x,(?)) € E" est une base de E.
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THEOREME 33 (STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDL1). — Considérons a € €° (I, £ (E)), b €
%% (1,E), 'EDLI :
&) x'=a(t)-x+b®

et son EDL1 homogéne associée :
&) x'=alt)-x

1. Si(xy,...,Xx,) € Sol(EA4)" est un systeme fondamental de solutions de (8§ 7€), alors il existe (A1,...,Ap) €
€' (I,K)" tel que la fonction :
I — E

n
Tpart |y Y A0 xi(0)
i=1

est solution de (8). 1l s'agit de la méthode de variation des constantes.

2. Si Xpare est une solution de (&), alors l'ensemble :
Sol(EAE) = Xpart + SOl(E A)

est un sous-espace affine de dimension n de ¢ (I, E).

3. Si(xy,...,Xxn) € SOl(EA)" est un systeme fondamental de solutions de (8 7€) et si Xpart €St une solution de
(&) alors toute solution x de (&) s'écrit d'une unique maniere :

I — E

n
X=Xpare+ Y Ai X z
part 1:21 Tl — xpart(t)"‘z/lixi(t)
i=1

oit (A1,...,A,) €K™,
2. DECLINAISON POUR LES SDL1

THEOREME 34 (DE CAUCHY POUR LES SDL1). — Considérons A € €°(I,.4,(K)), B € €° (I, 4,1(K) et
(to, Xo) € I x M, 1 (K). Alors le probléeme de Cauchy :

X' = A(t) X+ B(1)
PSS
g { X (1) = %
admet une unique solution.
COROLLAIRE 35 (STRUCTURE DE L’ENSEMBLE SOLUTION D’UN SDL1 HOMOGENE). — Considérons A €

€0 (I, 4, (K)) et le SDL1 homogene :
() X' =AWX.
Alors :
1. l'ensemble Sol(F H) est un sous-espace vectoriel de ¢! (I M1 (K)) 5

2. pour tout ty € I, l'application :
Sol(H#H) — Mn1(K)
P X —  X(1p)

est un isomorphisme;
3. dim (Sol(#H#)) = n.
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Nous conservons les notations du corollaire 35. Si on connait 7 solutions Xj,..., X, de Sol(#.7),
linéairement indépendantes, alors toute solution X de Sol(.#.#’) s’écrit d'une unique maniere :

X=M X3+ ALXo+...+ A, X,

ou Ay,...,A, sont des scalaires indépendants du temps ¢.

DEFINITION 36 (SYSTEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS D’UN SDL1 HOMOGENE). — Considérons A €
€°I,.4,(K)) et le SDLI homogene :
(7)) X =ADX.

Un systeme fondamental de solutions de (¥ F€) est une famille (X, ..., X;) de solutions de (¥ F) qui forme
une base du K-espace vectoriel Sol(& F).

PROPOSITION 37 (CARACTERISATION DES SYSTEMES FONDAMENTAUX POUR LES SDL1 HOMOGENES). —
Considérons A€ €° (I, #,(K)), le SDLI homogene :

(FH) X =AX

et une famille (Xy,..., X,) € Sol(# #€)". Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
1. Lafamille (Xy,...,X},) est un systeme fondamental de solutions de (& 7).
2. Il existe ty € I tel que la famille (X (%), ..., Xn (%)) € M1 (K)" est une base de My, (K).
3. Pourtoutt€ I, la famille (X;(t),..., X, (1) € M1 (K)" est une base de 4, (K).

THEOREME 38 (STRUCTURE DE ’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE SDL1). — Considérons A € €° I, 4, (K)), B €
€° (I, Mn,1(K), le SDLI :
(&) X' =AMX+B()

et son EDL1 homogene associée :
(FH) X' =A)-X

1. Si(Xy,...,Xy) € SOl(FA)" est un systeme fondamental de solutions de (& F€), alors il existe (A1, ..., ) €
€ (I, K)" tel que :

n
Vtel, Z /1'1- (1) X;(t) = B(1) [point de départ pour la méthode de variation des constantes]
i=1
et la fonction :
I — Mn,1 (K)
Xpart -

r —

Ai(0) X; ()
i=1

est solution de (). Il s'agit de la méthode de variation des constantes.

2. Si Xpare est une solution de (&), alors l'ensemble :
Sol(L H) = Xpary+ Sol(F F)

est un sous-espace affine de dimension n de ¢! (I, M1 (K)).

3. Si(Xy,...,Xp) €Sol(FF)" est un systeme fondamental de solutions de (' F€) et si Xpar; est une solution
de () alors toute solution X de (&) s'écrit d’'une unique maniere :

n I — E

X =Xpare+ Y Ai Xi <
s lgi T I — part(t)‘f‘ZAiXi(t)

i=1

ot (Ay,...,1,) eK".
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EXERCICE 39 (SDL1 HOMOGENE (3,3), CAS DIAGONALISABLE). — On consideére le SDL1 homogeéne :

/

X = x + 2y - z
(P F) y = 2x + 4y - 2z
7 = -x - 2y + =z
x
d’'inconnue | y | € €1 (R, .45, (R)).
z

1. Soit A une valeur propre réelle et V un vecteur propre associé. Démontrer que la fonction :

R — 3,:R)

X
t — My

est solution de (£ A).

2. Réduire la matrice sous-jacente au SDL1 (& #°) et en déduire une base de I'espace Sol(#.#) des solutions de
(L A).

3. DECLINAISON POUR LES EDLS#n

THEOREME 40 (DE CAUCHY POUR LES EDLSn). —

Considérons (ag,ay,...,an-1,b) € €°,K)" et
(to, X0, X1,-..,Xpn—1) € I x K. Alors le probleme de Cauchy :

n-1
XM=Y a;(0x? +b(t)

i=0
x(to) = Xo
(PEr) o x,(l‘o) =x

"D (29) = xp-1

admet une unique solution.

COROLLAIRE 41 (STRUCTURE DE L’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLSn HOMOGENE). — Considérons
(ag,ar,...,an-1) € €° (I, K)"*! et 'EDLSn :

n-1 .
EHy) x(n) — z a,-(t)x(’)
i=0
Alors :

1. l'ensemble Sol(& #,) est un sous-espace vectoriel de €" (I,K) ;
2. pour tout ty € I, l'application :

Sol(EH#y) — MK
x(to)
/
Vi x' (o)

x("‘”(to)

est un isomorphisme;
3. dim (Sol(&#,)) = n.
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THEOREME 42 (STRUCTURE DE I’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLS#n). — Considérons (ag, a1,...,an-1,b) €
€% (1,K)", 'EDLSn :

n-1 .
&) x =Y a;(0x? +b(1)
i=0

et donc EDLSn homogene associée :

n-1 .
@H#n) x™ =3 ai®x?
i=0

1. L'équation différentielle (§,,) possede une solution.
2. Lensemble Sol(&,) est un sous-espace affine de dimension n de 6" (I,K).

3. Si(xy,...,x,) € Sol(&,)" est une base de (8H,,) et si Xpart €St une solution de (&y,) alors toute solution x
de (&) sécrit d'une unique maniere :

; I — E

X = Xpare+ Y Ai Xi o
part ; e — Xpart() + Z Ai x; (1)
i=1

ot (Ay,...,An) €K™

EXERCICE 43 (EDLS2 A COEFFICIENTS CONSTANTS). — On considere 'EDLS2 :
&) Y'+4y +4y=te

d’inconnue y € ¢%(R,R).
1. Donner deux solutions y; et y» de’équation homogeéne (& .#») linéairement indépendantes.
2. Donner une solution particuliere de (&5).

3. Conclure quant a 'ensemble solutions de (& 7#»)

EXERCICE 44 (EDLS2 HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS). — On considere 'EDLS2 :
&H2) ¥'+y +2y=0

d’inconnue y € 62 (R,R). Donner deux solutions y, et y, de '’équation homogene (£.7,) linéairement indépendantes
et conclure quant a I'ensemble solutions de (§ #,). )

EXERCICE 45 (EDLS3 HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS). — On considere 'EDLS3 :
(éazyfg) y/// — y
d’inconnue y € %3 (R, C). Déterminer des nombres complexes A € C tels que la fonction :

R — C
e/lt

t —
est solution de (§.#°3) et en déduire toutes les solutions de (§7#3).
EXERCICE 46 (EDLS2 A COEFFICIENTS CONSTANTS). — On considere 'EDLS2 :

(&) ¥'+y=cos’(x)

d’inconnue y € ¢%(R,R). O
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§ 8. EDLS1 ET EDLS2 NON NORMALISEES

EXERCICE 47. — Résoudre sur I'intervalle R I'équation différentielle :
2y —y=o.
0
EXERCICE 48. — Résoudre sur I'intervalle R I'équation différentielle :
-0y -y=t
0

EXERCICE 49. — Soit I'’équation différentielle :
x(x-1)y"+3xy +y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle ]—r, r[ de
R, avec r > 0. Déterminer la somme des séries entieres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de
x(x-1)y"+3xy +y=0

sur ]0; 1[ sont les restrictions d'une fonction développable en série entiére sur ]—1,1[?

EXERCICE 50. — a et b étant deux fonctions continues sur R, on note I’équation différentielle :
(B): x*y"+ax)y +bx)y=0.

On note S* I'espace vectoriel des solutions de (E) sur I'intervalle I =]0,+oo[ et S~ I'espace vectoriel des solutions de
(E) sur l'intervalle J =] — oo, 0[. Lobjectif de cet exercice est d’étudier la dimension de I'espace vectoriel S des fonctions
y de classe %2 sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

1. Donner la dimension des espaces S* et S~.

2. On note ¢ l'application linéaire de S vers S* x S~ définie par ¢(f) = (f1, f;) ol f; désigne la restriction de [ a
I'intervalle I et f; désigne la restriction de f al'intervalle /. Donner le noyau de I'application ¢ et en déduire
que dim (S) < 4.

3. Dans cette question, on consideére a(x) = x et b(x) =0, d’ ol :
(E): x*y"+xy =o0.

Determiner ST et S™. Determiner ensuite S et donner sans détails la dimension de S .

4. Dans cette question :
(E): :x*y"-6xy' +12y=0.

Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme x — x% ( a réel). En déduire ST puis S™. Détermi-
ner S et donner la dimension de S.

5. Donner un exemple d’équation différentielle du type
B): x*y"+ax)y +bx)y=0

tel que dim (S) = 0 (on détaillera). On pourra, par exemple, s'inspirer de la question précédente.

EXERCICE 51. — On considere dans cette partie 'équation différentielle
(B1): x*y"+axy +by=0

ol a et b sont des constantes réelles.

1. Que dire de la structure de I’ensemble des solutions de I'équation (E;) sur I =]0, +oo[? Et sur J =] —00,0[?
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2. Démontrer que si y est une solution de (E;) sur I, alors g = y o exp est une solution sur R de I'équation différen-
tielle linéaire a coefficients constants :

(E2): u'+@-1Du' +bu=0.

3. Réciproquement, soit t — g(f) une solution de (E;) sur R. Démontrer que la fonction g oln est solution de (E;)
sur [.

4. Donner les solutions a valeurs réelles de I'équation (E;) dansle casoia=3 et b=1etdanslecasou a=1et
b = 4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions a valeurs réelles de I'équation (E;) sur 'intervalle I.

§ 9. EXPONENTIELLE D’UN ENDOMORPHISME, D’UNE MATRICE

NOTATIONS. — On considére :
e un entier naturel n > 2
» un K-espace vectoriel E de dimension n;

* une norme || - || sur E (elles sont toutes équivalentes).

Rappel 52 (norme subordonnée d’un endomorphisme). — Lapplication :

mem | £ — s
u — ulll:==sup{llux)|| : xe Eet [|x]| <1}
est une norme sur E qui vérifie :
Y(u,v)e L E?, lluovlll<llulllxlllvlll  [sous-multiplicativité] .
|
DEFINITION 53 (EXPONENTIELLE D’UN ENDOMORPHISME). — Soit u € £ (E). La série d’endomorphismes
n
Z — est absolument convergente donc convergente (E est de dimension finie). On définit 'exponentielle de
u noteee ou exp(u) par:
+00
=Y w
p=o P!
Rappel 54 (norme matricielle sous-multiplicative). — Lapplication :
MR — R,
-1l o ¢ .
M — |llAlll:=max? Y [Al;; : jell,n]
i=1
est une norme sur .4, (R) qui vérifie :
YV (A,B) € 4, (R)?, |IIABII| < IIIAlll x |[|BI|| [sous-multiplicativité] .
|

. . , . A"
DEFINITION 55 (EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE). — Soit A € ./, (R). La série de matrices Z — est absolu-
n

ment convergente donc convergente (4, (R) est de dimension finie). On définit l'exponentielle de A notée e ou
exp(A) par:
+00 Ap

p:OE'

et:=
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EXERCICE 56 (EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE NILPOTENTE). — Soit N € .4, (K) une matrice nilpotente de nilindice
p. Calculer exp(N). O

. . (21
EXERCICE 57 (CALCUL D’UNE EXPONENTIELLE DE MATRICE). — Calculer I'’exponentielle de la matrice (0 2). O

PROPOSITION 58 (EXPONENTIELLE D’UN ENDOMORPHISME VS. EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE). — Soient
B unebasedeE etue £ (E). Alors :
Matg (e") = Mtz (),

PROPOSITION 59 (EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE DIAGONALE). — Soient (11,...,1,) € K". Alors :

exp (Diag(A1,...,A5)) = Diag(e’“,...,e’l").

PROPOSITION 60 (EXPONENTIELLE DE DEUX MATRICES SEMBLABLES). — Soient A et B deux matrices sem-
blables de 4#((K). Alors les matrices e” et e sont semblables.

. . (31
EXERCICE 61 (CALCUL D’UNE EXPONENTIELLE DE MATRICE). — Calculer I'exponentielle de la matrice (1 2). O

EXERCICE 62 (DETERMINANT DE I’EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE). — Soit A € .#,(C). Démontrer que :

Det(exp(A)) = exp(Tr (A)).

O
PROPOSITION 63 (SPECTRE D’UNE EXPONENTIELLE DE MATRICE). — Soit A € /,,(K). Alors :
Specg (e?) = {e’l : A € Specg (A)}.
PROPOSITION 64 (EXPONENTIELLE D’UNE SOMME DE MATRICES QUI COMMUTENT). — Soient A, B € ,,(K)
telles que AB = BA. Alors :
exp(A+ B) = exp(A) x exp(B).
DEMONSTRATION. — Considérons une norme sous-multiplicative sur .4/, (K) et fixons p € N. Comme A et B com-

mutent, nous pouvons appliquer la formule du binéme de Newton pour calculer les puissances de A + B.

2p s 2p s | s .
Z (A+B) _ l Z . s! - —Z Z Bsi
- ¢ - s izoz!(s—z =0 iz l'(S—l)'

Sinous posons, pour tout s € [0,2n] :

Ds:={G,pelo,nl : i+j=s}
alors nous en déduisons que :
22 (A+B)S 2P

y Sy Lalp

5s=0 s! s=0 (i,j)eDg i! ]
En posant :
2p
Top:= || Ds={G, ) el0,2p] : i+j<2p}
s=0
il vient : )
p s
5 ﬂ -y % Al
s=0 S. (i,j)Gsz l.].
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Le triangle T»;, peut étre partitionné comme suit :

N

\

Top=ILplxILpl | {GNeTp:jzp+1} | {G)eTy:izp+l}

=:Cp =Th =14

p P
Ainsi :
2 (A+B)* 1 1 1
(%) ZS_TJ_: > wAB+ Y ——A'B/+ ) ——A'B
= S G,jec, ! et ! (i‘j)eng.].
Comme :
(P Al (2 BI
o Z LAlBlz ZA_ B_
S ! —i )\
(i,))eCp i=0 j=0
1 . 1 . : 1 ; ; = ||B]|f
Al X RAB< X 55 IAINIBIN S > 5 TAITIIBIY = exp (Il All) —
(i,j)eT}}l']' @, peth =7 (i,/)eNx[p+1,+ool *J* j=p+1 b
Lo 1 - 1 e [ AN
|l X 7ABY|< X S IANIBIY < > ﬁHAHlnBW:( > ——|expUlBID
@ perg B @ perg B (i, elp L, +oolxN L1} jope !

et 'application :
MK — My (K)
(My, M) — MM,

est continue (puisque bilinéaire entre espaces de dimension finie), nous pouvons faire tendre p vers +oo dans I'iden-

tité (x) pour en déduire :
exp(A+ B) = exp(A) x exp(B).

EXERCICE 65 (INVERSIBILITE D’UNE EXPONENTIELLE DE MATRICE). — Soit A € ./, (K). Démontrer que exp(A) € GL, (K)
et expliciter exp(A)_l. O

PROPOSITION 66 (CONTINUITE DE I’EXPONENTIELLE DE MATRICES). — Lapplication

Mp(K) — M, (K)

+00 Ap
exp A —  exp(4) := Z F
p=0 ~*

est continue sur 4, (K).

DEMONSTRATION. — Considérons une norme sous-multiplicative sur .4, (K) et r > 0. Nous allons tout d’abord dé-
montrer que exp est continue sur B (0_y, k), T)-
(a) Pour tout p €N, la fonction
MK —  Mp(K)
AP
fp A

AP
est continue sur .#,(K), puisque les coefficients de la matrice — admettent des expressions polynomiales en les
p!

coefficients de A.
(b) Soit r > 0. Pour tout A€ B (0,4, ), T):

AP AP rP
ell=|| 5| < <5
nous en déduisons que :
rP
|| fp HOO,B(OMH(K),F) < F
puis que la série de fonctions ) fp estnormalement convergente, donc uniformément convergente sur B (0., ), T')-

p=0
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+00
(c) De (a) et (b), nous déduisons que la fonction exp = Z fp est continue sur B (0 M (K)» r).
p=0
(d) Comme:
MK = | B(0.u,m,7) [réunion d’ouverts de .4, (K)]

r>0

la fonction exp est continue sur .4, (K).

|
THEOREME 67 (UNE FONCTION DERIVABLE FONDAMENTALE). — Soit A € .4, (K). La fonction :
f R — -/ﬂn(K)
r — exp(tl)
est dérivable et, pour tout t € R, f'(t) = Af(¢).
DEMONSTRATION. — Considérons une norme sous-multiplicative sur .4, (K).
(a) Démontrons que :
f -1
L L Af(0)=AI,=A.
—0 o AS@=Al
Soit £ €] —1,0{u]0, 1[. Le résultat découle de I'inégalité :
() - f(0) 1[*® (AP
HQ—Af(O)H = —(Z ——1In|-A
t t\;=o P
+00 tpflAp
- p=2 p!
A
. Z o1 1AIP
p!
[|Al|9+2
=t ) |t|? =q+2
gﬂ qror  (P=a+?]
% || A]|9+2
< >0et|t|<1
||Z(q+2), [g>0et|t<1]
et du théoreme d’encadrement.
(b) Soit t € R. Démontrons :
flt+h) - f()
Af(1).
. — Af(D)
Soit h e R*.
fa@+n)—-f() exp(hA+tA)-exp(tA)
h - h
hA tA) - tA
= exp(hA) exp(h ) —exp(tA) [les matrices h A et t A commutent]
hA) -1
— % exp(tA)
h)— f(
h
Lapplication :
Jln K — M (K)
—  Mexp(tA)
est continue (car linéaire entre espaces de dimension finie). Grace au résultat établi en (a), il vient :
t+h)—f(t h)-f(0
S ;l f(@) :u(f( )hf( )) — u(A) = Aexp(tA) = Af(1).
]
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§10. RESOLUTION D’UN SDL1HCC

NOTATIONS. — Soient A = (a;, ;) |2 € n(K) identifiée avec I'application constante (donc continue) :

(@, )elln

R — (K
t — A

On considére le SDL1 homogene a coefficients constants (SDL1IHCC) :
(L) X' = AX
d’inconnue une fonction :

R — 1K
x1(1)

Xn (1)

une application de classe €' et son ensemble solution :
Sol (F7) :={X € €' (R, Mp1(K) : YLER, X'(1) = AX(D)}.

Le SDL1HCC (&) peut étre écrit sous forme d'un systeme d’'EDLS1 homogeénes :

X, = amaXit...tainXn
g Xy = Ap1X1+...+aynXp
( ) = .

X, = apiX1+...+anpxny

OBJECTIE. — D’apresle théoreme 35, Sol (¥ #°) est un sous-espace vectoriel de dimension n de ¢! (R, My (K)). Pour
le décrire, nous souhaitons calculer un systéeme fondamental (i.e. une base) :

(Xl IERES] X}‘l)
de solutions de (& .#°).
THEOREME 68 (RESOLUTION D’UN SDL1HCC VIA EXPONENTIELLE DE MATRICES). — Soit (ey,...,e,) la base
canonique de 4,1 (K). On définit la fonction f par :

7 R — (K
r — exp(th)

et, pour tout j € [1,nl, la fonction X; par :

R — -/ﬂn,l(K)

Xl — f(n)-ej  [j-ieme colonne deexp(tA)].

Alors (X, ...,X,) est un systéeme fondamental de solutions de (& 7).

THEOREME 69 (RESOLUTION D’UN SDL1HCC DANS LE CAS DIAGONALISABLE). — Supposons la matrice A
diagonalisable sur K. On note Ay, ...,A, les valeurs propres deux-a-deux distinctes de A dans K. et, pour tout
iell,r]:

(el',l: ---»ei,}’l,‘)

une base du sous-espace propre Ey ;. Pour tout i € [1, 7], pour tout j € [1, n;], on définit la fonction X; ; par :

R — -ﬂn,l(K)

X
L t — exp(/lit)-ei,j.

Alors (XM, v Xy Xelyeen X,,nr) est un systeme fondamental de solutions de (& 7).
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p R . 2 , N
EXERCICE 70 (RESOLUTION D’UN SDL1 A COEFFICIENTS CONSTANTS). — Soit A = (2 3). Résoudre le SDL1 a coeffi-

cients constants :
(&) X' = AX + (;) [inconnue X € ¢! (R, M1 (R))].

EXERCICE 71 (RESOLUTION D’UN SDL1HCC). — Soit A la matrice de .4, (R) définie par :
Vel n? (Al =] 2 =)
PELLIEALTTY 1 sid .

Résoudre le SDL1IHCC :
(F#) X' =AX [Xe€'(R .M R).

§ 11. EDLS2 A COEFFICIENTS CONSTANTS : RAPPELS DE MP21

THEOREME 72 (RESOLUTION DE x" + ax’ + bx = 0 AVEC (a, b) € C2 ET x € €%(R,C)). — Soit (a,b) € C2. On

considere 'EDLS2 homogene :

&  x"+ax'+bx=0 [inconnuexe €*R,C)]

et son équation caractéristique :

(Ecar) P+ar+b=0 [inconnuer € C].
1. Si(Ecqr) posséde deux solutions distinctes A1, A, dans C alors :
— C R — C
Sol(é")zVectc( ) Mt ’ o phet ) 0

2. Si(Ecar) possede une solution double A dans C alors :
— C R — C
t — e ’ At .

Sol(&) = Vectc (

THEOREME 73 (RESOLUTION DE x" + ax’ + bx = 0 AVEC (a,b) e RZ ET x € €2(R,R)). — Soit (a,b) € R%. On

consideére 'EDLS2 homogéne :

&) x"+ax +bx=0 [inconnue x € € R, R)|

et son équation caractéristique :
24+ ar+b=0d’inconnuer €C

(Ecar) r
1. Si(&cqr) possede deux solutions distinctes 11, A, dansR alors :
— R R — R
Sol(&)zVectR( P o Ml ’ t o et ) J

2. Si(Ecar) possede une solution double A dansR alors :
— R R — R
eM |t — teM )¢

Sol(&) = Vectg (

3. Si(Ecar) possede deux solutions complexes non réelles conjuguées a + i, oit (a, B) € R? alors :

— R R — R
t — cos(Bne* ’| t ~— sin(Bpe*t |-

Sol(&) = Vectg (
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Remarque 74 (solution particuliere pour un second membre en « polynéme x exponentielle »). — Soient :
o (a,b) eK?;
o PeK[X]\{0};
e 1ekK

On considere 'EDLS2 a coefficients constants :
&) x"+ax' +bx=P(t)eM [inconnue x € €¢*R,K)]
et son équation caractéristique de son équation différentielle linéaire homogene associée :
(Ecar) rP+ar+b=0 [inconnue r € CJ .
On note :
0 siAnestpasracine de (&car)

m=+{ 1 siAestracine simple de (Ecar)
2 siAestracine double de (Ecar).

Alors I'équation (&) admet une solution particuliére de la forme :

R — K

X
part r — Q(t) elt

ol Q € K[X] est un polynéme de degré deg (P) + m. ]

§ 12. RESOLUTION D’UNE EDLS2

NOTATIONS. — Soient I un intervalle de R et trois fonctions
ap: I — K , a: I —K R b: I —K
des fonctions continues sur I. On considére 'EDLS2 :
&  xX'=a®x+a (X +b(H)  [inconnue x € €*(I,K)]
et son EDLS2 homogene associée :

(&) X" =agt) x+ a1 (t) x' [inconnue x € €2(I, K.

OBJECTIFS. — D’apres les théoremes 41 et 42 :
e Sol (&) est un plan vectoriel de €2 (1,K);
¢ Sol(&) est un plan affine de €2 (I,K) de direction Sol (7).
Nous souhaitons proposer des méthodes pour :
(1) compléter une solution x; de (§#°) en un systéme fondamental (x;, x,) de solutions de (§.#);

(2) déterminer une solution particuliere de (£) connaissant un systeme fondamental (x, x2) de solutions de (§ 7).

1. WRONSKIEN

LEMME 75 (CRITERE DE LIBERTE POUR DEUX SOLUTIONS DE (§.#°)). — Soient x;, x, deux solutions de (§ 7).
Si x1 ne sannule pas sur I, alors la famille (x, x2) est libre si et seulement si :

x1 () x2(1)

Viel, W) := xi(t) xé(t)

= x1 () X5 () — %} () x2(1) # 0.

DEMONSTRATION. — (a) Implication réciproque par contraposée Sila famille (x1, x») est liée alors, pour tout ¢ € I,
(et a fortioripour un ¢ € I), W(¢) = 0. Par contraposition, 'implication réciproque est démontrée.
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(b) Implication directe par contraposée Supposons donc qu’il existe %, € I tel que W (fy) = 0 et démontrons que la
famille (x1, x) estliée. La fonction :

I — K
Wt — n0x0-x0xo

est de classe € sur I, car x; et x, sont €2 sur I. Soit 7 € 1.
w'(t) x (1) x5 (1) + x1 (£) x5 (£) — x}, (1) ] (1) = x2 (D) x7 (£)

x1(0) x5 (1) = x2 ()X} (1)

x1(8) (a1 (£) x5 (1) + ap (D) x2 (1) — x2(£) (a1 () X7 (£) + ao (1) x1 (1)) [x1, X2 solutions de (&)

ay (1) x1 (D) x5 (£) + ao (1) x1 (1) x2 (1) — ay () x] (£) X2 (£) — ag () x1 (1) x2(1)

ay (1) (x1(0) x5(2) — x| (1) x2(1))

= a@®OW(©

Donc W est solution du probleme de Cauchy linéaire d’ordre 1 :

V=ar(®)y
PI
( ) y(t) =0
d’inconnue y € €¢(1,K). Or 011 k) €st aussi solution de (2 #). Par le théoreme de Cauchy pour les EDLS], il vient :
Viel, W) :=x1(0)xy(t) - x;()x2()=0.

X2 ()
x1(8)

La fonction ¢t —

est donc constante sur I'intervalle I et par suite la famille (x7, x2) est liée. u

PROPOSITION 76 (EDLS1 SCALAIRE VERIFIEE PAR LE WRONSKIEN). — Soient (x1, x3) deux solutions de (E).
On pose :

I — K
x1(8)  x2(8)
x (8 x5(1)

w

t = x1 () x5 (1) — x} (D) x2(1).

1. Le Wronskien W vérifie 'TEDLSI homogene :
Y=a1(Dy [d’inconnueye%l(I,K)].

2. Pourtouttel : ,
W(#) = W(ty) exp (f ay (u) du)
I

0

olL ty est un point fixé de I.

DEMONSTRATION. —
1. Cf. démonstration du lemme 75.

2. Cf. formule intégrale pour une solution d'une EDLS1 homogene.

2. METHODE DE VARIATION DE LA CONSTANTE OU DE I’ABAISSEMENT DE L’ORDRE

HYPOTHESE. — Nous supposons connue une solution x; de (§.7°) qui ne s’annule pas sur I obtenue par exemple
en:

e cherchant une solution « évidente »;
o utilisant une solutoin soufflée dans I’énoncé;
o déterminant x; avec I'information supplémentaire qu’elle est de nature polynomiale;

o cherchant une fonction x; développable en série entiere.

OBJECTIE. — Déterminer une deuxiéme solution x, de I’équation différentielle (§#°), de sorte que (x1, x2) forme un
systeme fondamental de solutions de I'équation différentielle (&.7).
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PROPOSITION 77 (METHODE DE LA VARIATION DE LA CONSTANTE OU DE L’ABAISSEMENT DE I’ORDRE). — Soit
A€ 6?(1,K). La fonction :
X2 = /1)61

est solution de (8 7€) si et seulement si ' est solution de 'EDLS1 homogeéne :

(EA 2ux) x1(0)y' = (a1 (D) x1 (1) —2x7 (1) y [inconnue y € € (1,K)].

DEMONSTRATION. — Soit la fonction :
X2 = Axl

ot 1 € €%(I,K). On calcule :
X=Axj+Ax1 et x"=Ax"y+2Ax1+ 1 x;.

D’oll x, est solution de (§#) si et seulement si :
Viel, x5(t)=ao(t)x2(t)+ay(t) x5(r)
ce qui équivauta:
Viel, A x](0)+2A () x1(0) + A" () x1(8) = aog (1) A1) x1 (1) + a; (1) (A1) x1 (1) + A'(8) x1(8)) = 0.
Comme x; est solution de (§.7#°), x, est solution de (§.#°) si et seulement si :
Viel, M @®xi(0)=-21@0)x0)+a ()N (0)x(0).
Ainsi la fonction x; est solution de (6.#) si et seulement si la fonction A est solution de I’équation différentielle :
A'x1(8) = A (a1 () x1 (1) — 2x7 ()
i.e. si A est solution de 'EDLS1 homogene :
EHoa)  x1(DY = (a1 (D) x1(2) —2x] (1)) [inconnue y € €' (1,K)].

L'équation (& # 3ux) peut étre normalisée sur I, puisque par hypothése la fonction x; ne s’y annule pas. [

3. METHODE DU WRONSKIEN

HYPOTHESE ET OBJECTIE. — Identiques a ceux de la partie précédente.

NOTATION. — Si f € ¢°(1,K), on note :

o [ f (1) du une primitive quelconque fixée de f sur I;

¢
. f f(u) du la valeur de cette primitive en un point ¢ € I.

PROPOSITION 78 (METHODE DU WRONSKIEN). — Posons :

I — K 1 — K
t "W (u)
w r — exp(f a; (u) du) @ X2 t — xl(t)f By du.
xy (u)

Alors x; est solution de (6 ) et (x1, x2) est une base de l'ensemble des solutions de (8 7€) .

DEMONSTRATION. — (a) Comme a est continue la fonction W est de classe € sur I, par le théoreme fondamental

w
de 'analyse. Comme la fonction W est ¢! sur I, 1a fonction x; est ¢! et ne s’annule par sur I, la fonction — est ¢!
X
1
sur I. Par le théoréme fondamental de ’analyse et le caractéere €2 de x; sur I, la fonction x; est €2 sur I.
(b) Par le théoreme fondamental de I'analyse, pour tout t € I :
" W(u) W(t)

YN du+
x7(u) x1 ()

X0 = %() f
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et

xé’(t) =

t W (Ox1(0) - W () x (¢ t !
(”f W(w) du+ ¥, (8 V\;(t) . () x1 () = W () x) ( ) ()f M;(u) W (t)'
x7(8) x2(1) () X1(t)
Soit t € I.

A (DX (5 + ap (D (D) = a (t)x’(t)ftM du+a XD 4 aox (r)fIM d
1(0) X, o(Dx2(8) = @ 1 2 105 T 0n 2

W(u) a (W (1)
u+
x2(u) x1 (1)

t
= (al(t)x{(t)mo(t)xl(t))f

t !
=x "(t)f W e YO [y = ay (W (#) et 3 solution de (6.70)]

x2(u ) xl(t)
= xz(t)

Ainsi x, est solution de (8§ 7).
(c) Démontrons que (x1, x2) est libre, ou, ce qui revient au méme que :

Viel, xi(0)xy(t)—x)(5)x2(t) #0 [lemme 75].

Soit t € I. Nous calculons :

t
x1(£) X5 ) — X} (%2 (£) = X1 (1) (x;(t)f ww . W(t))_x1

2w

EXERCICE 79. — On considere 'équation différentielle :
&)  (F+1)X"O+E-DX (O -x(H=0  [inconnue x € €*(1,+oo[,R)].

1. Déterminer une solution polynomiale x; solution de (§#°) sur |1, +ool.
2. Donner une solution x, de (§.#) sur |1, +oo[ linéairement indépendante de x;.
3. Déterminer I'’ensemble solution de (§#) sur]1, +ool.

4. METHODE DE VARIATION DES CONSTANTES

HyYPOTHESE. — Nous connaissons un systeéme fondamental (xj, x») de solutions de (7). Par exemple, x; pourra
étre obtenue en cherchant une solution développable en série entiere de (§4°) sur I, avant de déterminer xy, en
appliquant la méthode de variation de la constante ou la méthode du Wronskien. Ainsi :

Sol(&#) = {ﬂ,l X1+ A2 x2r (A, A0) € KZ}'.
OBJECTIE. — Chercher une solution particuliére de (&), en faisant varier les constantes dans la description de Sol (§ #°)
précédente, i.e. déterminer une solution particuliere xpa¢ de (&) de la forme :

— K

=1 +A I
Tpart =M TA2X | (0310 + Ao (D) x2(0)

avec A;: | —— Ket Ay: ] —— K de classe €2.

Cette approche naive ne permet pas d’aboutir. Il faut ajouter une condition supplémentaire, que
nous appellerons « condition (+) ».

PROPOSITION 80 (METHODE DE VARIATION DES CONSTANTES POUR UNE SOLUTION PARTICULIERE). — Soient
deux fonctions :
M:I—K et Ayp:I——K

de classe €. Alors :

xi(8) x2(0) (A _[ O — A x1+A5x=0 [condition (+)]
x (0 x3(0) \Ay)  (b(@) la fonction A1 x1 + A, x; est solution de (&)

ce qui livre une méthode pour déterminer une solution particuliére de (§).
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DEMONSTRATION. — Soit (11, 12) € €2(1,K).
(a) Alors:
{ /lel +/1,2.)C2 =0
A1 x1 + A2 xo solution de (&)

si et seulement si, pour tout t€ I :

ADx @O+, x@) = 0
MO0+ MO O+ (Ox 0+ (05 (1) = ag(t) A (0) 21 (D) + A2(0) x2(1)
(A1 x1+42 x2)" (1) M x1+22 x2) (1)

+ay (1) (AL (0 x1(6) + A1 (8) X} (1)

]

(A1 X142 x2)' (1)

+b(1).
Comme les fonctions x; et x, sont solutions de (§ #°), ceci équivaut a, pour tout £ € I :

AjOxit) + A0 x2() = 0
M@nx@ + A@nxin = bo.

x1(8)  x2(1)

(b) Soit t € I. Lamatrice (xi (0 X0

) apour déterminant W (¢) # 0 (lemme 75). Elle est donc inversible et son inverse

est:
1 ( (1) —xz(t))
W) \=x1(0  x() )’
(c) De (b) et (c), nous déduisons que :
{ /1,1)61 +/1,2.X'2 =0
A1 x1 + A2 X2 solution de (&)

si et seulement si, pour tout t € I :

(A’l(t))_ 1 (xé(t) —xz(t))(o)
Ay w) \=x (1) xi() ) \b()

qui équivaut a, pour tout t€ [ :

/ _ _xz(t)b(t)
h@ = W (1)
' x1(£)b(2)
/lz(t) —W(t)
Comme les fonctions :
I — K I — K
‘ _x(0b(1) et x1(0)b(1)
W) W(r)

sont continues sur /. Le théoréme fondamental de I’analyse nous livre I'existence de primitives pour chacune d’elles
sur [.

(d) Si:
Nb(t
e A est une primitive de la fonction t — _2(0b1) ur I :
W(r)
Dbt
* A, est une primitive de la fonction ¢ — x10br) sur I.
W(t)
alors la fonction :
I — K

X=X | a0+ A x0)

est une solution particuliere de (&) sur I.

Remarque 81 (de la condition (+)). — La condition (+) dans I’énoncé de la proposition 80 apparait naturellement
lorsque qu'on rameéne I'étude de 'EDL2 (&) a un SDL1 (#) (proposition 17) et que 'on applique la méthode de varia-
tion des constantes (proposition 38) pour déterminer une solution particuliere de (%). ]
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EXERCICE 82 (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EDLS2 HOMOGENE). —

1. Soient

10,+00[ — R 10,+o00[ — R
et Xxo

1 t —  sin(n(®) t —  cos(In())

Justifier que x; et x, sont de classe €2 sur |0, +ool, calculer x) (), x{ (£), x5,(1), x5 (1), pour tout £ >0,
2. Vérifier que les fonctions x; et x, sont solutions de 'EDLS2 homogene :

&#) £x"+*x+tx=0  [inconnue x € €*(]0, +oo[,R)]

puis résoudre (8 A).

EXERCICE 83 (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EDLS2). — On considere 'EDLS2 :

& @x+1)y'+@x-2)y'-8y=1

1
inconnue y € &€? (] ~ +00

|
|

et son EDLS2 homogeéne associée :

(EFE) Rx+1)y'+@x-2y -8y=0

1
inconnue y € > (] > +00

1. Déterminer A € R pour que la fonction :

1
soit solution de (§#°) sur ] et +00

2. Déterminer Sol (§.7).
3. Déterminer Sol (&).
O
EXERCICE 84 (INTERSECTION DE COURBES INTEGRALES D’UNE EDLS2 HOMOGENE ET DE I’AXE DES ABSCISSES). —
Soient I désigne un intervalle de R, et (ap, a1) € ¢Y(I,K)2. On considere 'EDLS2 homogene :
(EHE) X+a ()X +ay()x=0 [inconnue x € €%, K)]
et (x1, x2) un systeme fondamental de solutions de (7). Est-il possible que les fonctions x; et x, s’annulent un méme

thel? O

EXERCICE 85 (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EDLS2). — Résoudre 'EDLS2 :
&) F+D)x"-2x=t [inconnue x € €2 (R, R)|
On pourra commencer par étudier les solutions polynomiales. 0
EXERCICE 86 (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EDLS2 A COEFFICIENTS CONSTANTS). — On considere 'EDLS2 a coeffi-
cients constants :
&  y'+y=sint(p [inconnue y € €% (R, R)|.
Résoudre (&) en utilisant la méthode de variation des constantes. O

EXERCICE 87 (ETUDE QUALITATIVE D’UNE EDLS2 HOMOGENE). — Soit g € %" (R,,R) une fonction intégrable sur
[0, +00l. Considérons 'EDLS2 homogeéne :

&#) y'+qy=0 [inconnue y € 6% (R,,R)].

1. Soit y une solution de (£.7°). Supposons y bornée.
(a) Démontrer que y' admet une limite finie en +oo.
(b) Démontrer que y'(¢) - 0.
—+00
2. Soit z une deuxieme solution bornée de (£.7°). Démontrer que la fonction :
R+ I R
w P y@)  z(r)
Yy 2@
est constante.
3. En déduire que (§#) posséde une solution non bornée.
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