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FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES CHAPITRE

par David Blottiere, le 22 février 2024 a 04h35 1 6
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NoTATION. — Dans tout ce chapitre :
o [ désigne un intervalle non vide de R;
» Kestle corps RouC;
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1;
e ||-]| estune norme sur E;
e e=(ey,..., ey) désigne une base de E;

* (ef,...,e;) estlabase duale de e, de sorte que:

n
VXEE, x=) ef(x)-e [e} (x) estla i-ieme coordonnée de x dans la base e] .
i=1

§ 1. DERIVABILITE EN UN POINT

DEFINITION 1 (DERIVABILITE EN UN POINT). — Soient f € Eletacl

(@) Onditque f estdérivable en a s'il existe ¢ € E tel que :

fo-f@

r—a t—a

l.

(b) Si ce vecteur ¢ existe, il est unique. On le note f'(a) et on le nomme vecteur dérivé de [ en a.

Remarque 2 (interprétation cinématique). — Nous conservons les notations de la précédente définition. Si la fonc-
tion f donne la position d'un objet en fonction du temps, alors sa dérivée est le vecteur vitesse. ]

Remarque 3 (indépendance vis-a-vis de la norme choisie). — Comme toutes les normes sont équivalentes sur E, les
notions de dérivabilité et de vecteur dérivé ne dépendent par de la norme choisie sur E. ]

DEFINITION 4 (NOTATION O DE LANDAU). — Soienta€ I, p € Rl et (f,g) € E' x E!. On suppose qu'il existe un
voisinage épointé de a dans I sur lequel la fonction ¢ ne sannule pas.

(a) Ondit que le vecteur f(t) de E est un o de ¢(t) au voisinage de a, et on écrit f(t) =, 0 ((p(t)), Si:

& —— 0 ou de maniére équivalente si H & _—
(1) t—a o) ||p t—a
(b) Onéeritf(1) = g(B)+o (o), si f(£)-g(1) =0 (p(0), e si:
M —— 0g oude maniére équivalente si H Ok {0
(p(t) t—a (p(t) g t—a

PROPOSITION 5 (DERIVABILITE, VECTEUR DERIVE ET DL A ’ORDRE 1). — Soient f € Eletracl

1 Sila fonction f est dérivable en a, alors f possede le développement limité a l'ordre 1 en a suivant :

f® :af(a)+(t—a)-f’(a)+o(t—a).

2 Si f admet un développement limité a l'ordrel en a, i.e. s'il existe u € E tel que :
f® = f@+(-a)-u+toli-a)

alors f est dérivable en a et f'(a) = u.
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PROPOSITION 6 (DERIVABILITE IMPLIQUE CONTINUITE). — Soient f € EletacI. Alors:

f estdérivableena —> f estcontinueena.

THEOREME 7 (DERIVABILITE ET DERIVEE VIA LES FONCTIONS COORDONNEES). — Soient f € El etae I. Alors :
1. f estdérivable en a si et seulement si, pour tout i € [1, n], la fonction e o f € R! est dérivableen a;

2. si f estdérivable en a, alors :
n

f(a) = Z e;of) (@-e.

Si f € E" est dérivable en a € I, alors, pour tout i € [1,7] :

s
d e} (f@)=(efof) (@ [i-eme coordonnée de f’(a) dans la base e].

EXERCICE 8. — Soit la fonction :

f R R?
— (B-2+1,t*+71).
Démontrer que, pour tout a € R, f est dérivable en a et calculer f'(a). O
EXERCICE 9. — Soit la fonction :
R — A (R)
f cos(f) —sin(#)
t .
sin(f)  cos(1)
Démontrer que, pour tout a € R, f est dérivable en a et calculer f’(a). O

DEFINITION 10 (DERIVABILITE EN UN POINT A DROITE ET A GAUCHE). — Soient f € Eletacl.
(a) Onditque f est dérivable en a a droite s’il existe d € E tel que :

f-fla

t—a t—at

— 0

Si ce vecteur § existe, il est unique. On le note f 6’1 (a) et on le nomme vecteur dérivé a droite de f en a.
(b) Ondit que f est dérivable en a a gauche s'il existe A € E tel que :
f-fla

t—a t—a~

—

Si ce vecteur A existe, il est unique. On le note fg’(a) et on le nomme vecteur dérivé a gauche de f en a.

§ 2. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

DEFINITION 11 (FONCTION DERIVABLE SUR UN INTERVALLE ET FONCTION DERIVEE). — Une fonction f € ET
est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. Si tel est le cas, sa fonction dérivée, notée f’, est définie
par:

I — E

! n
e — fln= Z e;of) ()-e;  [cf théoreme7].
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NoTATION. — L'ensemble des fonctions de I dans E, dérivables sur I est noté 9(1, E), i.e. :

D(I,E):={f e E' : festdérivablesurI}.

PROPOSITION 12 (COMBINAISON LINEAIRE DE FONCTIONS DERIVABLES). —
1. 2(I,E) est un sous-espace vectoriel de EL.
2. Lapplication :
2(,E) — E!
f — f

est linéaire.

PROPOSITION 13 (COMPOSITION D’UNE FONCTION DERIVABLE PAR UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soient
(Ell-llg) un K-espace vectoriel normé de dimension finie et L € £ (E, F). Alors pour tout fonction f € 2(1, E),
Lofe9(,F)et:

(Lof) =Lof’.

EXERCICE 14. — Soient (fi,..., fn) € 2(I,R)" et P € /,,(R). Démontrer que I'application :

I — My (R
fi@)

§lr — p

fn(0)

est dérivable sur I et exprimer, pour tout ¢ € I, g'(¢) en fonction de f{(¢),..., f;,(¢) et P.

PROPOSITION 15 (COMPOSITION DE FONCTIONS DERIVABLES PAR UNE APPLICATION BILINEAIRE). — Soient
(Ell-1lg), (G,II-1lg) deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie, B: E x F — G une application bili-
néaire. et f € 2(1,E) et g € D(1, F). Alors l'application B(f, g) définie par :

G

I
B(f.8) | , B(f(1),8(0))

est dérivable sur I et :
Ytel, B(f,8)(H=B (f'(t),g(t)) +B (f(t),g'(t))-

Exemple 16 (dérivée et produit scalaire). — Supposons E muni d'un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire
(-, -) et considérons (f, g) € 2(I, E). Alors I'application :

—_ R

1
(L8 |y — (rw,ew)

est dérivable sur I et :
viel, (f.g) @={(f®,g0)+{f(1,g®).

EXERCICE 17. — Supposons E muni d'un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -) et notons || - ||, la
norme associée. Soit f € 2(I, E) telle que :
viel, ||f@||z=1

En d’autres termes, f prend ses valeurs sur la sphere unité de (E, ||-|l2). Démontrer que, pour tout ¢ € I, les vecteurs
f(®) et f'(¢) sont orthogonaux. )
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PROPOSITION 18 (COMPOSITION DE FONCTIONS DERIVABLES PAR UNE APPLICATION MULTILINEAIRE). —
Soient (E1,I-1lg,),---» (EnII:1lg,), (G, I |lg) deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie,

M:Eyx..xE;, —F
une application n-linéaire, et fy € D(1, E1),..., fn € DI, Ey). Alors Uapplication M(fi, ..., f) définie par :

F

I —
M(f1,-.., fn) PR M(fl(t)y-n,fn(t))

est dérivable sur I et, pour touttel :

M(f1,..., f) () = M(fi(0), (), f5(0), ..., fa(O)+M (fi(2), f(8), f5(0),..., fu(O)+...+ M (f1(D), fo(8), 5(0),..., f (D).

Exemple 19 (dérivée et déterminant). — Soit une application :

I — -/%n(R)
f t — f()= (a,-,j(t))1<l.‘j<n = (C1(1),...,Cn(1) [uplet des vecteurs colonnes de la matrice f(1)]

dérivable sur I. Alors 'application :

- R

I
detn det(f (1) = det((a1j(0),¢; ;) = det(CL(D),...., Cal0))

est dérivable sur I et, pourtout t€ I :

det(f)' (1) = det(C} (1), C2(1),C3(0),...,Cp(8)) + det(Cy (1), C5 (1), C3(8), ..., Cp(8)) + ...+ det(C1 (1), C2 (1), C3(2), ..., Cy, (1)) .

]
EXERCICE 20. — Soient n € N* et (x,ay,...,a,) € R*1. Calculer le déterminant de la matrice :
a+x x ... .. b
X
X
X vee e X ap+x
0
EXERCICE 21. — Soit n € N*. Considérons une matrice A € .4, (R) et I'application :
R — R
Y|t — det,+rA.
Démontrer que ¢ est dérivable sur R et calculer ¢’(0).
0

PROPOSITION 22 (COMPOSITION D’APPLICATIONS DERIVABLES). — Soient f € 2(I,E), ] un intervalle deR, et
9 e 2(J,R) telle que p(J) c I. Alors l'application f o ¢ est dérivable sur J et

Vie], (fo@) ) =¢' () f'(p(1).

DEMONSTRATION. — (a) Notons tout d’abord que nous connaissons le résultat si E = R, d’apres le cours de MP2]I, cf.
composée de deux fonctions dérivables de la variable réelle a valeurs dans R.
(b) Comme:

n
Vie], fopt)=) eiofop(r)-e;
i=1

nous savons que f o ¢ est dérivable sur J si et seulement si, pour tout £ € J, e} o fop € 2(J,R) (théoréme 7).
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(c) Soitie[l,n]. Comme¢ec2(J,R)et e;‘ ofe2(,R) (f € 2(1, E) et théoreme 7) nous savons (cf. composée de deux

fonctions dérivables de la variable réelle a valeurs dans R) que la fonction :
(efof)op=¢efofog
est dérivable sur J et que, pour tout £ € J
x)  VYte], (efofop) =g ) x(efof) @®)=¢ () xe} (f (@)  [théoreme7].

La fonction f o ¢ est donc dérivable sur J.
(d) De plus, pourtouttel:

(fop) ()= Z(e ofo)(1)-e; [théoréme 7]

Z o' xel (flom)-e (%)

n

=<p’(t)-(Z (ef (f’(w(t)))'ei)

i=1

=¢' () f (D).

§ 3. FONCTIONS DE CLASSE €

DEFINITION 23 (FONCTION DE CLASSE 6¥). — Soit f € EL.

(a) Lapplication f est de classe €' sur I si f est dérivable sur I et si sa dérivée f' est continue sur I.

classe €% surI.

(¢) Lapplication f est de classe €™ sur I si f est de classe €* sur I, pour tout k € N*.

(b) Soit un entier k > 2. Lapplication f est de classe €* sur I si f est dérivable sur I et si sa dérivée f' est de

NOTATION. — Pour tout k € [1,+00], on pose :
<€k(I,E) = {f eE: f est de classe €% sur I}.

et pour tout f € ‘6’“([, E), onpose:

2=, f(3)=(f(2))’ o fw+1)=(f(é))’ o f(k):(f(k—l))"

PROPOSITION 24 (CARACTERE € VIA LES FONCTIONS COORDONNEES). — Soient f € E! et k € [1,+o0].
1. festde classe € sur I si et seulement si, pour touti € [1,n], e;.* ofe R! est de classe € surI.

2. Si f estde classe €* sur I alors :

VeelLkl, Viel, fOwm= Z(e o)1) e
=1

Sife%k(I,E), ¢e[l,k] et tel, alors, pourtoutie [1,n] :

e; (f([)(t)) = (e} of)(l) (1) [i—éme coordonnée de £ (1) dans la base e/ .

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur k € N*, en s’appuyant sur le théoréme 7.
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EXERCICE 25. — Soit la fonction :

0,27] — R?
f t — (2sin(t) +sin(2t)), —2cos(t) —cos(2t))

Démontrer que f est de classe € sur [0,27] et calculer sa dérivée seconde. O

PROPOSITION 26 (ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS DE CLASSE <€"). — Pour tout k € [1,+ool, l'ensemble
€*(I,E) est un sous-espace vectoriel de E!

PROPOSITION 27 (FORMULE DE LEIBNIZ). — Soient (F||-||g), (G,||-1lg) deux K-espaces vectoriels normés de
dimension finie, B: E x F — G une application bilinéaire, k € N*, f € €*(I,E) et g € €*(I,F), oi1 k € N*.
Lapplication :

G

I —_
B(f,8) ‘ t — B(f(n,g)

est de classe €* sur1 et :

k . .
viel, B(f,g)(k)(t)=2(]ic -B(fP0,g5 ).

i=0

DEMONSTRATION. — Nous raisonnons par récurrence sur I'entier k € N*.

Initialisation a n = 1. Il s’agit précisément du résultat de la proposition 15.

Hérédité. Supposons le résultat vrai pour un k € N* fixé et démontrons qu’il est encore vrai pour k+ 1. Soit (f, g) €
¢kl (I,E) x gkl (I, F). Alors, comme (f, g) € c6"(1, E) x c6"(1, F), I'hypothese de récurrence assure que B(f, g) estde
classe €* sur I et :

k . .
®  viel, BhgPm=3 (" B(r0,g% " ).

i=0

Soit i € [0, k]. Les fonctions £ et g~ sont de classe €' sur I. D’aprés la proposition 15, la fonction B (f®, g¢=1)
est donc également de classe €' sur I.

La fonction [B(f,8)] o
classe €**! sur I.
Gréce a (%) et ala proposition 15, nous calculons, pour tout t € I :

est de classe €', comme combinaison linéaire de fonctions de classe 6. Ainsi B(f, g) est de

k
B(f,g)(k+1)(t) — Z

k
i

. [B(f(i+1)(t),g(k—i)(t)) B (f(i)(t),g(kﬂ—i)(t))]

S

k+1

+

. . k ‘ .
k X -B (f(])(t),g(kﬂ—])(t)) + Z (]lc) .B (f(l)(t),g(k+1_l)(t))

- i=0

F—
+
—_

k . . k+1 k . .
j 1) ‘B (f(f) (1), g*k*+1=9 (t)) +) (z) ‘B (f(” (1), gk*+1=" (t)) [coefficients binomiaux étendus]
- i=0

k k () (k+1-j)
(£

k+1

1l 1
o~ O~
+ + 1
- o - o

) ‘B (fm (0, gk (t)) [relation de Pascal].

Il
=}

§ 4. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN SEGMENT

NOTATION. — [a, b] désigne un segment de R (a < b).
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DEFINITION 28 (FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UNE SEGMENT). — Une fonction f € El@bl ost dite
continue par morceaux sur le segment [a, b] s'il existe une subdivision :

ap=a<a;<..<ap=Db

du segment [a, b] telle que, pour touti € [0, p—11, larestrictionde f ala;, a;+1 [ est prolongeable en une fonction
continue sur le segment [a;, a;+1].

PROPOSITION 29 (CONTINUITE PAR MORCEAUX VIA LES FONCTIONS COORDONNEES). — Une fonction f €
E'@Y) est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement si, pour tout i € [1,n], la fonction efofe RlaD)
est continue par morceaux sur [a, b].

PROPOSITION 30 (STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX). — Lensemble :

6pm ([a, b, E) := {f e glabl . f est continue par morceaux sur [a, b] }

un sous-espace vectoriel de E\®?!,

Remarque 31 (restriction d’une fonction continue par morceaux). — Soient c, d des éléments de [a, b] tels que ¢ < d.
et f € 6pm (la, b], E). Alors :
[c,dl — E

est continue par morceaux sur [c, d]. |

§ 5. INTEGRATION SUR UN SEGMENT

NOTATION. — [a, b] désigne un segment de R (a < b).

LEMME 32 (CLE POUR LA DEFINITION DE L'INTEGRALE). — Soient f € 6pm ([a, b), E), u = (uy, ..., un) une base
deE et (uy,...,u};) sa base duale. Alors :

n b n b
Z(f efof(1) dt)-el:Z(f uiof( dt)«ui
i=1\Va i a

i=1

b b
oil, pour tout i € |[1,n]],/ e;‘ o f(t) dt etf ul* o f(t) dt sont les intégrales des fonctions e;‘ o f € Gpm (la, b],R)

a a
et u;" o f € 6pm (la, b],R), construites en MP2I.

DEMONSTRATION. — Nous démontrons I'égalité entre :

n

b n b
Ig(f):zz(f e;‘of(t)dt).ei et Iz(f):zz(f u;fof(t)dt).uj.

i=1 j=1

n b
I(f) ZU e (f() dt)-ei
a

1

—

n b n
=) (f e (Z ui (f(0)- uj) dt) -e;  [décomposition de f() dans la base u]
i a

i=1 j=1
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I
M=

b(n
(f (Z u; (f(0) % e;‘(uj)) dt) -e; [linéarité de e} |
a

i=1 j=1

I
[\/]:

b
Z (e (uj) x f u;‘ (f () dt) -e; [linéarité de l'intégrale d'une fonction a valeurs réelles]
1j=1 a

n
Z(U u; (f(0) dt)xe;‘(u,-))-e,-
li=1 a

i

1l
M=

.
1

n
u*f(f(t)) dt) x (Z e;“(uj)-ej)
i=1

( u".‘ (f@) dt) -uj  [décomposition de u; dans la base e]

~ ~. ~.
| ||M: ﬂ.M:

DEFINITION 33 (INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX). — Soit f € Gpm ([a, b], E). Linté-
gralede f sur [a, b] est le vecteur de E défini par :

b n b
f fde:=) ([ efof(1) dt)~e,-

i=1

b
out, pour touti € [1,nl, f e; o f(1) dt est l'intégrale de la fonction e; o f € €ym ([a, b],R), construite en MP2I.

a

Si f € 6pm (la, bl, E), alors, pour tout i € [1, 7] :

=y b b b
e; (/ f dt) =f e; o f(r) dt i-éme coordonnée def f(¢) dt danslabase e|.
a a a

Remarque 34 (caractere intrinséque de la définition de l'intégrale). — D’apres le lemme 32, la définition 33 de 'in-
tégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment a valeurs dans E est indépendante de la base de E
choisie.

EXERCICE 35. — Soit 'application :
0,1 — R®

: ( 1 1 )
4-12" 1+¢2)°

1
Calculer f f(pdt. O
0

f

THEOREME 36 (SOMMES DE RIEMANN). — Soit f € 6pm ([a, b], E). Pour tout N € N*, posons :

b—a N1 b-a b-a X b-a
S%(f)Z o (d-l—kT) et S?V(f) T g (a+kT)

f f( de.

DEMONSTRATION. — Nous démontrons le résultat pour la suite (Si( N) Nen+ des sommes de Riemann a gauche.
(a) Notons tout d’abord que nous connaissons le résultat pour E = R, d’apres le cours de MP2I.

Alors :
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(b) Pour tout Ne N* :

h—g N-1an b-— b-
= Na. Ze;" (f(a+k Na)) e; décompositiondef(a+kTa) dans la base e
k=01i=1

b— N-1n b—
= a. Ze;“of(a—i-k a)~€i

N k=0i=1 N

n N—lb_ b—
(52 el

i=1\ k=0

Il
1=
9]
= 0q

1l
—

ﬁ
)
%
o]
~
=
D

(c) Soiti€ [1,n]. Comme e;‘ o f € 6pm (la, b],R), nous savons que :

b
8 * *
Sy (efof) ~— fa e o f(r) dr [cours de MP2I].
(d) Lapplication :
N E— R,
€] x — max{lefw)]: [1,n]}

est une norme (norme produit relativement a la base e). De plus, si (xn) yen* € EN"etxeE:

Ne

XN X = (Viel{l,n}], e; (xn) e;-*(x)).

N—+oo

(e) De (b), (c) et (d), nous déduisons :

n n b b
vazzlsi(e?Of)'ei—'Z(L e of(1) dt)~ei=fa f( dt.

N—+oc0 i1

N—+oco

THEOREME 37 (PROPRIETES DE L'INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX). —
1. Linéarité. Lapplication :

f — j;hf(t) dt

est linéaire.

2. Relation de Chasles.
b c b
V@€ b6pm(la,bl,E), VYcela,bl, ff(t)dl,‘:f f(t)dt+/ f() de.
a a (o)

3. Composée par une application linéaire. Soit (F || - ||r) un espace vectoriel normé de dimension finie et
Le £ (E,F). Pour tout f € €pm (la,b],E), Lo f € 6pm (la, b], F) et :

L(/ahf(t) dt) =/ahL0f(t) de

4. Inégalité triangulaire. Soit|| - || une norme quelconque sur E. Alors Uapplication :

labh — R
o — |[foll

est continue par morceaux sur [a, b] et :

b b
Hf f(t)dtHgf | f(n]] de.
a a

10
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§ 6. INTEGRALE FONCTION DE SA BORNE SUPERIEURE

LEMME 38 (CRITERE POUR QU’UNE FONCTION DERIVABLE SOIT CONSTANTE). — Soit f € 2(I, E) telle que, pour
tout te€ I, f'(t) = 0g. Alors la fonction f est constante sur l'intervalle I.

THEOREME 39 (FONDAMENTAL DE I’ANALYSE). — Soit f € €°(I,E) et a € I. Lapplication :

I — E

Fa o ff(t)dt

est l'unique fonction de I dans E telle que :
1. la fonction F, est de classe € surl;
2. F,=f;
3. Fu(a) =0g.

THEOREME 40 (INTEGRATION PAR PARTIES). — Soient (F||-||g), (Gl|-|lg) deux K-espaces vectoriels de dimen-
sions finies, B: E x F — G une application bilinéaire et (f, g) € €¢1(la, b, E) x €'(la, b, F). Alors :

b b
/ B(f'(1),8(1) dt = [B(f(t),g(t))]zz—f B(f(1),g'(t)) dt

oit [B(f (1), g(1)]'=" := B(f (), g(b)) - B(f (@), g(@).

THEOREME 41 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS). — Soit f € €' ([a, b],E). Alors :

| fb) - F@ || < =@ || ]|

L'égalité accroissements finis n'est pas nécessairement valable pour les fonctions a valeurs vecto-
rielles. En effet, I'application :
[0,27] — C

f P
@ est de classe €' sur I et, pour tout ¢ € [0,27], f'(t) = i e’ est de module 1. Il n’existe donc aucun
point ¢ €]0, 27| tel que :
2m)— f(0
f’(C) = M =0.

2n—0

EXERCICE 42. — Soit f € €' (R, E) telle que f’ est bornée sur R. Démontrer que la fonction f est lipschitzienne.

§ 7. FORMULES DE TAYLOR

THEOREME 43 (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL). — Soient pe N et f € €P*1(I,E). Alors :

k! p!

[ J

p (k) X (y_ \P
Vanel, fm=Y x-aL (a)+f =07 (g gr.
k=0 a

=:Rn6,a,x)

Le vecteur R, (f, a, x) de E est appelé reste intégral.
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MPI-MPI* 2324

IMeR,, Vtel, |[fP7@| <M.

Alors :
|x_ a|n+1

(n+1)! °

P (k)
V(a,x) € I, Hf(x)—(go(x—a)’“%) <M x

=||Rn(fya.X)||

COROLLAIRE 44 (INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE). — Soient p € N et f € 6P+ (I, E) telle que :

EXERCICE 45 (UNE INEGALITE DE KOLMOGOROV). — Soit f € €%(R, E) telle que les fonctions f et f” soient bornées.

On pose :

Mo:=|flle et Moi=[[ "]l
1. Démontrer que :
2My | hM

Y(x,h eRxR;, ||f'0]]< N 5
2. Qu’en déduire pour f’'?

3. Démontrer :

|| £ [l =: M1 <2/ Mo M.

COROLLAIRE 46 (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG). — SoientpeN, f € €P([,E) etac I. Alors:

p (k)
f@ = l;)(t_ ak. % +o((t—-a)?).
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