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§ 1. ENSEMBLES FINIS

1. DEFINITIONS D’UN ENSEMBLE FINI ET DU CARDINAL D’UN TEL

THEOREME 1 (INJECTION, SURJECTION, BIJECTION DE [1, ] DANS [1, m]). — Soient n et m deux entiers natu-
rels non nuls.

1. S’il existe une application injective f: [1, n] —— [1, m], alors n < m.
2. S'il existe une application surjective f: [1,n] — [1, ml], alors n > m.

3. S'il existe une application bijective f: [1,n] —— [1, m], alors n = m.

DEMONSTRATION. — (1) On démontre par récurrence sur I’entier n € N* que le prédicat

2m) | «vmen®, (Elf: ﬂl,n]]t—»[[l,m]]):ngm»

est vrai.
(1a) Initialisation a n = 1. Clair.
(1b) Hérédité. Soit n € N* tel que L (n) est vraie. Soit me N* et f: [1,n+ 1] — [1, m].
¢ Lentier naturel non nul m n’est pas égal a 1. En effet, si m =1 alors f(1) = f(n+1) =1, ce qui, comme 1 # n+1,
contredit 'injectivité de f. Ainsi m—1>1.

» Supposons que f(n+ 1) = m. Alors 'application

7 [L,n] — [1,m-1]
b — fx)

est bien définie et est injective, comme restriction et corestriction de I'application injective f. D’aprés 2 (n),
n<m-letdoncn+1<m.

* Supposons que f(n+1) # m. Considérons la transposition 7 f(,41),m : [1, m] —— [1, m] qui envoie f(n+1) sur

m, m sur f(n+1) et qui fixe tous les autres éléments de [1, m]. On observe que I'application g := T f(n+1),m ©
f:[1,n+1] —— [1, m] est injective (composée d’applications injectives) et vérifie g(n + 1) = m. On est alors
ramené au cas précédent, qui livre n+1 < m.

(2) S’il existe une surjection de [1, n] vers [1, m], alors il existe une injection de [1, m] dans [1, n]. Le résultat se déduit
donc de 1.

(3) Conséquence de 1 et 2. ]

DEFINITION 2 (ENSEMBLE FINI). — Un ensemble E est fini s'il vérifie U'une des deux conditions suivantes.
1. E=90

2. Ilexisten € N* et une bijection f: [1,n] —— E.

DEFINITION 3 (CARDINAL D’UN FINI). —
Soit E un ensemble fini. Le cardinal de E est le nombre entier noté |E| ou Card(E) ou #E défini par :

0 SiE=0
\EV:=9" 3 il existe un entier n € N* et une bijection f: [1,n] —— E.

Remarque 4. — D’apres le théoréme 1, le cardinal d'un ensemble fini non vide est bien défini.

Exemple 5. — Si n € N*, alors [1, n] est fini et |[1, n]| = 1. En effet, 'application idy;,,; : [1, 7] —— [1, ] est bijective.
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Exemple 6. — Si E est un singleton alors E est fini et |E| = 1. En effet, si a désigne 'unique élément de E alors I'appli-

cation
L,11={1} — E
1 — a

est bijective.

PROPOSITION 7 (EQUIPOTENCE ET FINITUDE). — Soit E un ensemble fini non vide et ¢: E —— F une appli-
cation bijective de E vers un autre ensemble F. Alors F est fini et |F| = |E|.

DEMONSTRATION. — Comme FE est un ensemble fini non vide, il existe un entier n € N* et une application bijective
f: [1,n] —=— E.D’apres 'application go f: [1,n] —— F est bijective (composée d’applications bijectives). D’apres

les définitions 2 et 3, F estfini et |F| = n = |E|. ]
EXERCICE 8. — Démontrer que I'ensemble E := {n € [2,200] : n est pair} est fini et préciser son cardinal.
EXERCICE 9. — Soient a et b des entiers relatifs tels que a < b. Démontrer que 'ensemble [a, b] est fini que :

Card([a,b]) =b—a+1.

2. PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI

THEOREME 10 (PARTIES DE [1,n]). — Soit n € N*. Soit A une partie de [1, n].
1. Si A#[1,nl alors l'ensemble A est fini et | Al < n.
2. Si|A|=n, alors A=[1,n].

DEMONSTRATION. — (1) On démontre par récurrence sur I’entier n € N* que le prédicat
2P (n) | «VAe2?([1,n]), AC[1,n] = Aestfinieet |Al<n»

est vrai.
(1a) Initialisation a n = 1. Lensemble vide est la seule partie de [1,1] = {1} distincte de {1}. Comme & est fini de
cardinal 0 < 1, ’assertion &2(1) établie.
(1b) Hérédité. Soit n € N* tel que 22 (n) est vraie. Ceciimplique que toute partie X de [1, n] est finie de cardinal | X| < n.
En effet, si X # [1, n] il s’agit d'une conséquence de 22(n). Sinon X = [1, n] et le résultat découle de 5.
Soit A une partie de [1, n + 1] dictincte de [1, 7+ 1].

e SiA= alors Aestfiniet|A|=0<n+1.

¢ Supposons désormais que A est non vide.

— Sin+1¢ A, alors A estune partie de [1,n]. Donc Aestfiniet|A|[<n<n+1.

— Supposons a présent que n+1 € A. Comme A # [1,n+ 1], il existe a € [1, n] tel que a ¢ A. Introduisons la
partie B:= (A\{n+1}) u{a} de [1, n]. Ainsi B est finie, de cardinal |B| < n. Si x € B et y € A, on pose

X six#a
n+l six=a

y siy#n+l
a siy=n+1l

f(x):{ et g(y)={

d’ott deux applications f: B Aetg: A B qui sont bien définies. On vérifie fog=idgetgo f =
idp. U'application f est donc bijective. D’aprés la proposition 7, Aestfiniet |[A|=|B|<n<n+1.

(2) Conséquence de 1.

COROLLAIRE 11 (PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI). — Soit E une ensemble fini de cardinal n € N*. Soit A une
partiedeE.

1. Si A#E, alors l'ensemble A est fini de cardinal | A| < n.
2. Si|Al=nalors A=E.
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DEMONSTRATION. — (1) Comme E est fini de cardinal n € N*, il existe une bijection f: [1,n] ——— E. Supposons
donc que A est une partie distincte de E. Considérons la partie B:={x € [1,n] : f(x) € A} de [1,n].

o L'ensemble B est distinct de [1, n]. En effet, B = [1, n] implique A = E d’apreés la surjectivité de f.

o Comme B est une partie de [1, ] distincte de [1, n], B est fini et | B| < n d’apres 10.

e Lapplication
B — A
g X +— f(_x)

est bien définie. La bijectivité de f implique celle de g. D’apres le point précédent et 7, A est fini et |A| = |B| < n.

(2) Conséquence de 1.
|

EXERCICE 12 (PRINCIPE DES TIROIRS). — Soit A et B deux parties d'un ensemble fini E. Démontrer que :

|Al+|BI>|El = ANB#g.

3. REUNION DISJOINTE D’ENSEMBLES FINIS

THEOREME 13 (REUNION DISJOINTE DE DEUX ENSEMBLES FINIS). — Soit A et B deux parties finies disjointes
(AN B = @) d'un ensemble fini E.

A B
Lensemble AL B est fini et :

|AuB|=|Al+|B] .

DEMONSTRATION. — Si A= &, alors ALI B = B et’assertion est claire puisque | A| = 0. Par symétrie des roles joués par
Aet B, I'assertion est vraie dans le cas o1 B = &. Supposons désormais que A et B sont non vides.
Comme A et B sont finies et non vides, il existe (a, b) € N* x N* et deux applications bijectives

f:l,al =— A et g:[1,b] = B.

L'application
[1,a+b] — AUB
h { f(n) sin<a
n — .
gn—-a) sin>a

est bien définie.
e Soit (n1,n,) € [1,a+ b]? tel que h(n;) = h(ny) € AUB.

— Supposons k(n;) = h(ny) € A. Alors comme ANB =0, nj < aetny < aetdonc h(n) = f(n) et h(ny) =
f(ny). Comme f estinjective, n; = ny.

— Supposons h(n;) = h(ny) € B Alors comme ANB =, n; > aetny >aetdonc h(n;) =g(n; —a) et h(ny) =
g(ny — a). Comme g est injective, ny —a = ny —a et donc n; = ny.

Lapplication # est injective.
e Soitye AU B.
— Siye A alors fU(y) € [1,al etdonc h(f () =f (1) =y.
— SiyeB,alorsg ' (p) e[l,bl etdonca+g (y)ela+1,a+bl.Ainsih(a+g ' () =g(g () =y
Lapplication £ est surjective.

Comme l'application & est bijective, la proposition 7 livre la finitude de 'ensemble ALB et |[AUB|=a+ b =|A| +|B|.
|
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COROLLAIRE 14 (REUNION DISJOINTE D’UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES FINIS). — Soient p > 2 et
Ay, A3, ..., Ap des parties finies deux-a-deux disjointes d'un ensemble fini E.

p As N
Lensemble |_| Ay est finiet: A N
=l /// -
P p |
(- -
k=1 k=1 N 7 Ay

A Q>

DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur 'entier p > 2.
(a) Initialisation a p = 2. Pour p = 2, 'assertion est celle du théoréeme 13.
(b) Hérédité. Soient Ay, A, ..., Ap, Ap+1 des parties finies deux-a-deux disjointes de E. D’apreés I’hypothese de récur-

p p
rence, ’ensemble |_| Ay est fini. Comme les ensembles |_| Ay et Apyq sont finis et disjoints, le théoreme 13 livre la

k=1 k=1
p+l1 p p+l p
finitude de I'ensemble | | Ax = || ] Ak) UAps et ||| Ax| = Ag| + |Ap+1| - D’apres I'hypothese de récurrence,
k=1 k=1 k=1 k=1
p p p+1 p+1
|| Ac|= > Akl Nous en déduisons | |_| Ax|= > |Agl. =
k=1 k=1 k=1 k=1

Remarque 15. — Le cas d'une réunion finie de parties finies non nécessairement deux-a-deux disjointes d’'un en-
semble E sera discuté plus loin, cf. proposition 16 et exercice 17. [ ]

4. REUNION D’ENSEMBLES FINIS

PROPOSITION 16 (REUNION DE DEUX ENSEMBLES FINIS). — Soient A et B deux parties finies d'un ensemble
finiE.

Lensemble AU B est fini et : - @

|[AUB|=|Al+|B|-|AnB| .

DEMONSTRATION. — On décompose les ensembles A, B et AU B en réunions disjointes comme suit.

i) A=(AnB)uU (A\ANnB)

(ii) B=(AnB)u (B\ANB)

(iii) AUB=(A\ANB)U(ANnB)uU (B\ANB)

Comme A\ AnB et AnB sont des parties de 'ensemble fini A, A\ AnB et AnB sont des ensembles finis (corollaire 11).
Comme B\ An B est une partie de 'ensemble fini B, B\ An B est un ensemble fini (corollaire 11). D’apres le corollaire
14 et (iii), nous savons la finitude de I'’ensemble AU B et il vient :

) i

IAI( |[ANnB|+|A\ AN B| IBI(.)IAnB|+|B\AﬁB| IAUBI(3)|A\AﬂBI+|AﬁBI+|B\AnB|.
1, 111

En combinant ces trois identités, on obtient celle de la proposition. [

EXERCICE 17 (FORMULE DU CRIBLE). — Soient p > 2 et Ay, Az,..., Ap des parties finies d'un ensemble fini E.
As

Al A4

p
Démontrer que 'ensemble | ] A est fini et:

k=1
p p .
U Ak|=) P > |[Ai nAi,N...nA;] .
k=1 =1 1<ii<ipg<..<ip<n

Ay
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5. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES FINIS

PROPOSITION 18 (CARDINAL DU PRODUIT CARTESIEN DE 2 ENSEMBLES FINIS). — Soient E;, E» deux en-
sembles finis non vides. Lensemble E) x Ej est fini et |E) x Es| = |E1| x | Ez|.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Posons nj := |Ej| € N* et ny := |E;| € N*. Par hypothése, il existe des bijections
fi: [1,m] —=— Ej et f>: [1,n] —— E,.Comme

np—1
[L,mnol = || kni+1,kni +ml
k=0

pour tout x € [1, n; ny], il existe un unique couple (a(x), b(x)) € [1, n;] x [0, np — 1] tel que x = b(x)n; + a(x). Lapplica-
tion

f [1L,mn] — Ei xE,
x —  (fitax), L((b(x)+ 1))
est bien définie. On vérifie qu’elle est bijective. O

PROPOSITION 19 (CARDINAL DU PRODUIT CARTESIEN DE p ENSEMBLES FINIS). — Soient p € N», et E, ..., E,
p
des ensembles finis non vides. Lensemble H E; estfiniet:

i=1

p
[1E:

i=1

p
=[1IEl
i=1

DEMONSTRATION. — On démontre I'assertion par récurrence sur p € N>».

(a) Initialisation a p = 2. L'assertion a été établie a la proposition 18.

(b) Hérédité. Soit p € N>, tel que I'assertion est vraie pour un produit cartésien de p ensembles finis non vides. Soient
Ey,...,Ep, Eps1 des ensembles finis non vides. On note ny,...,np, np41 les cardinaux respectifs de ces ensembles.

p p p
D’apres I'hypothése de récurrence, I'ensemble H E; estfiniet H E;| = H n;. Il existe donc une bijection

i=1 i=1 i=1

p
f ,ni...n,l — HEi

1
x —  (filx),..., fp(x).

Comme Ej; est fini de cardinal 1, il existe une bijection g: [1,n,41] —— Ep41. On en déduit que I'application

p+1
p | Wmnplx(Lnpal  — HIE
i=
(x, ) —  (fix),..., fp(x), 8(¥)

p+1
est bijective. D’apres la proposition 18, 'ensemble [1,7; ...7n,] x [1,n,41] est fini de cardinal [ [ 7;. On conclut alors
i=1
en appliquant la proposition 7.

6. ENSEMBLE DES APPLICATIONS ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS

Exemple 20. — Considérons un ensemble E = {a, b, c} de cardinal 3 et un ensemble F = {1,2} de cardinal 2. Lensemble
FE des applications de E dans F est formé des 2° = 8 éléments ci-dessous.

1 2 f3 fa
a 1 a 1 a 1 a7’)1
b? b% b; Z b
c 2 c 2 c 2 CH+——2
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E——F—F E——F—F E——FF E——F—F
f5 6 7 8
a 1 a———  — 1 a 1 a 1
bEE b b>j bx
c 2 C>2 c 2 c 2
| |

PROPOSITION 21 (NOMBRE D’APPLICATIONS ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS). — Soient E et F des ensembles
finis non vides. Alors l'ensemble FE des applications de E vers F est fini et :

|FE| = |F|'E.

DEMONSTRATION. — On démontre par récurrence sur 'entier n € N* que le prédicat

22 (n) | «Pourtout ensemble fini non vide E de cardinal n, pour tout ensemble fini non vide F, F E est fini

de cardinal |F|". »

est vrai.
(a) Initialisation a n = 1. Soit E = {xp} un ensemble de cardinal 1 et F un ensemble fini non vide. Les applications

E

ID‘ et ¥ E={xg} — F
fo— fu ] R

sont bien définies et vérifient ®o ¥ =idr et ¥ o ® = idpr. Lapplication ¥ est donc bijective. De la proposition 7 nous
déduisons alors que FE est fini, de cardinal |F| = |F|'. est vrai.

(b) Hérédité. Soit n € N* tel que 2(n) est vraie. Soient E un ensemble fini de cardinal 7 + 1 et F un ensemble fini non
vide. On fixe un élement xo de E. Comme E = {xg} Ll E \ {xp}, 'ensemble E\ {xo} est fini et |E \ {xo}| = |E| — |{x0}| = n. Les
applications

FE\{X()} X F . FE
E __, E\{xo} —
@ F F x F ot v E 'F
f —  (fievxo f(X0)) &y — f|, . |8&8w sixeE\ix)
Y six = xp

sont bien définies et vérifient ®o¥ = id ;g\ (xy} , r € ¥ o® = idpr. Lapplication ¥ est donc bijective. D’aprés 'hypothese
de récurrence, I'ensemble FE'\*o} est fini de cardinal |F|”. D’aprés la proposition 18, I'ensemble FE'\} x F est fini de
cardinal |FE\%!| x |F| = |F|"*1. De la proposition 7 nous déduisons enfin que |F£| = |F|"*!.

n

EXERCICE 22 (NOMBRE D’INJECTIONS D’UN ENSEMBLE FINI DANS UN AUTRE). — Soient E et F des ensembles finis
non vides. On pose k:=|E| € N*, n:=|F| € N* et on introduit

Inj(E, F) := {f € FE : f est injective}.

Cet ensemble Inj(E, F) est fini (car inclus dans FF) et nous nous proposons de déterminer son cardinal.
1. Démontrer que Inj(E, F) est vide si k > n.
n!
(n-k)!

2. On se propose de démontrer que, si k < n, alors |Inj(E, F)| = , en raisonnant par récurrence sur le cardi-

nal k de E. Pour tout k € N* on introduit le prédicat :

22 (k) | «Pour tout ensemble fini non vide E de cardinal k, pour tout ensemble fini non vide F de cardinal
n>k, |Inj(E,F)| =

(n—k)!

(a) Justifier que I'assertion &(1) est vraie.

»

(b) Soit désormais k € N* tel que £2(k) est vraie. Soient E un ensemble fini de cardinal k + 1 et F un ensemble
fini de cardinal n > k + 1. On fixe un élément xy de E. Pour tout y € F, on pose :

Iy:={f € j(E, F) : f(x0) = y}.

(n=1!

Soit y € F. Al'aide de 'hypothése de récurrence, démontrer que |I y| = Ty
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n!
(c) En écrivant Inj(E, F) a I'aide des ensembles Iy, ou y € F, en déduire que |Inj(E, F)| = L ce qui
n—k-1)!

prouve 2 (k +1).

EXERCICE 23 (ARRANGEMENTS). Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n € N*. Soit k € [1, n]. Un k-arrangement
de E est un k-uplet (xy,...,x;) d’éléments de E tel que les xy, ..., x; sont deux-a-deux distincts. Déduire de I'exercice
22 le nombre de k-arrangements d’éléments de E. 0

THEOREME 24 (CRITERE DE BIJECTIVITE POUR UNE APPLICATION ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS). — Soient
E et F deux ensemble finis non vides. Soit f: E—— F. Si |E| = |F| alors les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

1. f est bijective.
2. f estinjective.

3. f estsurjective.

DEMONSTRATION. — e Il est clair que (a) implique (b) et (c).
e Démontrons que (b) implique (a). Supposons 'application f injective. Alors I'application

| E — f(B
! x —  f(x)

est bijective. D’apres la proposition 7, |f(E)| = |E| = |F|. La partie f(E) de F est finie, de méme cardinal que F. D’apres
le corollaire 11, f(E) = F, i.e. f est surjective.

+ Démontrons que (c) implique (a). Supposons 'application f surjective. Alors, il existe une application g: F E
telle que f o g = idp. Lapplication g est injective et, d’apres le point précédent, elle est bijective. De fo g =idp, on
déduit alors que f = g~ ! est bijective.

]
PROPOSITION 25 (NOMBRE DE PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI). — Soit E un ensemble fini non vide. On
note G (E) l'ensemble de ses permutations, i.e. 'ensemble des bijections de E dans E. Lensemble S (E) est fini et :
IG(E)| = |E|!
DEMONSTRATION. — D’apres le théoreme 24, S(E) = Inj(E, E). Le résultat découle alors de I'exercice 22. [ ]
7. ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI
DEFINITION 26 (ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI). — Soit E un ensemble fini de cardinal n € N.
1. Pour tout k € [0, nl, on note P (E) l'ensemble des parties de E a k de cardinal k.
2. On note 2 (E) l'ensemble de toutes les parties de E.
Remarque 27. — Si E est un ensemble fini, alors :
|E|
PE) = || 2.
k=0
]

Exemple 28. — Soit E = {a, b, c,d} un ensemble de cardinal 4. Nous représentons ci-dessous toutes les parties de E
non vides.
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{a} e 2, (E) {b} € P\ (E) {c} e 2 (E) {d} € 2\ (E) {a, b} € 2, (E)
E

‘
‘
‘
‘

{a,c} e P (E) {a,d} € 25 (E) {b, c} € 25 (E) {b, d} € 25(E) {c,d} € 5 (E)
E

‘
‘
‘
‘

{a, b, c} € 25(E) {a,b,d} € 5(E) {a,c,d} € 25(E) {b, ¢, d} € P5(E) E={a,b,c,d} € P4(E)
E

‘
‘
‘
‘

Ainsi :

i) Zo(B) = (2} et|Zy(B)| =1 = (3)

(i) 21 (E) = {{a}, b}, (e}, 1d}} et |2 (B)| =4 = (?)

(i) Po(B) = lla, b}, 1a,c}, (a,d}, b, c}, b, d} e, d)} et |P5(E)| = 6 = (;)
(iv) 9%5(E) ={{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{bc,d}}et|P5(E)| =4= (g)

(V) P4(E)={{a,b,c,d}} et|P4(E)|=1= (

S
N ——

4

4
De Z(E) = |_| 2 (E), nous en déduisons :
k=0

_y v (4] s[4 kpak 4_ o4 _
2B =3 12eBl=3 | =X | |11 =+t =2t =16
k=0 k=0 k=0

PROPOSITION 29 (NOMBRE DE PARTIES A k ELEMENTS D’UN ENSEMBLE). — Soit E un ensemble fini de cardinal
n. Pour tout k € [0, nl, l'ensemble 2,(E) est fini et :

n

el

DEMONSTRATION. — On démontre par récurrence sur 'entier n € N que le prédicat

|2 (E)| =

2 (n) | «Pour tout ensemble fini E de cardinal n, pour tout k € [0,n], 'ensemble Z2(E) est fini et

n)
o »
k

|2 (E)| =

10
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est vrai.
(a) Initialisation a n = 0. Clair.
(b) Hérédité. Soit n € N tel que 'assertion 2 (n) est vraie. Soit E un ensemble de cardinal n + 1.

o L'ensemble E possede une unique partie a 0 élément, I’ensemble vide. Ainsi &, (E) = {@} est fini, de cardinal
(n + 1)
1= .
0

e I'ensemble E est de cardinal n + 1 > 1, donc non vide. Soit xy un élement de E fixé. Soit k € [1, n].
(i) Sion pose P)’]f“ (E) :={AeP(E) : xg€ Al et ‘@;CT“(E) ={AePL(E) : xo ¢ A} alors 'ensemble 27, (E) se dé-
compose en Z(E) = 2°(E) u 2,° (E).

(ii) Les applications

f‘ @;O(E) — :@k—l(E\{xo}) et g' ‘@k—l(E\{xo}) N ‘@]fO(E)
A — A\ {xo} B — BL{xo}

sont bien définies et vérifient fo g = idg,_,(g\1x} €t §o [ =id,, Lapplication g est donc bijective.

0By
k
Comme E \ {xp} est fini de cardinal n et 0 < k—1 < n, 'hypothése de récurrence livre la finitude de 'en-

semble P_; (E\ {xo}) et |P_1 (E\ {xo})] = ( "

k-1
n
k-1]

(iii) On observe que 37’,:70(15) = P,(E\ {xp}). Comme E \ {xp} est fini de cardinal n et 0 < k < n, I'hypothése de

')
S

PROPOSITION 30 (NOMBRE DE PARTIES D’UN ENSEMBLE). — Soit E un ensemble fini. Alors 2?(E) est fini et :

). D’apres la proposition 7, I'ensemble ,@]fo (E) est fini de

cardinal |9’,f° (B)| =

récurrence livre la finitude de I'ensemble 2, (E \ {x(}) = WF(E) et |@,’CT°(E)‘ =

De (i), (ii) et (iii), on déduit que 'ensemble 7. (E) est fini et que |22 (E)| =

|22(B)| =2'F.

n
DEMONSTRATION. — Posons n:=|E|. On rappelle que 2 (E) = |_| P (E). Avec 29, on en déduit que Z(E) est fini et
k=0

2B =Y (Z) =y (Z 1k k= (14 = 2"

k=0 k=0

EXERCICE 31 (DERANGEMENTS). — Si E est un ensemble fini non vide de cardinal n € N*, on introduit, pour tout
k € [0, n], 'ensemble 9 (E) des permutations de E possédant exactement k points fixes et on pose di(E) := |9k (E)|.
On souhaite dénombrer les permutations de E sans point fixe (appelées aussi dérangements de E), i.e. calculer le
nombre dy(E).

1. Soient E un ensemble fini non vide de cardinal n € N* et k € [0, n]. Démontrer dy.(E) = di([1, n]) =: di(n).

n
2. Soit n € N*. Démontrer que n! = Z dy(n).
k=0

3. Soit n € N* et k € [0, n]. Démontrer di(n) = (’]Z) do(n-k).

4. En déduire une fonction Python d’argument un entier n € N*, qui renvoie la valeur dy(n), i.e. le nombre de
dérangements d'un ensemble a n éléments.

11
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8. UNE SYNTHESE DES RESULTATS SUR LES ENSEMBLES FINIS

(a)

(b)

(0

(d)

(e)

0))

(g)

(h)

(@

1)

k)

Définition d’'un ensemble fini. — Un ensemble E est fini si E est vide ou s'il existe un entier n € N* et une
bijection f: [1,n] —— E.

~

Pierre angulaire pour définir le cardinal d’'un ensemble fini. — Si (n,m) € N* et s'il existe f: [1,n] ——
[1,m], alors n = m.

Définition du cardinal d’un ensemble fini. — Soit E est un ensemble fini non vide. Lunique nombre n € N* tel
qu’il existe une bijection f: [1, n] —=— E est appelé cardinal de n et est noté |E|. Le cardinal de I'ensemble vide
est 0.

Partie d’'un ensemble fini. — Soient E un ensemble fini et A une partie de E.
i. Lensemble A est fini et | A| < |E|.
ii. Si|A|l=|E|, alors A=E.

Union disjointe de parties. — Soient E un ensemble fini et Ay,..., A, des parties de E deux a deux disjointes.
Alors :

p
=) 1Al
i=1

i=

p
L] A
i=1

Union de deux parties. — Soient E un ensemble fini et A;, Ay deux parties de E. Alors :

A1 U Ap| = A1l +|Az] = A1 N Ayl

p
Produit cartésien. — Soient Ej, ..., E, des ensembles finis. Alors H E;estfiniet:
i=1

p

=[1IE:.
1

i1

p
[1E:
i=1

Ensemble des applications. — Soient E et F des ensembles finis. Alors FF est fini et :
|FE| = |F|'E.

Critere de bijectivité. — Soient E, F des ensembles finis de méme cardinal et f: E—— F une application. Les
trois assertions suivantes sont équivalentes.

i. L'application f est injective.
ii. Lapplication f est surjective.
iii. L'application f est bijective.

Permutations. — Soit E un ensemble fini. Alors I’ensemble & (E) des permutations de E est fini et :

IS(E)| = |El!

Ensemble des parties. — Soit E un ensemble fini.
i. Pour tout k € [0,|E|], 'ensemble &2, (E) des parties de E de cardinal k est fini et :

|2 (B)| = £
k el
ii. Lensemble &?(E) des parties de E est fini et :
|2 (B)| =2'F.

12
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§ 2. QUELQUES SITUATIONS CLASSIQUES DE DENOMBREMENT

CONTEXTE. — On considére un systéme formé de :
e pcases numérotéesde 1 a p;
* n objets semblables que I'on pourra distinguer les uns des autres en les numérotant de 1 a n ou non.

On place les objets dans les cases, qui pourront ou non accueillir plus d'un objets.
Apreés avoir fait le choix des hypotheéses, on détermine le nombre de dispositions différentes.

1. ARRANGEMENTS AVEC REPETITION (UPLETS)

HYPOTHESES. — Les cases peuvent accueillir plusieurs objets et les objets sont repérés par des numéros.

case n°l case n°2 case n°3 case n°4 case n°5 case n°6 case n°7

® | ¥ o% ®

Ici p =7 et n=6. On va associer a cette disposition le 6-uplet suivant :
2,5,5,3,7,3)
formé des numéros des cases occupées par des objets repérés par les numéros 1,2,3,4,5,6.
case n°l case n°2 case n°3 case n°4 case n°5 case n°6 case n°7
® % o ®

A cette disposition, différente de la précédente, on associe le 6-uplet :

3,3,5,2,7,5).
Les différentes dispositions sont associées, de maniere bijective, aux :
6-uplets (x1, x2, X3, X4, X5, X6), ol X; est le numéro (entre 1 et 7) de la case ot se trouve 'objet numéroté i.

Le nombre des différentes dispositions est donc :

p x p x e x p [n facteurs]
~ ~ ~
nombre de choix du nombre de choix du nombre de choix du
numéro de la case ol numéro de la case ol numéro de la case ol
se trouve |'objet n°1 se trouve |'objet n°2 se trouve 'objet n°n
ie.:
p" [nombre d’arrangements avec répétition de n objets choisis parmi p)].

Chacune des dispositions est associée de maniére bijective a une application de [1, n] dans [1, p].

Ce modele présente deux caractéristiques :

ordre et répétitions éventuelles.

13
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HYPOTHESES. — Les cases peuvent accueillir un objet au maximum et les objets sont repérés par des numéros.
Nécessairement n < p.

On identifiera chaque disposition a

un n-uplet sans répétition de n objets choisis parmi p.

Le nombre des différentes dispositions est donc :

ie.:

3.

p X p-1 X ... X p—(n-1)
—~— ~—— ——
nombre de choix du nombre de choix du nombre de choix du
numéro de la case ol numéro de la case ol numéro de la case olt
se trouve l'objet n°1 se trouve 1'objet n°2 se trouve l'objet n°n
n!

(n—-p)!

[n facteurs]

[nombre d’arrangements sans répétition de n objets choisis parmi p].

Chacune des dispositions est donc associée de maniere bijective a une application injective de [1, n] dans [1, p].

Ce modele présente deux caractéristiques :

ordre et aucune répétition.

COMBINAISONS

HYPOTHESES. — Les cases peuvent accueillir un objet au maximum et les objets ne sont pas repérés. Nécessaire-
ment n < p.

case n°l case n°2 case n°3 case n°4 case n°5 case n°6

case n°7

O O O

O

Ici p =7 et n = 4. On va associer a cette disposition la partie a 4 éléments :

{1,3,57}

formée des numéros des cases qui contiennent un objet.

Les différentes dispositions sont associées, de maniére bijective, aux:

parties {x1, x», X3, x4} 2 4 éléments de [1, 7] ou1 x; apparait si et seulement si la case n°x; est occupée.

Le nombre des différentes dispositions est donc :

le nombre de parties a n éléments de I'ensemble [, p]

ie.:

(z ) [nombre de combinaisons de 7 objets choisis parmi p].

Ce modeéle présente deux caractéristiques :

absence d’ordre et aucune répétition.

14
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4. COMBINAISONS AVEC REPETITIONS

HYPOTHESES. — Les cases peuvent accueillir autant d’objets que ’on veut et les objets ne sont pas repérés. Le point
clé est de repérer combien d’objets se trouvent dans chacune des cases.

case n°l case n°2 case n°3 case n°4 case n°5 case n°6 case n°7

5° [Po] |[©

Ici, n =6 et p =7. On associera a cette disposition le 7-uplet :

0,3,0,2,0,1,0
dont la i-iéme composante est le nombre d’objets présents dans la case n°i.

Plus généralement, on associera a chaque disposition un p-uplet :

p
(r1,12,...,1p) €10, n]? tel que Z ri=n [r,- estle nombre d’objets présents dans la case n°i] .
i=1

Pour dénombrer le nombre de dispositions, on s’'intéresse aux dispositions relatives des objets par rapport aux
cloisons internes des cases.

La disposition :

case n°l case n°2 case n°3 case n°4 case n°5 case n°6 case n°7

X 8 O OO O X

peut se lire :

OO0 O O O

n° de 'emplacement 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6 cloisons et 6 objets ont été disposés sur 12 emplacements. Nous pouvons donc représenter cette disposition par
la partie :

{2,3,4,7,8,11}

dont les éléments sont les numéros des emplacements des objets.

Plus généralement, une disposition peut étre représentée par :

p — 1 cloisons et n objets disposés sur n + p — 1 emplacements
et modélisée par :
une partie a p — 1 éléments de I'ensemble [1,n+ p —1].
Les éléments d’une telle partie correspondent aux emplacements ol se trouvent les cloisons.
Le nombre des différentes dispositions est donc :
le nombre de parties a p — 1 éléments de 'ensemble [1,7+ p —1]

ie.:

+p-1 +p-1
(n » p ) ) = (n 5 ) [nombre de combinaisons avec répétition de n objets choisis parmi p].

Lidentité précédente, entre coefficients binomiaux, reflete une idée importante. Nous avons choisi de marquer les
emplacements des cloisons, mais nous aurions pu tout aussi bien noter les emplacements des objets.

Ce modele présente deux caractéristiques :

absence d’ordre et répétitions éventuelles.

15
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APPROCHE FORMELLE POUR DENOMBRER DES COMBINAISONS AVEC REPETITIONS. — Nous avons dénombré les €élé-
ments de ’ensemble :

p
Ezz{(rl,rz,..-,rp)e [0,n17 = 3 i =”}

i=1

n+p-

1
al’aide du modele « objets séparés par des cloisons » pour établir |E| = . Nous allons donner une démons-

tration plus formelle de ce résultat, dans le cas ol p > 2, fondée sur la méme idée.

Introduisons I’ensemble :
S:={(ar,...,ap-D)elL,n+p-11"" 1 ay<a1 <...<ap_1.}

Comme il existe une unique maniere de ranger dans I’ordre croissant p — 1 éléments distincts de [1, n + p — 1], 'appli-

cation :
f ‘ S — Zpall,n+p-10)
(ay,...,ap-1) — {611,---yﬂp—1}‘

+p-1
est bijective et donc |S| = (n s )

Considérons les applications :

E — S
¢ (r,12,001p) = (4L +rn+2,1+r+r3+3,..,n+rn+..+rp+p—1).

et:
S — E
(ar,a2,...,ap-1) — (a-l,aa—ar—l,az—ax—1,...,ap-1—ap2—lL,n—a,+p-1).

v

Elles sont bien définies et vérifient o ¢ = idg et ¢ oy = ids. Donc ¢ est bijective (il en est de méme pour ) et

n+p-1
|E|:|S|=( P )
n

5. NEUF EXERCICES D’ENTRAINEMENT

EXERCICE 32. — Une urne contient p objets et on fait 7 tirages successifs, sans remise, de cette urne. On note les
numéros des objets sortis, sans tenir compte de I'ordre de sortie.

1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

EXERCICE 33. — On envoie n fois de suite une boule dans un ensemble de p cases.
1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

EXERCICE 34. — On tire, avec remise, n objets provenant d'une urne en contenant p, sans tenir compte de I'ordre de
sortie.

1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?
2. Dénombrer les résultats de cette expérience.
O

EXERCICE 35. — On envoie 7 fois de suite une boule dans un ensemble de p cases. Les cases ne peuvent accueillir
au cours du jeu qu'une boule au plus. On tient compte de I'ordre dans lequel les cases sont occupées.

1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

EXERCICE 36. — On lance 7 fois de suite un dé a 6 faces et on note la suite ordonnée des points marqués sur le dé.

16
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1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

EXERCICE 37. — On envoie n fois de suite une boule dans un ensemble de p cases. On note les numéros des cases
atteintes sas tenir compte de I'ordre dans lesquelles elles ont été atteintes.

1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

O
EXERCICE 38. — On envoie n fois de suite une boule dans un ensemble de p cases, une case ne pouvant étre atteinte
qu’une seule fois au maximum. On ne tient pas compte de I'ordre dans lequel s’est effectué le remplissage.
1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?
2. Dénombrer les résultats de cette expérience.
EXERCICE 39. — Une urne contient p objets distincts numérotés et on fait n tirages successifs, avec remise, de cette
urne. On note les numéros de sortie dans |'ordre de leur sortie.
1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?
2. Dénombrer les résultats de cette expérience.
O

EXERCICE 40. — Une urne contient p objets distincts numérotés et on effectue n tirages de suite, sans remise, de
cette urne. On numérote les numéros des objets sortis dans I’ordre de leur sortie.

1. Comment modéliser un résultat de cette expérience?

2. Dénombrer les résultats de cette expérience.

§ 3. ENSEMBLES DENOMBRABLES

1. DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

DEFINITION 41 (ENSEMBLE DENOMBRABLE). — Un ensemble E est dit dénombrable s'il existe une bijection
f:N E.

Remarque 42 (interprétation de la dénombrabilité). — Soit E un ensemble.
1. Si E est dénombrable, I'existence d’'une bijection f: N —=— E nous permet de dresser une liste exhaustive et
sans répétition des éléments de E :

L:f0),f),f@,...,f(n),...

Linjectivité de f assure qu’il n'y a pas de répétition dans la liste L. Tous les éléments de E figure dans la liste L,
en raison du caractere surjectif de f.

2. Réciproquement, si nous disposons d’'une liste exhaustive et sans répétition des éléments de E
L: X0, X1,X2,.eyXny---
alors I'ensemble E est dénombrable puisque 'application :

N — E
n — Xp

f

est bijective. En effet, I'absence de répétition dans la liste L livre le caractere injectif de f. Quant a la surjectivité
de f, elle vient du caractere exhaustif de la liste L.

17
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|
Exemple 43 (les ensemblesN etN* sont dénombrables). — Comme les applications
idn N — N et N — N
n — n n — n+l
sont bijectives, les ensembles N et N* sont dénombrables. ]
EXERCICE 44. — Démontrer que 'ensemble solution S de 'équation 3x — 2y = 1 d’inconnue (x, y) € N? est dénom-

brable. ]

2. PARTIES DEN

PROPOSITION 45 (DENOMBRABILITE D’UNE PARTIE INFINIE DE N). — Toute partie infinie de N est dénom-
brable.

DEMONSTRATION. — (1) Soit A une partie infinie de N. On construit par récurrence forte une suite (a;) ,en € AN,
(1a) Initialisation. La partie A de N est infinie donc non vide. Par propriété de bon ordre, I'élément aj := min(A) de A
est bien défini.
(1b) Hérédité. Soit n € N. Supposons construits day, ..., a, éléments de A. La partie {ay,...,a,} de A n'est pas égale
a A puisque A est infini. Ainsi la partie A\ {ay,...,a,} n'est pas vide. Par propriété de bon ordre, I'élément a,; :=
min (A\{ay,...,a,}) de A est bien défini.
(2) Considérons alors I'application :

N — A

n — ap.

f

Elle est bien définie et injective car, par construction, la suite (a;) ,en €st une suite strictement croissante d’éléments
de A. La surjectivité de f assurera que A est dénombrable.
(3) Soit x € A. Introduisons I'ensemble I, :={neN : a,, < x}.

o Comme ay = min(A) et x € A, ap < x et donc 0 appartient a I, qui est donc non vide.

o Comme la suite (a;)en €st une suite strictement croissante, pour tout n € N, n < a, (cf. lemme pour les suites
extraites). Nous en déduisons que I, < [0, x].

Des deux points précédents, nous déduisons que l'entier n := max(I,) est bien défini par propriété de bon ordre.
Commenelyetn+1l¢l,ap<a;<...<a,<x<ay+. Démontrons que x = a, = f(n) en raisonnant par 'absurde.
Si a, # x, alors x € A\{ay,...,a,} etdonc x > a,+; = min(A\{ay,...,a,}). Contradiction. ]

Exemple 46 (parties deN dénombrables). — D’apres la proposition 45 :
1. 'ensemble {2n : n € N} des entiers naturels pairs qui est infini
2. 'ensemble {2n +1 : n € N} des entiers naturels impairs qui est infini
3. I'ensemble des nombres premiers qui est infini (Euclide)
sont dénombrables. u

TERMINOLOGIE. — Un ensemble est dit au plus dénombrable s'il est fini ou dénombrable.

PROPOSITION 47 (CARACTERISATION DES ENSEMBLES AU PLUS DENOMBRABLES). — Soit E un ensemble. Les
deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. E est au plus dénombrable.

2. Il existe une partie A deN et une bijection f: A——— E.

DEMONSTRATION. — On considere uniquement le cas o1 'ensemble E n’est pas vide.
(a) Supposons E au plus dénombrable. Alors, il existe :

A= [1,n] (ne€ N*) siE estfini
- N si E est dénombrable

~

et une application f: A E bijective. L'assertion est démontrée.

(b) Supposons qu'’il existe une partie A de N et une bijection f: A —=— E.

18
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« Si Aest fini, alors il existe une bijection g: [1,Card (A)] —— A. L'application :
fog:I1,Card(A)] — E

est bijective (comme composée d’applications bijectives). Lensemble E est donc fini.

« Si A estinfini, alors il existe une bijection g: N —— A, d’apres la proposition 45. L'application :
fogt N—E

est bijective (comme composée d’applications bijectives). Lensemble E est donc dénombrable.
]

EXERCICE 48. — Démontrer que I'ensemble E des nombres premiers p tels que p =3 (mod 4) est dénombrable. (]

3. LES ENSEMBLES Z ET N> SONT DENOMBRABLES

PROPOSITION 49 (DENOMBRABILITE DE Z). — Lensemble Z des entiers relatifs est dénombrable.

X16 X14 X12 X0 X8 X6 X4 xé X0 xl X3 X5 X7 569 X111 X13  X15
‘e e e e e e o e o o o o o o o o o
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6 7 8

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — (1) Principe de la numérotation. On numérote les éléments de Z en commencant
par affecter le numéro0a0eZ, puislaleZ puis2a—-1€Z puis3a2eZ puis4a—2eZ,...en poursuivant
indéfiniment ce jeu de « ping-pong ».

L. N
S1 n est impair.

N s . . n . .
(2) Formalisation. On remarque que l'entier relatif portant le numéro n est -5 sin est pair et

On observe également qu'un élément de n € Z est numéroté —2nsin <0 et2n—1si n > 0. C’est ainsi qu’apparaissent
les applications

N — Z
-n/2 si n est pair
et g
n — n
(n+1)/2 sinestimpair

7z — N
-2n sin<0
2n—-1 sin>0.

Elles sont bien définies et on vérifie que :
e pour tout n €Z, f(g(n)) = n, en raisonnant par disjonction de cas suivant le signe de n;
e pour tout n €N, g(f(n)) = n en raisonnant par disjonction de cas suivant la parité de n.

Comme fog=idz et go f =idn I'application f est bijective (il en est de méme de g). O
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PROPOSITION 50 (DENOMBRABILITE DE N2). — Lensemble N? des couples d’entiers naturels est dénombrable.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — (1) Principe de la numérotation. On numérote (0,0) a 0, puis on serpente de
maniére diagonale a travers le réseau dessiné par N dans le plan. Aprés avoir numéroté tous les éléments d'une
diagonale, on reprend la numérotation sur la diagonale suivante, en partant du bas pour remonter.

(2) Formalisation. On commence par observer que, pour tout k € N, k + 1 points du réseau dessiné par N figurent
sur la diagonale d’équation y = —x + k.

Soit (a, b) € N2\ {(0,0)}. Ce point appartient a la droite d’équation y = —x + a + b. Sur les diagonales précédentes,
a+b-1 a+b
Z (k+1)= Z k points du réseau dessiné par N° se sont déja vus attribuer un numéro. Il faut encore en numéroter
k=0 k=0
a+b
b+ 1 sur la diagonale d’équation y = —x + a + b pour atteindre (a, b). Ainsi le point (a, b) serale [b+1+ Z k |-iéme
k=0
a+b
point du réseau dessiné par N? recevant un numéro. Comme la numeérotation débute 2 0, il recevra le numéro b+ Z k.
k=0
C’est ainsi qu’apparait I'application :

7z — N
f atb (a+b)(a+b+1)

(a,b) — b+) k=b+
k=0 2

Nous allons démontrer que cette application est bijective, pour établir le caractére dénombrable de Z2.
(3) Partition de N. Posons, pour tout pe N :
p
pp+1)
Sp= Y k=22
k=0 2

La suite (Sp) pen €st une suite strictement croissante d’entiers, de premier terme 0. Ceci implique que :

(%) N= |_| Hsp;sp+1|1~
PEN

Linclusion réciproque et le caractere disjoint sont clairs. Justifions I'inclusion directe. Soit n € N. On introduit I'en-
semble :
A:={peN:S,<n}.

Somme Sy =0, 0 appartient a A, qui est donc non vide. Lensemble A est de plus fini car :

Sp +00.

p—+00
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Lentier p := max(A) est donc bien défini. Alors :
Sp S n< Sp+1

i.e.ne Sy, Spl.
(4) Surjectivité de f. Soit n € N. D’apres (%), il existe un (unique) p e Ntel que S, < n< Sp41. Ainsi:

0<n-8p,<Sp1—-Sp=p+1.
Sion pose:
b:=n-S,€l0,pl] et a:=p-beN
il vient :
a+b

n=b+S,=b+Sap=b+ ) k= f(aDb).
k=0

Lapplication f est surjective.
(5) Injectivité de f. Soient (a;,b;) € 72 et (az, by) € 72 tels que:

bl +Sa1+h1 :f(alibl) :f(aZ; bz) = b2+8a2+b2.
De (x) etde:
Sa1+h1 < f(al)bl) < Sa1+b1+l ’ Sa2+b2 < f(aZrbZ) < S(l2+b2+1

nous déduisons que a; + by = ay + bs, puis b; = b, et enfin a; = a,. Lapplication f est injective.

4. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES DENOMBRABLES

Rappel 51 (pproduit cartésien). — Soient r e N* et X,..., X; des ensembles. On rappelle que le produit cartésien des
r
ensembles Xj,..., X, est’ensemble H X; formé des r-uplets (xy,..., x;) tels que, pour tout i € [1, r], x; € X;. Pour tout
i=1

.
J €11, r], on dispose naturellement d’'une projection 7 ; de H X; sur X; définie par :
i=1

i
[Ixi — X
i=1

7'[]' —
(X150, %7) —  Xj.

;
Ainsi tout élément x = (x1,...,X;) € H X; s’écrit-il également (11 (x),..., 7, (X)). ]
i=1

PROPOSITION 52 (PRODUIT CARTESIEN D’UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES DENOMBRABLES). — Soient r € N*

;
et X1,..., X, des ensembles dénombrables. Lensemble H X; est dénombrable.
i=1

DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur 'entier r > 1.

(a) Initialisation a r = 1. Clair.

(b) Hérédité. Soit r € N*. Supposons que le produit cartésien de r ensembles dénombrables est dénombrable. Soient
X1,..., Xy, Xr+1 des ensembles dénombrables.

r r
Par hypotheése de récurrence, I'ensemble H X; est dénombrable. 1l existe donc une bijection f: N —— H X;.
i=1 i=1
Comme X, est dénombrable, il existe également une bijection g: N —— X, ;.

Considérons les applications :

, r+l1 r+1 )
N — X; X; — N
0 1]1 i ot 1]1 i
(ab) — (mf@),....,m-(f(a),gb)) (X1, Xy Xrg1) — (N X0), 87 (1) -
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Elles sont bien définies et vérifient p oy = idHl;=+11 x; €t ¥ o =idye. Lapplication ¢ est donc bijective.

Sif: N —2— N? désigne une bijection de N sur N’ (proposition 50), alors :

r+l
@o:N— [] X;
i=1
r+1

est une bijection (composée d’applications bijectives). Ainsi H X; est-il dénombrable. ]
i=1

2022
W/

Exemple 53. — D’apres les propositions 49 et 52, les ensembles N3 et N x Z sont dénombrables. [ ]

5. REUNION AU PLUS DENOMBRABLE D’ENSEMBLES AU PLUS DENOMBRABLES

PROPOSITION 54 (REUNION AU PLUS DENOMBRABLES D’ENSEMBLES AU PLUS DENOMBRABLES). — Soient I
un ensemble au plus dénombrable et (X;);c; une famille de parties au plus dénombrables d'un ensemble E.
Alors l'ensemble :

UXi:={xeE:3Jiel, xeX;}

iel

est au plus dénombrable.

DEMONSTRATION. — D’apres la proposition 47 :
e JA€PN), If: A——1;
e Viel, 3IB;e2?(N), 3dgi: Bi——X,.

On introduit les deux projections canoniques :

- N? — N ot 1 N? — N
(n,mp) — m (n,mp) — np
et'application :
L@ xBry — Uxi
7} acA iel
X — gf(nl(x))(”z(x))

de sorte que :
YaceA, VbEBf(a), (p(((l,b)) =gf(a)(b).

L'application ¢ est bien définie et surjective. Il existe donc une application injective :

v: JXi— | {a}xBf(a)ch-

iel acA

Si§: N —~— N? désigne une bijection de N sur N> (proposition 50), alors 'application :

p:= (0_1) | UaeafatxBr(a) oy _LJIXi N
i€

est injective (composée d’applications injectives). Nous en déduisons que | X; est en bijection avec la partie de N :
iel

r(ux]

donc au plus dénombrable (proposition 47). [ ]

PROPOSITION 55 (’ENSEMBLE Q EST DENOMBRABLE). — Lensemble Q est dénombrable.

DEMONSTRATION. — (a) On peut écrire Q sous la forme :

Q= U {gzpel}-

geN*
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(b) Lensemble N* est dénombrable (partie infinie de N).
(c) Soit g € N*. Posons X, := {S 1 pe Z}. Lapplication;

Z — X,

q

est bijective. Si 8: N —— Z désigne une bijection de N sur Z (proposition 49), alors 'application :

fqo0:N—— X,

est une bijection (composée d’applications bijectives). Ainsi X, est-il dénombrable.
(d) De (a), (b), (c) et de la proposition 54, on déduit que Q est au plus dénombrable. Comme Q est infini, Q est dé-
nombrable. |

EXERCICE 56 (SUPPORT D’UNE FAMILLE SOMMABLE). — Soit ] un ensemble et (1;);c; € C' une famille sommable. Le
support de la famille (u;);c; € C! estla partie S de I définie par :

S:={iel: u; #0}.
1. Démontrer que I'ensemble & est dénombrable. On pourra considérer, pour tout p e N* :

1
Gp::{iel: Iui|>—}.
p

2. Justifier que Z u; = Z Uj.

i€l e
O
EXERCICE 57 (UNE DESCRIPTION DES OUVERTS DE R). — Soit U un ouvert non vide de R. On définit la relation ~ sur
U par:
v (x,y) € U?, x~y <= (ilexiste unintervalle I inclus dans U contenant x et y).

La relation ~ est une relation d’équivalence sur U dont les classes d’équivalences sont les composantes connexes par
arcs de U (une partie de R est connexe par arcs si et seulement si c’est un intervalle). On note U/ ~ I'’ensemble des
classes d’équivalence de la relation ~ sur U, i.e. 'ensemble des composantes connexes par arcs de U.

u= | ¢

CeUl~

1. Justfier que :

Démontrer que, pour tout C € U/ ~, la composante connexe par arcs C est un intervalle ouvert inclus dans U.
Démontrer que, pour tout x € U, il existe g € QN U tel que C(x) = C(qg).

En déduire que U/ ~ est au plus dénombrable.

AN

Soit X une partie non vide de R. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) X estune partie ouverte de R.
(b) X estune réunion disjointe au plus dénombrable d’intervalles ouverts de R.

6. QUELQUES ENSEMBLES NON DENOMBRABLES

THEOREME 58 (CANTOR). — Soit E un ensemble. Il n'existe aucune bijection de E dans 2 (E).

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Raisonner par I'absurde en supposant qu’il existe une bijection f: E —~— 2(E),

puis considérer la partie A= {x€ E : x¢ f(x)} de E. o

THEOREME 59 (IENSEMBLE [0, 1[ N’EST PAS DENOMBRABLE). — Lensemble [0, 1] n'est pas dénombrable.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On procéde en plusieurs étapes, en suivant le sujet n°2 du concours CentraleSu-
pélec 2019, filiere MP.
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1. Pour toute partie A de N, on définit 'application 14 par:

N — {0,1}
14 " 1 sineA
0 sinon.

On établit que I'application :
‘ PMN) — {o, 1N
O]
A — 14
est bijective.

2. On démontre que 'application
o,uN  — o1

\}, +00 Xn
(Xp)nen — Z on+l

n=0
est bien définie et surjective (elle n’est pas injective).
3. On pose, pour tout n € N* :
n Xi
D,=3Y — (Xj)jen,n € {0,1}"
=%
D= |J Dy et D* =D\{0}. On pose pour tout (x,) € {0, N

neN*

Y((xp)nen) si Y((xXn)nen) €0,1[\D*

W ((xn) nen)

A((Xn) nen) = 4 — si W((xn)nen) € DU{1} et (x,)en Stationnaire a 1

1+Y¥((xn)

si W ((x,)nen) € D* et (xy) nen Stationnaire a 0

et on prouve que A réalise une bijection de {0, 1N sur [0,1].

4. On conclut al'aide du théoréme de Cantor et des points 1 et 3.

COROLLAIRE 60 (’ENSEMBLE R N’EST PAS DENOMBRABLE). — LensembleR n'est pas dénombrable.

DEMONSTRATION. — On raisonne par I’absurde, en supposant qu'il existe une bijection f: R—— N.

Nous en déduisons que 'application :

_ plfaorp | 0,1 —  f([0,1]
8= fl 10,11 x — f(x)

MPI-MPI* 2324

est une bijection de [0, 1[ sur f([0,1[). Comme f([0,1]) est une partie infinie de N, elle est dénombrable. Il existe donc

une bijection : N —— f([0,1]). Alors :

g loh:N—0,1]

est une bijection (composée d’applications bijectives). Ainsi [0, 1] est-il dénombrable, ce qui n’est pas (proposition

59). [ |
EXERCICE 61 (ENSEMBLE DES NOMBRES IRRATIONNELS). — Démontrer que I’ensemble R\Q des nombres irrationnels
n’est pas dénombrable. 0
EXERCICE 62 (ENSEMBLES DES NOMBRES ALGEBRIQUES/TRANSCENDANTS). — Un nombre complexe z est dit :

o algébrique s’il existe P € Q[X] \ {0} tel que P(z) =0;

e transcendant sinon.
On pose:

of = {z eC: zest algébrique} et T :={z€eC : zesttranscendant}.

Démontrer que 'ensemble < est dénombrable et que I'ensemble 9~ n’est pas dénombrable. 0
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§ 4. TRIBU ET ESPACE PROBABILISABLE

DEFINITION 63 (TRIBU SUR UN ENSEMBLE). — Soit Q un ensemble. Une partie o/ de 2 (Q) est appelée tribu
surQ si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

(T1) <« contient l'ensemble vide, i.e. D € o .
(T2) o est stable par passage au complémentaire, i.e. pour tout A€ of, A:= Q\ A€ of.
(T3) < est stable par réunion dénombrable, i.e. pour tout (Ay) neN € AN, U Aped.

neN

Exemple 64 (tribu pleine). — Pour tout ensemble Q, I'ensemble 22(Q) est une tribu sur Q, appelée tribu pleine. 1l
s’agit de la plus grande tribu sur Q, pour la relation d’ordre donnée par I'inclusion.
]

Exemple 65 (tribu minimale). — Pour tout ensemble Q, 'ensemble {&, O} est une tribu sur Q, appelée tribu minimal.
1l s’agit de la plus petite tribu sur Q, pour la relation d’ordre donnée par I'inclusion.
]

Exemple 66 (tribu engendrée par une partie). — Soit QQ un ensemble et soit A une partie de Q. Lensemble {&, A A Q}
est une tribu sur €, appelée tribu engendrée par A.
]

DEFINITION 67 (ESPACE PROBABILISABLE). — Un couple (Q), &/) est appelé espace probabilisable, si Q) est un
ensemble et of est une tribu sur Q.

PROPOSITION 68 (PROPRIETES ELEMENTAIRES D’UNE TRIBU). — Soit </ une tribu sur un ensemble Q).
1. Qe
2. Si(Ap)nen € 4N, alors (| Ap €.

neN

3. SiAy,...,Apeef,alors AjU...UA, € .
4. SiAy,...,Ape g, alorsAiNn...NA,eEA.
5. Si(A;j);eg est une famille au plus dénombrable d'éléments de </, alors U A;jed.

iel
6. Si(A;)c; est une famille au plus dénombrable d'éléments de <, alors [ | A; € o .
iel

TERMINOLOGIE. — Soit (2, &/) un espace probabilisable.
(a) L'ensemble Q est appelé univers.
(b) Un élément A de < est appelé événement.
(c) Lévénement & est appelé événement impossible.

(d) Les événements de la forme {w}, oll w € ), i.e. les singletons appartenant a <, sont appelés événements élé-
mentaires.

(e) Etant donné un événement A son complémentaire A est appelé événement contraire de A.

(f) Deux événements A et B sont dits incompatibles si An B est]’événement impossible, i.e. si AN B = .

EXERCICE 69 (LIMSUP ET LIMINF D’UNE SUITE D’EVENEMENTS). — Soit (Q, «/) un espace probabilisable. Soit (A;,) nen
une famille d’événements. Démontrer que les deux parties de Q suivantes :

limsupA,:={weQ:VneN,Ip>n, we Ay} et liminfA,:={weQ:3neN,Vp>n, we Ay}

sont des événements.

Remarque 70 (tribu sur un univers au plus dénombrable). — Si Q) est un ensemble au plus dénombrable alors nous
le munirons toujours de la tribu pleine 22(Q) pour obtenir I’espace probabilisable (Q, 22(Q2)). ]
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Remarque 71 (univers infini). — Nous pouvons penser a I'univers Q2 comme a I'ensemble des issues/résultats w
d’'une expérience aléatoire. Les éléments A de la tribu peuvent, quant a eux, étre pensés comme les « regroupements
d’issues » dont on aimerait définir/calculer la probabilité P(A). Cette année, nous considérerons des expériences aléa-
toires dont 'ensemble des résultats n’est pas nécessairement fini. Par exemple, dans un jeu de Pile ou Face, nous
pourrons étudier le nombre de lancers nécessaires pour avoir un premier Pile. A priori’ensemble Q des issues pos-
sibles est N*, qui est infini. ]

§ 5. PROBABILITE ET ESPACE PROBABILISE

DEFINITION 72 (PROBABILITE SUR UN ESPACE PROBABILISABLE). — So0it (Q, &) un espace probabilisable. Une

application :
P: o/ —[0,1]
est appelée probabilité sur (Q, <f) si
(@ PQ)=1;
(b) pour toute famille (A,) nen d'événements deux-a-deux incompatibles, la série Z P(A,) convergeet:

n=0

P(|_| A,,): JioP(An).

neN n=0

La propriété (b) se nomme o -additivité.

DEFINITION 73 (ESPACE PROBABILISE). — Une espace probabilisé est un triplet (Q,</,P), oit Q est un en-
semble, o/ est une tribu sur Q et P est une probabilité sur 'espace probabilisable (Q, /).

§ 6. PROPRIETES D’UNE PROBABILITE

PROPOSITION 74 (PROPRIETES ELEMENTAIRES D’UNE PROBABILITE). — Soit (Q, /,P) un espace probabilisé.
1. P(@)=0
2. Si Ay, ..., Ap sont des événements deux-a-deux incompatibles, alors :

P

p P
| Ak) =Y P(Ap).
k=1

k=1

3. Si A est un événement, alorsP (Z) =1-P(A).

La propriété 2 se nomme additivité.

PROPOSITION 75 (CROISSANCE D’UNE PROBABILITE). — Soit (Q2, «,P) un espace probabilisé.

V(A B)eot?, AcB = P(A) <P(B).
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PROPOSITION 76 (PROBABILITE D’UNE REUNION FINIE D’EVENEMENTS). — Soif (Q, </, P) un espace probabi-
lisé.

1. Si A et B sont des événements, alors :
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(AnB) < P(A) +P(B).

2. Soientn > 2 un entier et Ay,..., A, des événements. Alors :

n

Ua

n

< ) P(Ap).

THEOREME 77 (CONTINUITE CROISSANTE/DECROISSANTE D’UNE PROBABILITE). — Soit (Q,</,P) un espace
probabilisé.

1. Soit (An) nen une suite d'événements croissante pour lUinclusion (pour toutneN, A, € Ap+1). Alors::

=+lys)

neN

P(An) —

2. Soit (Ay)nen une suite d’événements décroissante pour lUinclusion (pour tout neN, A,+1 € Ay). Alors :

P(Ap) (ﬂ An)
Lo neN
COROLLAIRE 78 (PROBABILITE D’UNE UNION/INTERSECTION DENOMBRABLE). — Soit (Q,</,P) un espace

probabilisé. Soit (A,) nen Une suite d'événements (sans monotonie particuliere).

P kUzoAk (%Ak)
P kri)Ak (szAk)

PROPOSITION 79 (SOUS-ADDITIVITE D’UNE REUNION DENOMBRABLE D’EVENEMENTS). — Soit (Q,<,P) un
espace probabilisé. Soit (A,) nen Une suite d'événements. Alors :

P(U An) <Y PAy.

neN neN

EXERCICE 80 (INFINITE DE LANCERS D’UNE PIECE EQUILIBREE). — Un joueur lance indéfiniment une piece equ111-
brée. Quelle est la probabilité qu’il obtienne au moins un Pile? 0

Remarque 81 (construire des espaces probabilisés peut s’avérer délicat). — Nous avons défini un cadre formel pour
étudier les probabilités : les espaces probabilisés généraux (Q, «/,P). Lorsque nous considérons une expérience aléa-
toire, comme dans 'exercice 80, et que nous souhaitons calculer des probabilités, nous devons, tout d’abord définir
un espace probabilisé. Dans I’exercice 80, il est raisonnable de poser Q := {Pile, Face}N* (ensemble infini, non dénom-
brable). Un élément w = (w;),en+ de Q représentera la liste des résultats obtenus lors de tous ses lancers. Pour un
entier n € N*, w, égalera Pile si le jouer a obtenu Pile au n-lancer et vaudra Face sinon. Il est souhaitable que

(C1) latribu «f a placer sur Q contienne, pour tout n € N*, la partie
= {(Wi)keN* : W1 =...=wy = Pile}

de Q;
(C2) la probabilité P vérifie, pour tout n € N* :
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Mais construire une tribu </ et une probabilité P satisfaisant les deux conditions précédentes est loin d’étre élémen-
taire (hors programme). C’est pourquoi, nous serons parfois amenés a supposer l'existence d'un espace probabilisé

modélisant une expérience aléatoire donnée, sans analyser plus avant la problématique de I'existence. ]
EXERCICE 82 (LEMME DE BOREL-CANTELLI). — Soit (Q2, &/, P) un espace probabilisé. Soit (A;) ,en une suite d’événe-
ments telle que la série Z P(A;,) converge.
n=0
+oo
1. Pourtout n €N, posons B, := U Ag. Démontrer que la suite (By,) ,en est décroissante pour I'inclusion. Que dire
k=n

de la suite (P(B;,)) nen?

+00 +oo
2. Démontrer que P(Bj) < Z P(Ay), pour tout n € N. Que dire de P ( N Bn)?
k=n n=0

3. Nous considérons 'ensemble A formé des éléments w € Q tel qu'il existe une infinité d’entiers n € N tels que
we A, ie.:
A={weQ : 'ensemble {neN : we A,} estinfini}.

Démontrer que A est un événement, puis que P(A) = 0.

§ 7. EVENEMENT NEGLIGEABLE ET EVENEMENT PRESQUE SUR

DEFINITION 83 (EVENEMENT NEGLIGEABLE, EVENEMENT PRESQUE SOR). — Soit (QQ, «/,P) un espace probabi-
lisé.
1. Un événement A est dit négligeable si P(A) = 0.

2. Un événement A est dit presque siir siP(A) = 1.

Remarque 84 (reformulation du lemme de Borel-Cantelli). — Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé. Soit (A;) ,en une

suite d’événements telle que la série ) P(A,) converge. Dans I'exercice 82, nous avons démontré que I'événement :
n=0

A={weQ : 'ensemble {neN : we Ay} estinfini}
est négligeable. Donc I'événement :
A:={weQ: l'ensemble {neN : we A,} estfini}

est presque sUr. [

PROPOSITION 85 (DES EVENEMENTS NEGLIGEABLES ET DES EVENEMENTS PRESQUE SORS). — Soit (Q,</,P)
un espace probabilisé.
1. Soit (A;)ie; une famille au plus dénombrable d’événements négligeables. Alors I'événement | J A; est né-
gligeable. “
2. Soit (A;)jc; une famille au plus dénombrable d'événements presque sirs. Alors l'événement (| A; est
presque Sur. !
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§ 8. PROBABILITES CONDITIONNELLES

DEFINITION 86 (PROBABILITE CONDITIONNELLE). — Soit (Q, &/, P) un espace probabilisé.

1. Soient B un événement non négligeable et A un événement quelconque. La probabilité conditionnelle de
A sachant B notée :
P(A|B) ou Pp(A)

est définie par :
P(ANnB)

P(A|B):= PB)

2. Soient B un événement négligeable et A un événement quelconque. On poseP (A | B) := 0 par convention.

PROPOSITION 87 (UNE PROBABILITE CONDITIONNELLE EST UNE PROBABILITE). — Soif (QQ,«/,P) un espace
probabilisé. Soit B un événement non négligeable. Alors 'application :

o —  [0,1]

L . P(A|B)

est une probabilité sur l'espace probabilisable (Q, <f).

THEOREME 88 (FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES). — Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé.
1. Soient A, B des événements. Alors
P(AnB)=P(A) x P(B|A).

2. Soient Ay,..., A, des événements. Alors :

P(Ain...nA;) =P(A;)xP (A, | A1) xP (A3 | A1NA)x...xP(A,—1 |A1 N...NAu—2)xP (A, | AilN...NAu-1) .

EXERCICE 89. — Une urne contient une boule rouge et une boule noire. On tire au hasard une boule et on la remet
dans 'urne, en ajoutant une boule de la méme couleur. On poursuit indéfiniment le procédé. Montrer qu'une boule
rouge sera presque stirement tirée.

DEFINITION 90 (SYSTEME QUASI-COMPLET D’EVENEMENTS). — Soit (O, /) un espace probabilisable. Une fa-
mille (A;) ;1 d’événements, ot I est un ensemble au plus dénombrable, est appelée systeme d’événements si :

(@) les A; sont deux-a-deux incompatibles, i.e. pour tout (i, j) € I? tel que i # j, A;n Aj=9;

(b) laréunion de tous les A; est un événement presque s, i.e. P (U A= Z P(A;) =1.
iel iel
Exemple 91 (systéme quasi-complet d’événements formé d’'un événement et de son contraire). — Soit (0, <) un es-
pace probabilisable. Soit A un événement. Alors (A,Z) est un systeme quasi-complet d’événements. [ ]
Exemple 92 (systeme quasi-complet d’événements pour un univers dénombrable). — Soit Q) un ensemble dénom-
brable, que I’on munit de sa tribu pleine 22(Q). Alors ({w})weq est un systéme quasi-complet d’événements. ]

THEOREME 93 (FORMULE DES PROBABILITES TOTALES). — Soit (Q, </ ,P) un espace probabilisé. Soit (A;) et
un systeme complet d'événements. Pour tout événement B :

(@) lafamille (P (B| A;) xP(A;)) ;e est sommable;
(b) P(B)=) P(B|A)xP(A)).

iel
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EXERCICE 94. On lance un dé non truqué a 6 faces numérotées de 1 a 6. Si le dé a amené le chiffre k, alors on lance
k fois une piece équilibrée. Quelle la probabilité d’obtenir au moins une fois Pile ?

EXERCICE 95. — Une urne contient une boule rouge. Un joueur lance un dé équilibré. S’il obtient un 6, il tire une
boule de I'urne. Sinon, on ajoute une boule noire dans I'urne et on rejoue a nouveau. Quelle est la probabilité que la
boule rouge soit tirée? 0

PROPOSITION 96 (FORMULE DE BAYES). — Soif (Q, o/, P) un espace probabilisé.

1. Soient A, B des événements, tout deux non négligeables. Alors :

P(AIB)—P(BlA)xM
B P(B)

2. Soit(A;) e un systeme quasi-complet d'événements, formé d'événements tous non négligeables. Pour tout
événement B non négligeable, pour touti€ I :

P(B| A;) xP(A;)

S P(B1A)) xP(A))
JjeJ

P(A; | B) =

EXERCICE 97. — Vous étes directeur de cabinet du Ministre de la santé. Une maladie est présente dans la population,
dans la proportion d'une personne malade sur 10000. Un responsable d'un laboratoire pharmaceutique vient vous
vanter son nouveau test de dépistage : si une personne est malade, le test est positif a 99%. Si une personne n’est pas
malade, le test est positif a 0,1%. Calculer la probabilité qu'une personne soit malade si elle a une réponse positive au
test et commenter. a

§ 9. EVENEMENTS INDEPENDANTS

DEFINITION 98 (COUPLES D’EVENEMENTS INDEPENDANTS). — Soit (Q, &/, P) un espace probabilisé. Deux évé-
nements A, B sont dits indépendants si :

P(AnB) =P(A) xP(B).

PROPOSITION 99 (PROPRIETES ELEMENTAIRES PORTANT SUR I'INDEPENDANCE DE DEUX EVENEMENTS). —
Soit (Q, </, P) un espace probabilisé. Soient A, B deux événements indépendants, avec B non négligeable.

1. P(A|B)=P(4)
2. Les événements A et B sont indépendants.

3. Les événements A et B dont indépendants.

DEFINITION 100 (EVENEMENTS MUTUELLEMENT INDEPENDANTS). Soit (Q,/,P) un espace probabilisé.
Soit (A;) e une famille quelconque d'événements. On dit que les événements A; sont mutuellement indépen-
dants si pour toute partie finie J < I :

P(Ai|=]]PA).
ie] iel
EXERCICE 101 (INDEPENDANCE DEUX A DEUX VERSUS INDEPENDANCE MUTUELLE). — On considére ’expérience aléa-

toire qui consiste a lancer deux fois un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 et les événements A, B, C définis
respectivement par

A:= «le premier chiffre est pair» B := «le deuxiéme chiffre est impair » C := «la somme des chiffres est paire» .
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Démontrer que les événements A, B, C sont deux-a-deux indépendants, mais pas mutuellement indépendants.

PROPOSITION 102 (EVENEMENTS MUTUELLEMENT INDEPENDANTS ET EVENEMENTS CONTRAIRES). — Soit
(Q, <7, P) un espace probabilisé. Soit (A;) je; une famille d’événements mutuellement indépendants. Pour tout
i€, notons:

Ajp= A et Aj= A

Pour toute famille (€;) e € {0, 1, la famille [A,-,g i) ;e €St formée d'événements mutuellement indépendants.

Remarque 103 (reformulation de la proposition précédente). Si dans une famille d’événements mutuellement
indépendants, on remplace certains des événements par leurs événements contraires alors la mutuelle indépendance
est préservée. ]

EXERCICE 104. — On considére une piéce qui donne Pile avec probabilité p €]0, 1[ lors d'un lancer. On lance indéfi-
niment cette piece. Calculer, pour tout n € N*, la probabilité d’ obtenir Pile pour la premiére fois au n-iéme lancer.
O

§ 10. ESPACES PROBABILISES DISCRETS

DEFINITION 105 (DISTRIBUTION DE PROBABILITES). — Soit Q un ensemble. Une distribution de probabilités
sur Q est une famille (py) d’éléments de R, telle que :

> A=l

weQ)

weQ

PROPOSITION 106 (SUPPORT D’UNE DISTRIBUTION DE PROBABILITES). — Soient Q un ensemble et (p,)
une distribution de probabilités sur Q. Alors :

weQ

supp (Po) yeq :={0€Q : po >0} [support de la distribution]

est au plus dénombrable.

THEOREME 107 (PROBABILITE ASSOCIEE A UNE DISTRIBUTION SUR UN ENSEMBLE AU PLUS DENOM-
BRABLE). — Soient Q un ensemble au plus dénombrable et (p,) weq Une distribution de probabilités sur Q.

Alors :
21Q) — R,

P A — pr

weA

est l'unique probabilité sur l'espace probabilisable (0, 22 (Q)) telle que :

VweQ, PHw})=py.

EXERCICE 108 (VERS LA LOI DE POISSON). — Soit A € R}. Posons :
A A"

VneN, pp:=e ﬁ

La famille (p;) nen est sommable de somme 1. D’apres le théoreme 107, il existe une unique probabilité P sur (N, 22(N))
telle que, pour tout n € N, P({n}) = p,. Calculer P({2n+1 : neN}) etP({3n : neN}).

EXERCICE 109 (VERS LA LOI GEOMETRIQUE). — Soit p €]0, 1[. Posons :
VneN*, pp:=pl-p" L

La famille (p,)nen+ est sommable, de somme 1. D’apres le théoreme 107, il existe une unique probabilité P sur
(N*,2(N*)) telle que, pour tout 1 € N*, P({n}) = p,. Calculer P ({2n : ne N*}). O
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§ 11. MODELISATION D’UNE SUITE INFINIE DE LANCERS DE PIECE

EXPERIENCE ALEATOIRE. — Nous lancons indéfiniment une piece équilibrée.

MODELISATION D’UNE ISSUE. — Nous représentons une issue de cette expérience aléatoire par une suite :
N*
(Wn) nen~ € 10,1}

oly, pour tout n € N* :
- 1 silapiece est retombée sur Face au n-éme lancer
"7 1 0 silapiece est retombée sur Pile au n-éme lancer.

.« . * . s 2.
UNIVERS RETENU. — Nous choisissons donc Q := {0, 1}N" comme univers pour modéliser cette expérience.

INVERSION DU RESULTAT OBTENU AU n-1EME LANCER. — Pour tout n € N*, nous définissons I'application « inversion
du n-iéme résultat », notée T}, par :

Q — Q
Ty
(w1, w2,...) — (W1,...,0p-1,1—Wp,Wp41,...).
PROPOSITION 110 (NON EXISTENCE D’UNE PROBABILITE SUR (Q2, 22(())) INVARIANTE PAR INVERSION). — I

n'existe pas de probabilité P sur (Q0, 2(Q)) vérifiant la propriété d’invariance suivante :
(%) VAe?(Q), VYneN*, P(T,(A)=P)

qui refléte pour partie l'indépendance des différents lancers et le caractere équilibré de la piéce.

DEMONSTRATION. — (a) Introduction d’une relation d’équivalence. Nous définissons une relation d’équivalence
sur () en posant :

Vo= (@pnen €Q, Vo' =(0)),en € 0~0' 1= (INeN*, Vn=N, w,=w)).
(b) Choix d'un représentant dans chaque classe. L'application :

Q — Q/~
0w — W

T

est surjective. D’apres I'axiome du choix, il existe une application :

0:Q ~——Q

telle que, pour tout C € Q/ ~, ¢p(a(C)) = C. Si on pose A:=cd(Q/ ~) € 2(Q), alors :
VCeQl~, Flweld C=uw.

Lensemble A contient exactement un représentant de chaque classe d’équivalence.
(c) Dénombrabilité de 'ensemble des parties finies de N*. Notons :

PFN):={Se Z(N) : Sestfini}.

Comme :
PFN) = | 2U1,nD
neN*
I'ensemble 2% (N) est dénombrable (union dénombrable d’ensembles finis).
(d) Une écriture de QO comme réunion dénombrable. Les applications d’inversions T), (n € N*) commutant les unes
avec les autres, on peut définir, pour tout S€ 2% (N) :

Ts:= H Ty [le produit est le produit de composition] .
nes

Nous démontrons que :

Q:= || TsA.
SePF(N)
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« Justifions que U Ts(A) € Q. Comme pour tout A € 2% (N), Ts(A) est une partie de Q, I'inclusion est claire.
SePZF(N)

o DémontronsqueQc | J Ts(A). Soitw € Q. Il existe (un unique) w’ € Atel que @ = w'. Par suite w ~ w'. Nous
SePF )
en déduisons que I'ensemble :

§':={neN*: w, w0}
est fini. Nous observons alors que :
w=Ty)eTgAc | TsA.
SePF(N)
» Démontrons que l'union est disjointe. Soient S et S’ deux parties finies de N telles que Ts(A) N Ty (A) # @. 11
existe donc (w,w’) € A? tel que :
Ts(w) = Ty (w").
Comme Ts ne modifie qu'un nombre fini de termes de la suite w = (wy) ,en+ €t Ty ne modifie qu'un nombre fini
de termes de la suite ' = (0},) , n
INeN, Vn>N, w,=0w),.
Ainsi w ~ w'. Nous en déduisons que @ = o', puis w = ' car (w,w’) € A%.
Comme Ts(w) = Ty ("), les indices n tels que w,, est modifié en 1 —w,, par I'action de Ts sont les mémes que les
indices n tels que w), est modifié en 1 — w/, par'action de Ty . Ainsi S=§'.
(e) Vers une contradiction. Nous calculons :

1 = PWQ)

[(d)]

P( Ll Ts(A)

SePF(N)

Y P(Ts(4)  [o-additivité de P]

SePF(N)
= Y. P(A) [propriété d’invariance de P par inversion, cf. (x)].
SePF(N)
Que A soit ou non négligeable, nous obtenons une contradiction. [ ]
MODIFICATION DE LA TRIBU. — Pour corriger le probléme soulevé par la précédente proposition, on remplace la

tribu £ (Q) par une autre, nécessairement plus petite, mais contenant suffisamment de « parties intéressantes » pour
la modélisation de I'expérience aléatoire.
Posons pour tout n € N* :
Q — {0,1}
TTn
(W) kenr — Wp-
Notons « la plus petite tribu sur Q qui contient :

4 :={m, (b)) : (n,b) eN* x {0, 1}}

que I'on peut construire comme étant I'intersection de toutes les tribus sur Q contenant 'ensemble ¢ (une inter-
section de tribus sur Q est une tribu sur Q). Cette tribu < est stable par les applications d’inversions T, (n € N¥),
essentiellement car ¢ 'est.

DEFINITION DE LA PROBABILITE. Le théoreme d’extension de Kolmogorov (introduit plus tard, mais admis) assure
qu'’il existe une unique probabilité P sur I'espace de probabilisable (Q, &) vérifiant :

1
V(b eN"x (0,1}, P(m,'(1bh) =3
En outre, cette probabilité vérifie I'analogue de la propriété (x) suivant :
VAed, VneN*, P(T,(A)=P(A)

qui découle essentiellement de 1'unicité de la probabilité P.

CoNCLUSION. — Nous disposons a présent d'un espace probabilisé (0, «/,P) offrant un cadre théorique satisfaisant
(e.g. la probabilité d’avoir Pile au n-iéme lancer vaut 1/2 (n € N*)) pour appliquer les théorémes des probabilités déja
démontrés. La difficulté réside dans la détermination/construction d'une tribu suffisamment grosse pour contenir
des « parties intéressantes pour I'expérience aléatoire » mais pas trop pour que I'on soit en mesure de définir une
probabilité. Ces questions délicates ne seront pas discutées ici. On supposera toujours qu'on dispose d'un espace
probabilisé lié a notre modéle, mais on pourra garder a I'esprit que construire un tel n’est pas a priori chose aisée.
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§ 12. VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE ET LOI D’UNE TELLE

1. RAPPELS SUR LES IMAGES RECIPROQUES DE PARTIES

Soient Q, E des ensembles et X: ) —— E une application.
(a) Pour toute partie A de E, définit la partie X! (A) de Q par:

XA ={weQ: X eA}.
(b) Lensemble des images des éléments de Q2 par X est noté X(Q), i.e.:
X(Q) ={X(w) : we Q}.
Lapplication :

PE — 2

-1
X A — XA

possede les propriétés suivantes.

1. X 'xX@=Q
2. Pour toute famille (A;) ;e de parties de E :

x! =Jx .

iel

U4

iel

3. Pour toute famille (A;) ;e de parties de E deux a deux disjointes, les parties X “1(A)) (i € ) de Q sont deux a deux
disjointes et :

x A =L x .
iel iel
4. Pour toute famille (A;) ;e de parties de E :
xHNAai|=Nx"1A.
iel iel

Soient F est un ensemble et f: E—— F une application.

5. Pour toute partie B de F:
(feX)'B=X""(f'B).

2. DEFINITION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE ET DES EVENEMENTS ASSOCIES

DEFINITION 111 (VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE). — Soient (Q, /) un espace probabilisable et E un en-
semble. Une application X : O —— E est appelée variable aléatoire discrete sur (Q, <f) si :

(a) l'ensemble X(Q) := {X(w) : w € Q} est au plus dénombrable;
(b) pourtoutxe X(Q), X '({x) e .

PROPOSITION 112 (EVENEMENTS ASSOCIES A UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE). — Soient (2, /) un es-
pace probabilisable, E un ensemble et X : O —— E une variable aléatoire discrete sur (Q, <f).

1. Soitx € E. Alors :
X=x):=X'ow):={weQ: X =xlcd.

L'événement (X = x) est également noté {X = x}.

2. Soit Ae ZP(E). Alors :
(XeA):=X1A):={weQ: X(w)e Al e .

L'événement (X € A) est également noté {X € A}.

34



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

EVENEMENTS DEFINIS PAR DES INEGALITES POUR UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE REELLE. — Soient (Q, /) un
espace probabilisable, X: Q R une variable aléatoire discrete réelle sur (Q2, <) et x € R. On pose :

@ X<x):=X"1-00,x)i=lweQ: X(w) <x}eA;

(b) (X=x):=X"1([x,+00[) = {weQ: X(w) < x}eA;

© X<x):=X1-00,x):={weQ: X <xted;

(d) (X>x):=X1(x,+o0]):={weQ: X(w) >x} €.
Les événements (X < x), (X 2 x), (X < x) et (X > x) sont également notés respectivement {X < x}, {X > x}, {X < x} et
{X > x}.

3. LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE

THEOREME 113 (LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE). — Soient (2, </,P) un espace probabilisé, E un
ensemble, et X: Q) E une variable aléatoire discrete sur (Q, o). Lapplication :

PXEQ) — [0,1]

Px A — P(X€A

est une probabilité sur 'espace probabilisable (X (Q), (X (Q)))), appelée loi de X.

PROPOSITION 114 (DISTRIBUTION DE LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE). — Soient (2, </,P) un es-
pace probabilisé, E un ensemble, et X : Q E une variable aléatoire discrete sur (QQ, <¢). La famille :

(P(X = X)) yex(@
est une distribution de probabilités sur X (Q), qui détermine entiérement la loi de X :

VAe 2(X(Q), Px(A):=PXeA=) PX=ux).

xeA

DEMONSTRATION. — (@) Pourtout x€ X(Q), P(X =x) > 0.
(b) Nous calculons:
Q=Xx'x@)=x" ( LJ {x}) = 1 x'dx
xeX(Q) xeX(Q)
Comme X (Q) est au plus dénombrable, nous appliquons la o-additivité de la probabilité P pour obtenir :
1=P@= ) PX'(xh)= )Y PX=x.
xeX(Q) xeX(Q)
(c) Soit Ae 22(X(Q)). Comme A est une partie de X () au plus dénombrable, A est elle-méme au plus dénombrable.
Ainside:
Xty =x" ( L {a}) = L x " dap
acA acA

et de la o-additivité de la probabilité P, nous déduisons :

P(XeA)=P(X'(A)= P(|_| x! ({a})) =Y P(X'da))= Y PX=a).

acA acA acA
|

Remarque 115 (De l'espace probabilisé sous-jacent a une variable aléatoire discréte). — L étude d'une variable aléa-
toire discrete consiste, pour partie, a déterminer sa loi. Souvent, 'espace probabilisé de départ (Q, «,P) n’apparaitra
que de maniére implicite, et ne sera pas au cceur de I'étude. ]

PROPOSITION 116 (SYSTEME QUASI-COMPLET D’EVENEMENTS ASSOCIE A UNE V.A.D.). — Soient (Q0,</,P) un
espace probabilisé, E un ensemble, et X : Q E une variable aléatoire discrete sur (Q, /). Alors :

(X =X)xex@)

est un systeme quasi-complet d'événements.
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DEMONSTRATION. — (@) Soit (x7,x2) € X(Q)2.
(X=x)N(X=x)=X""x)n X 1{x) = X (x)nix).

Six; # xp, alors {x1}N{xx} =T etdonc (X =x1)N(X=x3)=0.
(b) Nous observons :

Ll x=0= || X‘l({x})=x—1( L] {x}) =X'x@)=0q.
x€X(Q) x€X(Q) xeX(QQ)

EXERCICE 117 (LOI HYPERGEOMETRIQUE DE FORMULE DE VANDERMONDE). — On tire simultanément »n boules dans
une urne contenant a boules rouges et b boules vertes.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de boules rouges.
2. Justifier I'identité P(X € [0, a]) = 1, puis I'expliciter.
3. Proposer une démonstration alternative de la formule observée en 2.

O

EXERCICE 118 (LOI GEOMETRIQUE). — On effectue une suite infinie de lancers d'une piéce retombant sur Pile avec
probabilité p €]0, 11.

1. Déterminer laloi de la variable aléatoire X égale au rang d’apparition du premier Pile.
2. Justifier I'identité P(X € N*) = 1, puis I'expliciter.

3. Proposer une démonstration alternative de la formule observée en 2.

Convention. Nous ne considérerons dans la suite que des variables aléatoires discretes. Ainsi,
désormais, écrirons-nous « variable aléatoire » au lieu de « variable aléatoire discrete ».

4. EGALITE EN LOI DE DEUX VARIABLE ALEATOIRE

DEFINITION 119 (EGALITE EN LOI DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES). — Soient X et Y deux variables aléatoires
(non nécessairement définies sur le méme espace probabilisé). On dit que X et Y sont égales en loi et on note
X~Y,si:

(a) X(Q)=Y(Q);
(b) pourtoutze X(Q),P(X =2)=P(Y =2)

autrement dit si les ensembles X(Q) = Y(Q) sont égaux et si les deux lois de probabilités Px et Py sur
(X(Q), (X(Q))) coincident.

1
EXERCICE 120 (EGALITE EN LOI VERSUS EGALITE). — Soient X une variable aléatoire telle que X ~ % (5) etY =1-X.

Démontrer que X ~ Y, bienque X #7Y. )

5. VARIABLE ALEATOIRE IMAGE

THEOREME 121 (VARIABLE ALEATOIRE IMAGE). — Soient (Q,</,P) un espace probabilisé, E,F deux en-
sembles, X: Q E une variable aléatoire sur (Q0, <f) et f: E—— F une application. Alors :

1. Lapplication f(X) := f o X: Q —— F est une variable aléatoire sur (Q, /).
2. Pourtout Ae 22(f(X(Q))) :

P/ (A) =P (X € f71(4)

et donc la loi de la variable aléatoire f(X) est entierement déterminée par la loi de la variable aléatoire X .
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DEMONSTRATION. — (1a) Nous observons que :
[oX(Q) = f(X(Q).

Comme X(Q) est au plus dénombrable, il existe une partie A de N et une application bijective g: A —— X(Q). L'ap-

plication :
A — foX(Q)

e — flg(a)

est donc surjective. Il existe donc une application injective :
i: foX(Q)—A

Comme i induit une bijection de f o X(Q) sur i(f o X(€2)), qui est une partie de N, 'ensemble f o X(Q) est au plus
dénombrable.
(Ib) Soit y € fo X(Q) = f(X(Q2)). Comme :

(FeX) (D) =x""(f" (1)
et f71 ({y}) € 2(X(Q)), nous pouvons appliquer la proposition 112 pour obtenir :
(foX)™ ({y) esr.
(2) Soit Ae 22(f(X(9))).Alors:

Pro(A):=P((foX)(A)=P(X ' (f W) =P(Xef ).

COROLLAIRE 122 (EGALITE EN LOI DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES IMAGES). — Soient X et Y deux variables
aléatoires telles que X ~ Y, F un ensemble et f: X(Q) —— F une application. Alors :

fX)~ f(Y).

6. LOI CONDITIONNELLE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

DEFINITION 123 (LOI CONDITIONNELLE DE X). — Soient (Q, &/, P) un espace probabilisé, A un événement non
négligeable, E un ensemble et X : QO — E une variable aléatoire sur (Q, <f). La loi conditionnelle de Y sachant
A est la loi de X pour la probabilité P 4, qui est définie par :

P(XeB)n A)

VBc X(Q), P(XeB|A= PA)

EXERCICE 124 (CONDITIONNEMENT BINOMIAL/BINOMIAL). — Soient (n, p, q) € N*x]0,1[x]0,1[, X une variable aléa-
toire de loi &(n, p) et Y une variable aléatoire a valeurs dans [0, n] telle que :

Vkel0,nl, Y/X=k ~3ABkq).

Déterminerlaloide Y. O
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§ 13. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION 125 (LOI CONJOINTE ET LOIS MARGINALES). — Soient (Q, </,P) un espace probabilisé, E, F des
ensembleset X: Q) —— E et Y : Q —— F deux variables aléatoires.

(@) La loide la variable aléatoire :

Q — ExF

Z=(XY) 0w — X)), Y W)

est appelée loi conjointe de X etY . Cette loi est entierement déterminée par la distribution de probabilités :

(PX=x,Y = y))(x,y)exm)me)

sur l'ensemble au plus dénombrable X (Q) x Y (Q).
(b) Les lois de X etY sont appelées lois marginalesde Z = (X, Y).

Remarque 126 (un couple de variables aléatoires est une variable aléatoire). — Nous conservons les mémes nota-
tions que dans la précédente définition. Nous avons affirmé que Z = (X, Y) est une variable aléatoire, ce qui demande
quelques vérifications.

(a) Lesensembles X(Q) et Y (Q) sont au plus dénombrables, dont X (Q) x Y (Q2) également. Comme :
Z(Q)cX(Q)xY(Q)

I'ensemble Z(Q) est au plus dénombrable (une partie d'un ensemble au plus dénombrable est au plus dénom-
brable).

(b) Soit (x,y) € Z(Q) € X(Q) x Y ().
Z ) ={oeQ: X), Y =xnt=X"dx)n vy ({y}).

Comme X et Y sont des variables aléatoires, X! ({x}) et Y~! ({y}) appartiennent a la tribu «/ et, par propriétés
des tribus, leur intersection également.

PROPOSITION 127 (LA LOI CONJOINTE DETERMINE LES LOIS MARGINALES). — Soient (Q2, «/,P) un espace pro-
babilisé, E, F des ensembles et X: QO —— E et Y : Q —— F deux variables aléatoires. Posons Z = (X,Y).

1. Pour tout x € X(Q), la famille (P(Z = (x, y)))er(Q) est sommable et :

PX=x)= Y PZ=(xy).
yEY (Q)

2. Pourtouty € Y(Q), la famille (P(Z = (x,¥))) ¢ x () @5t Sommable et :

PY=y= Y PZ=(xy).
xeX(Q)

La loi de Z détermine donc entierement les loisde X et Y .

Les lois marginales ne déterminent pas nécessairement la loi conjointe, i.e. connaitre les lois des
@ variables aléatoires X et Y ne suffit pas a prioripour savoir laloi du couple Z = (X, Y), cf. exemple
ci-dessous.

Exemple 128 (les lois marginales ne déterminent pas nécessairement la loi conjointe). — Considérons quatre va-
riables aléatoires Xj, Y7, Xy, Y» a valeurs dans {0, 1} tels que les lois des couples (Xj, Y1) et (X», Y») soient donnés par les
tables ci-dessous.
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Loi du couple (X1, Y1) Loi du couple (X, Y>)
1 1 1 1
P(X1=0,Y1=0)=L—1 P(X1=0,Y1=1)=Z P(X2=0,Y2=0)=5 P(X2=0,Y2=1)=§
1 1 1 1
P(XI:LYI:O):Z P(X1=1,Y1=1)=Z P(X2=1,Y2=0)=§ P(Xz=1,Yz=1)=g

Les variables aléatoires Xj, Y1, X2, Y> sont de Bernoulli et nous calculons :

1 1 1
PXi=1D)=PX;1=1,1=0+PX;1=1,1=1)==-+-=—
4 4 2
1 1 1
P(Y1:1)=P(Y1=1,X1=O)+P(Y1=1,X1=1)=Z+Z=E
1 1 1
P(XZZI)ZP(XZZI,Y2=0)+P(X2=1,Y2=1)=§+6=§
1 1 1
P(Y2:1)=P(Y2=1,X2:O)+P(Y2:1,X2:1)=§+E=E.

Ainsi
1 1 1 1

Xi~AB|=| , N~B|l=-| , Xo~B|=| , Yo~AB|-].
2 2 2 2

Bien que X; ~ X, et Y1 ~ Y5, les couples (X3, Y1) et (X2, Y2) ont des lois différentes.

]
EXERCICE 129. — Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :
PR 2 — N
(%) VG, j)eEN?, P(X=i,Y=j)= P

1. Vérifier que (%) définit bien une loi pour le couple (X, Y).

2. Déterminer lesloisde X etde Y.

3. CalculerP(X =Y).
EXERCICE 130. — Soient p €]0,1[ et X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que la loi du couple

(X,Y) est donnée par :
n|(1\" noo
ViknmeN:, PX=kY=n)= (k)(i) p(l-p) sik<n
0 sinon

1. Montrer qu’il s’agit bien d'une loi de probabilité.
2. Déterminerlesloisde X et Y.

DEFINITION 131 (LOI CONJOINTE DE 1 VARIABLES ALEATOIRES). — Soient (Q,</,P) un espace probabilisé,
E;,..., E;, des ensembles et des variables aléatoires :

X1:Q—Ep,..., Xn: Q — Ej.

(@) La loi de la variable aléatoire discréte Z = (X;,...,X,) est appelée loi conjointe des variables aléatoires
X1,..., Xp. Cette loi est entierement déterminée par la distribution de probabilités :

PXy=X1, -+, Xn = Xn)) (1,00 k) €X1 (Q) .. x X (Q)

sur l'ensemble au plus dénombrable X; (Q) x ... x X, (Q).

(b) Les lois des variables aléatoires X1, ..., X, sont appelées lois marginales de Z.
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St:

DEFINITION 132 (COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES). — Soient (Q2, «/,P) un espace proba-
bilisé et X,Y deux variables aléatoires sur (Q,<f). On dit que X et Y sont indépendantes et on note X 1L Y,

V(A B e2(X(Q)xP(Y(Q), P(XeA YeB)=P(XeAxP(YeB).

X1Y < VxyyeXQxY(Q),

PROPOSITION 133 (CRITERE D’INDEPENDANCE VIA LES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES). —
(Q, </, P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires sur (Q,<f). Alors :

PX=x,Y=y)=PX=x)xP(Y =y).

Soient

DEMONSTRATION. — Limplication directe est claire. Démontrons I'implication réciproque. Supposons :

Vx,eXQ)xY(Q), PX=x,Y=y)=PX=x)xP(Y =y).

Soit (A, B) € 22(X(Q)) x 2 (Y (Q)). Comme X (Q) et Y (Q) sont au plus dénombrables, les ensembles A et B le sont aussi.
L'ensemble A x B est donc également au plus dénombrable.

P(X€A,YeB) =P(X ' (AnY'(B)

=P (|_|(X=a))n(|_|(Y=b)

_p|x! (|_| m}) n Y-1(|_| {b}))

acA beB

acA

_p (|_| X-l({a})) n (|_| Y‘l({b})))

beB

|

acA beB

=P| || (X=a,Y=b))

(a,b)e AxB

> P(X=a,Y=b) [o-additivité]

(a,b)eAxB

> PX=a)xP(Y=b) |[propriété (x)]

(a,b)e AxB

Y P(X= a)) x (Z P(Y = b)) [théoréme de Fubini]
acA beB

=P(Xe A)xP(Y€EB) [proposition 114].

2. INDEPENDANCE D’UN NOMBRE FINI DE VARIABLES ALEATOIRES

dantes si :

DEFINITION 134 (FAMILLE FINIE DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES). — Soient (Q2, «/,P) un espace
probabilisé et X, ..., X, des variables aléatoires sur (Q0, «f). On dit que les variables X, ..., X, sont indépen-

V(A1,...,Ap) € 2(X1(Q) x...x P(X,(Q), PX1€A,..., Xp€A)=P(X1€A)) x...xP(X,, € Ap).
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PROPOSITION 135 (CRITERE D’INDEPENDANCE VIA LES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES). — Soient
(Q,</,P) un espace probabilisé et Xi,..., X, des variables aléatoires sur (Q,<f). Les variables X, ..., X, sont
indépendantes si et seulement si :

V(X1,...,X0) €EX1(Q) x...x X;,(Q), PXj=x1,..., Xp=x,)=PX; =x1) x... x P(X;; = x5,).

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur 'entier n > 2, en appliquant la proposition 133,

qui correspond au cas n = 2.
O

3. LEMME DES COALITIONS

LEMME 136 (DES COALITIONS). — Soient (Q, </,P) un espace probabilisé, X, ..., X;, des variables aléatoires
sur (Q, <), me [1,n—1], E, F des ensembles et deux applications :

[ XQ)x...x Xn(Q) — E , g Xm1(Q) x...x X,(Q) —— F.
Si les variables aléatoires X;, ..., X;, sont indépendantes alors :

f(Xl)---er) J-Lg(Xm+1,---;Xn)-

DEMONSTRATION. — Nous ne considérons que le cas ou n = 1 et m = 1. Nous supposons que X; 1L X, et nous dé-
montrons que f(X;) 1L f(X2) i.e. que:

V(B1,B2) € 2(f(X1 (D)) x 2(g(X2(D), P(f(X1) € By, g(X2) € By) =P(f(X1) € B1) x P(g(X2) € By).

Soit (B1, B2) € 2(f(X1(2)) x 2 (g(X2(D)).

P(f(X1) € B1, f(X2) € By) P((foX1) ' (B) N (foX2)™'(By)

= P(X7 (fT ) n X5 (g7 (B))

= P(Xief'(B), X2eg ' (B)

= P(Xief'B)xP(X2eg ' (B)) (X1l Xp]
= P(X{' (71 B))xP(X; ' (871 (BD))

= P((foX) ' (B))xP((goX2)" (B)

= P(f(X7) € By) xP(g(Xz) € By)

4. INDEPENDANCE D’UNE FAMILLE QUELCONQUE DE VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION 137 (FAMILLE QUELCONQUE DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES). — Soient (2, </,P) un
espace probabilisé et (X;) je; une famille de variables aléatoires sur (0, «/,P). On dit que les variables aléatoires
X; (i € 1) si, pour toute partie finie J de I, les variables X; (i € J) sont indépendantes.
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5. THEOREME D’EXTENSION DE KOLMOGOROV

THEOREME 138 (D’EXTENSION DE KOLMOGOROV). — Soient:
o E un ensemble au plus dénombrable;
o % une probabilité sur (E,2?(E)).

Il existe un espace probabilisé (), o ,P) et une suite (X,) neN de variables aléatoires définies sur (Q, &f), indépen-
dantes et de méme loi L.

Ce théoreme est admis.

Remarque 139. — C’est souvent ce théoréme que nous appliquerons pour obtenir un cadre théorique, dans les situa-
tions ol1 nous répéterons indéfiniment un jeu (e.g. le lancer d’'une piéce, le lancer d'un dé). [

§ 15. LOI UNIFORME

DEFINITION 140 (LOI UNIFORME). — Soient (Q), </, P) un espace probabilisé, E un ensembleet X: O — E une
variable aléatoire. On dit que X suit la loi uniforme sur X (Q) et on note X ~ 2 (X (Q)) si :

(a) X(Q) estfini;

(b) si toutes les probabilités P(X = x), ot x € X(Q)), sont égales.

Dans ce cas : i

VIeX(@Q) PX=x)= ey

PROPOSITION 141 (CALCULS DE PROBABILITES POUR UNE LOI UNIFORME). — Soient (2, </ ,P) un espace pro-
babilisé, E un ensemble et X : QO — E une variable aléatoire telle que X (Q) est fini. Si X ~ % (X(Q)), alors :

Card(A)
VAeZ(X(Q), P(XeA)=——.
CPXA, PXeD=E sxQ)
DEMONSTRATION. — Soit A€ 22(X(Q)). D’apres la proposition 114 :
1 _ Card(4)

PXeA)=) PX=x)=)

xeA xX€A

Card(X(Q))  Card(X(Q))"

Situation de reconnaissance de loi uniforme. — Une variable aléatoire X suit une loi uniforme
Qg\; si et seulement si X(Q) est fini et toutes les valeurs de X ont méme probabilité. Si tel est le cas,
X ~ % (X(Q)).

Exemple 142. — On dispose 100 boules numérotées de 0 & 99, indiscernables au toucher, placées dans une urne. On
en tire une et on note N le nombre obtenu.
Alors N(Q) =[0,99] et, comme les boules sont indiscernables au toucher, toutes les valeurs de N ont la méme proba-
bilité d’apparaitre. Donc N ~ %/([0,99]) et :

1
Vxe€[0,99], P(N=x)=——.
x€[ 1 ( X) 100
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§ 16. LOI DE BERNOULLI

DEFINITION 143 (LOI DE BERNOULLI DE PARAMETRE p). — Soient (Q, «/,P) un espace probabilisé, X: O — R
une variable aléatoire. On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p, oii p € [0,1] et on note X ~ %B(p),
Si:

(a) X(Q) =1{0,1};

(b) P(X=1)=p.
Remarque 144 (terminologie liée a une loi de Bernoulli). — Soit X une variable aléatoire suivant la loi %(p), ou
p € 10,1]. Lévénement (X = 1) est appelé «succes » et 'événement (X = 0) est appelé « échec ». Le parametre p de la
loi de X est donc la probabilité d’avoir un succes. ]

Situation de reconnaissance de loi de Bernoulli. — Une variable aléatoire X suit une loi de Ber-
noulli si et seulement si son ensemble de valeurs X (Q) est {0, 1}. Si tel est le cas, alors X ~ &(p),
oup:=P(X=1).

PROPOSITION 145 (PROBABILITE DE I’ECHEC POUR UNE VARIABLE ALEATOIRE DE BERNOULLI). — Soient
(Q, </, P) un espace probabilisé, X : QO — R une variable aléatoire telle que X ~ B(p), ott p € [0,1]. Alors :

P(X=0)=1-p.

DEMONSTRATION. — Comme X (Q) = {0, 1}, la famille ((X = 0), (X = 1)) est un systéme quasi-complet d’événements.

Donc:
PX=0+PX=1)=1.

CommeP(X=1)=p,P(X=0)=1-p. |
Exemple 146. — On lance un dé équilibré, dont les 6 faces sont numérotées de 1 a 6. On note X la variable aléatoire
qui vaut 1 sil’on obtient un chiffre multiple de 3 et 0 sinon.

Alors X suite une loi de Bernoulli, puis qu’elle a pour valeurs 0 et 1. Son parametre est :

—P(X—l)—P(BG})—g—l
Y

ol P est la probabilité uniforme sur ([1,6], 22([1, 6]). ]

PROPOSITION 147 (INDICATRICE D’UN EVENEMENT). — Soient (Q,</,P) un espace probabilisé, et A un évé-
nement. Alors la fonction indicatrice de A

Q — {0, 1}
14 o 1 siweA
0 sinon

est une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de parameétre p := P(A).

DEMONSTRATION. — (a) Comme 14(Q2) c{0,1} et:
L' {(1)={weQ: lxw=1}=Aesd et 1;'(0)={0eQ:1,(w)=0}=Acs

1,4 est une variable aléatoire sur (Q,.<7).
(b) Comme 14(Q) c{0,1}, 1a variable 1 4 est de Bernoulli, de parametre :

p:=P(14=1)=P(1, ({1})) =P(A).
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EXERCICE 148. — Soient (X;),en+ une suite de variables aléatoires, définies sur un méme espace de probabilités
(Q, </, P), indépendantes, suivant toutes la méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1]. Pour tout w € Q, notons :

T() = min{n e N* : X,,(w) =1} sil’ensemble {n e N* : X, (w) = 1} est non vide
@)= +00 sinon.
1. Démontrer que I'application :

T Q — N*U/{+o0}

w — T(w)
est une variable aléatoire discrete.

2. Démontrer que (T € N*) est un événement presque sar.

§17. LOI BINOMIALE

HEURISTIQUE POUR LA LOI BINOMIALE. —

(a) On considere une expérience de Bernoulli, i.e. une expérience aléatoire qui ne posséde que deux issues : 0
(échec) et 1 (succes). La probabilité de succes est notée p (et donc p € [0,1]). On fixe un entier naturel non
nul z et on répete n fois cette expérience de Bernoulli de maniére indépendante.

(b) Onnote X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes.
(c) Lensemble des valeurs de X est X(Q) = [0, n].

(d) Soit k € [0, n]. Lévénement (X = k) correspond a I'obtention de k succes lors des n répétitions indépendantes
de I'expérience de Bernoulli. Ainsi :

(X =k) ={(x1,x2,...,x) €{0, 1} : xy + X2 +...+ x, = k}
ol x; représente le résultat de la i-éme répétition de I'expérience de Bernoulli. Comme 'application :

{(x1,%2,.., ) €{0, 1} : X1+ X2 +...+x, =k} — (1, nl)
(x1)x27~--rxﬂ) —_ {iE [[lrn]] : xl = 1}

est bijective :
(x)  Card(X=k) = (Z)
Soit (x1, x2,...,X,) € (X = k), alors
P((x1,X2,...,X,)) = P(« 1% répétition donne x1 ») x ... x P(« n®™e répétition donne xy, »)

car les répétitions sont indépendantes. Ensuite puisqu’il y a k fois le chiffre 1 et donc (n — k) le chiffre 0 dans le
n-uplet (x1, x2,...,Xz),0ona:

P((x1,X2,...,X,)) = P(« 1% répétition donne x; ») x ... x P(« n®me répétition donne x, ») = pk x (1— p)"_k.
On a donc établi que :
(k%) Y (X1, %2, %) €(X =K) P((x1,%2,...,%,) = p* x (1= p)" K.

De (%) et x*), on déduit que :

P(X=k) = (Z) xp*x@-p"*

n
Le facteur ( k) correspond au nombre de choix des places des k succes lors des n répétitions.
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DEFINITION 149 (LOI BINOMIALE). — Soient (Q, </, P) un espace probabilisé et X : O — R une variable aléa-
toire. On dit que X suit la loi binomiale de parametre (n, p) oti (n, p) € N* x [0,1] et on note X ~ %B(n, p), si:

(@ X)) =I[0,n];

(b) Vke[0,n]l, P(X=k)= (Z) pk(l - p)n_k.
Remarque 150. — Si p € [0, 1], alors la loi binomiale 28(1, p) est simplement la loi de Bernoulli Z(p). [ |
Remarque 151. — On conserve les notations de la définition 149. Comme ((X = k))eq1,,) €St un systeme complet

d’événements :
n
P(|_|(X: k)) =1.
k=0

Ainsi, par o-additivité de la probabilité P :

> P(X:k):P( (X:k))zl.

k=0 k=0
etdonc:
S A n—k
Y| |pra-prt=l
i=o \k
On retrouve ainsi un cas particulier de la formule du binéme de Newton, car (p+ (1 —p))" =1. ]

EXERCICE 152 (SOMME DE 71 V.A. DE LOI Z3(p) INDEPENDANTES). — Soient (Q, </, P) un espace probabilisé et X,..., X},
des variables aléatoires sur (Q2, o, P), indépendantes, suivant toutes la loi 8(p), ou p €]0, 1[. Démontrer que :

X1+...+ X, ~AB(n,p).

au moyen d'un raisonnement par récurrence.

Situation de reconnaissance de loi binomiale. — SiI'on répéte n fois (n € N*) une expérience
de Bernoulli (i.e. une expérience aléatoire ayant deux issues : 0 et 1) de maniere indépendante et
si X est la variable aléatoire qui compte le nombre de succes (i.e. de 1) obtenus, alors X ~ %8(n, p)
ol p est la probabilité de succes lors d'une réalisation de I'expérience de Bernoulli.

Exemple 153. — Dans une urne, on place une boule rouge et cinq boules noires. On effectue une suite de 10 tirages
avec remise et on note X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges obtenues.

On répete donc 10 fois, de maniere indépendante (car la boule tirée est remise), une expérience de Bernoulli. Celle-ci
consiste a tirer une boule dans I'urne et a prendre comme issue 1 si la boule tirée est rouge et 0 sinon. La variable X
compte le nombre de succes. Les boules ayant toutes la méme probabilité d’étre tirées (hypothese additionnelle), la

1 1
probabilité d’avoir un succes lors d'un tirage est s La variable X suit donc la loi 28 (10, 6) etona:

10 1 k 5 10—k
V k € [0,10], P(X_k)_(k)(é) (g) .

§ 18. LOI DE POISSON

DEFINITION 154 (LOI DE POISSON). — Soient (Q2, </,P) un espace probabilisé et X: Q —— R une variable
aléatoire. On dit que X suit la loi de Poisson de parametre A, oit A € R et on note X ~ 22 (A), si:
(a) X(Q)=N;

n

(b) YneN, P(in):e"l%.

Remarque 155 (caractere bien défini de la loi de Poisson). — Fixons A > 0.
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/171
o Lafamille (e”1 —') est une famille de réels positifs ou nuls.
N ) neN

n
L s X
» Nous savons que le rayon de convergence de la série entiére Z — est+ooetque:

n>o N
+00 xn .
VxeR, —=e.
n:0 n.
Al Al
Ainsi, la série Z e ! — est absolument convergente, de somme 1. Nous en déduisons que la famille (e‘7L —')
n=0 n JueN
est sommable, de somme 1.
La loi de Poisson 22(A) est donc bien une loi. ]

Remarque 156 (pas de situation de reconnaissance pour une loi de Poisson). — Il n'y a pas de situation typique pour

reconnaitre une loi de Poisson. Cette derniére apparait comme « une loi limite ». Toutefois, la loi de Poisson Z2(A)

est

souvent utilisée pour modéliser des événements rares, i.e. des événements dont la réalisation dans un laps de temps

T donné suit une loi de Bernoulli (p), avec p « petit», de'ordre de A/ n, avec « n grand ». Cf. théoréme suivant.

THEOREME 157 (APPROXIMATION D’UNE LOI BINOMIALE PAR UNE LOI DE POISSON). — Soient (), </,P) un
espace probabilisé, et (X,) nen une suite de variables aléatoires telles que pour tout n € N, X, ~ % (n, pn). Sup-
posons que :

A>0.

n
Pn n—+oo

Alors pour tout k € N fixé :

DEMONSTRATION. — (a) Fixons k € N*. Soit n un entier tel que n > k.

n
k

_ 1 n! K
)pzu_p")nk:ﬁ oo Pn (o)™
. a. TJ

P(ank)z(

11 suffit de démontrer a;, —= Ak et by, = et pour obtenir le résultat du théoréme.
n—+o00 n—+oo

(b) Nous calculons:
k-1 k=1
an = (l_[ n- i) pt=T](n-dpn)  [leproduit contient k facteurs et k est fixé].
i=0 i=0

Soiti € [0, k—1].

n—i ~ np,——A.
( )pn n—+oo pn n—+oo

Nous en déduisons que a, — Ak,
n—+oo

. A
A >0, nous déduisons que p, ~ —,ie.:
n—+oo n—+oo n

)
o|—|.
n

(c) Del’hypothese np,

A

Comme —0:
pn n—+oo

Pour toutn > N :

by =exp((n—k) In(1-py)) L= EXD ((n— k) ln(l - % +o(l))) = exp (—%k/1+0(1)).

n n—+oo

Par continuité de la fonction exponentielle, b, — e,
n—+00
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EXERCICE 158 (SOMME DE DEUX V.A. DE POISSON INDEPENDANTES). — Soient X et Y des variables aléatoires indé-
pendantes sur le méme espace probabilisé (Q, </, P). Supposons X ~ Z(1) et Y ~ P (u), ot (A, 1) € R} x R}. Démon-
trer :

X+Y~2PA+p).

§ 19. LOI GEOMETRIQUE

HEURISTIQUE POUR LA LOI GEOMETRIQUE. —

(a) On considere une expérience de Bernoulli, i.e. une expérience aléatoire qui ne posseéde que deux issues : 0
(échec) et 1 (succes). La probabilité de succes est notée p (p €]0,1]). On répéte cette expérience de Bernoulli
une infinité de fois, de maniere indépendante.

(b) On note X la variable aléatoire égale au rang du premier succes.
(c¢) Lensemble des valeurs de X est X(QQ) = N* U {+o0}.

(d) Notons, pour tout n € N*, X, le résultat obtenu lors de la n-iéme expérience de Bernoulli. Toutes les variables
aléatoires X, suivent la loi %8(p) et elles sont indépendantes, car les répétitions des expériences de Bernoulli le
sont.

(e) Nous observons que :
X=D=&=0D

etdoncP(X=1)=P(X;=1)=p.

(f) Soit n un entier tel que n > 2. Comme :
(in):(Xlzo)---!anl :O'anl)

il vient :

P(X=n) P(X;=0,...,X,.1=0,X,=1)°
= PX1=0)...PX,-.1=0P(X,=1) [les v.a. X, ..., X, sont indépendantes]

= 1-p)...d-pp [les v.a. Xi, ..., X, suivent toutes la loi B(p)|
[N

n—1facteurs
= a-p"p.
(g) Lesrésultats obtenus en (e) et (f) s'unifient :
VneN*, PX=nm=>1-p)"!p.

(h) Delao-additivité de la probabilité P et des résultats sur les séries géométriques (—1 < 1—-p < 1), nous déduisons :

P(X=+00)=1-P(X#+00)=1-P(XeN)=1- ) P(X=n)=1-px Y (1-p)"'=1-px ——=0.
neN* neN* 1-0-p)

Lévénement (X = +o0o) est donc négligeable.

e Comme (X = +00) est négligeable, nous considérerons que I’ensemble des valeurs de X est
S X(Q) =N*.

DEFINITION 159 (LOI GEOMETRIQUE). — Soient (0, «/,P) un espace probabilisé, X : Q R une variable
aléatoire. On dit que X suit la loi géométrique de parametre p, o p €]0, 1] et on note X ~ 4 (p), si :

(@ X(Q)=N*;
(b) VneN*, PX=n)=pQ1-p" L
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Situation de reconnaissance de loi géométrique. — Sil’on répéte indéfiniment une expérience
de Bernoulli (i.e. une expérience aléatoire ayant deux issues : 0 pour un échec et 1 pour un suc-

e cés) de maniere indépendante et si X est la variable aléatoire égale au rang du premier succes,
alors X ~ ¥ (p), ou p €10, 1] est la probabilité de succes lors d'une réalisation de I'expérience de
Bernoulli.
EXERCICE 160 (ABSENCE DE MEMOIRE). — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*. On dit que X vérifie la

propriété d’absence de mémoire si :
(AM) v (k,n) € N?, PX>n+k|X>n)=PX>k).
1. Supposons que X ~%(p), ou p €]0, 1[. Calculer, pour tout ne N :
P(X > n)

et en déduire que X vérifie la propriété (AM).

2. En considérant la situation de reconnaissance d'une loi géométrique, expliquer au moyen de quelques phrases
I'absence de mémoire pour une telle loi, en motivant la terminologie retenue pour la propriété (AM).

3. On suppose que X vérifie la propriété d’absence de mémoire (AM). Démontrer que X suit une loi géométrique.
0

EXERCICE 161 (MINIMUM DE DEUX VARIABLES GEOMETRIQUES INDEPENDANTES). — Soient X, Y deux variables aléa-
toires discretes indépendantes suivant la loi géométrique ¥4 (p), ou p €]0, 1]. Démontrer que la variable min(X, Y) suit
une loi géométrique. )

EXERCICE 162 (RECONNAISSANCE DE LOIS USUELLES). — On jette une infinité de fois un dé équilibré dont les faces
sont numérotées de 1 a 6.

1. On note X; la variable aléatoire égale au nombre de 5 obtenus lors des 20 premiers lancers. Quelle est la loi de
X1?

2. On note X; le chiffre obtenu lors du 100¢™¢ lancer. Quelle est la loi de X5 ?
3. On note X3 le rang du premier lancer ot1 le dé a amené un multiple de 3. Quelle est la loi de X3?

4. On note X4 la variable aléatoire égale a 1 si le 50°™¢ lancer a amené un nombre pair et égale a 0 sinon. Quelle est
laloide X2

§ 20. ESPERANCE

NoTATION. — Dans toute cette partie, on fixe un espace probabilisé (Q2, o, P). Toutes les variables aléatoires considé-
rées ici seront définies sur cet espace probabilisé et discretes.

1. DEFINITION DE LA NOTION D’ESPERANCE

DEFINITION 163 (ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEURS DANS [0, +oo]). — Soit X une variable
aléatoire a valeurs dans [0, +oo]. On définit l'espérance de X, notée E(X), comme étant la somme de la famille
(x P(X = X)) xex(q) dans [0,+0o0], i.e. :

EX):= ) xP(X=x) [élémentde(0,+o0]].
XeX(Q)

PROPOSITION 164 (ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEURS DANS N). — Soit X une variable aléa-
toire a valeurs dansN. Alors :
EX)= ) P(X=n).

neN*
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DEMONSTRATION. — (a) Comme X est a valeurs dans N :

EX):=) kP(X=k= ) kPX=k [la valeur k = 0 ne compte pas dans le calcul de I'espérance] .
keN keN*

(b) Soit n e N*. Comme X est a valeurs dans N :
X=m=x" ( L] {k}) = U xl'd)= | x=h.
ke[n,+oo[ ke[n,+oo[ ke[n,+oo[

Comme I'ensemble [, +o0o[ est dénombrable, nous appliquons la o-additivité de P pour obtenir :

PX>n= Y PX=k.

keln,+ool

(c) Posons:
PX=k) sik=n

* * _
V(n k) eN"x N7, uk’”_{ 0 sik<n.

Nous calculons :

Y PX=m=) ) PX=k [dapres(D)]

neN* neN* ke[n,+oo[

oY wkn [pour tout n € N*, ug. , =P(X = k) si k > n]

neN* ke[n,+ool

YooY ugn [pour tout n € N*, uy,, =0si k < n|
neN* keN*

=Y ) ukn [théoréme de Fubini]
keN* neN*

=) ) PX=kh [pour tout n € N*, ug , =0sin> ket ug, =P(X =k) si n < k]
keN* nel[l,k]

=Y kP(X=k)
keN*

=E(X) [dapres(a)].

Exemple 165 (espérance d’une loi géométrique). — Soit X une variable aléatoire de loi 4 (p), ou p €]0,1]. Comme X
est a valeurs dans N*, pour tout n € N* :

+00
P(X>n)= P(X=k) [o-additivité de P]
k=n

+o0o
=Y pa-p*t

k=n
1- )n—l
:p—p
1-(1-p)
- (l _p)n—l.

D’apres la proposition 164 :
1 1

EX0= Y PXsm=Y -ple—t -1
ﬂ;\]* ng\]* p 1-0-p) p
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DEFINITION 166 (ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEURS COMPLEXES). — Soit X une variable
aléatoire a valeurs complexes.

(a) Ondit que X possede une espérance finie, si la famille (x P(X = X)) xex(q) est sommable, i.e. si :

Y IxIP(X=x)<+oo |[préterattention aux modules| .
x€X(Q)

(b) Si X possede une espérance finie, alors la somme de la famille sommable (x P(X = x)) xex () est appelée
espérance de X et notée E(X), i.e.

E(X) := Z xP(X =x) [ moyenne des valeurs x € X (Q) pondérées parP(X = x)].
xeX(Q)

Remarque 167 (une v.a. prenant un nombre fini de valeurs posséde une espérance finie). — Si X est une variable aléa-
toire telle que X (Q2) est un ensemble fini, alors la famille (x P(X = x))xex(q) est sommable. Ainsi X posséde une espé-
rance finie.

|

EXERCICE 168. — Soit X une variable aléatoire a valeurs complexes, bornée. Démontrer que X posséde une espé-
rance finie. )

DEFINITION 169 (VARIABLE ALEATOIRE CENTREE). — Une variable aléatoire X a valeurs complexes est dite
centrée si :

(a) siX possede une espérance finie;
(b) E(X)=0.

2. ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI USUELLE

LEMME 170 (FORMULE DU CAPITAINE). — Soitn € N* etk € [1,n]. Alors :
n n—1
k =n .

DEMONSTRATION. — On propose deux démonstrations.
(a) Donnons tout d’abord une preuve combinatoire. On considére un ensemble de 7 joueurs et on compte le nombre
d’équipes de k joueurs dans lesquelles un capitaine est désigné.

n
¢ On choisitles k joueurs del’équipe:ilya (k) possibilités. Ensuite, parmi ces k joueurs, on désigne un capitaine :

ily a k choix. Au total, ce premier comptage donne k (Z)

e On peut procéder autrement et, d’abord choisir le capitaine : il y a n choix. Puis, on complete I'équipe avec k—1

n-—1
joueurs choisis parmiles n—1 joueurs restants : ily a ( r 1) possibilités. Au total, ce deuxieme comptage donne
n-1
n .
k-1
. o . el oo n n-1
En comparant les résultats, obtenus par deux manieres de dénombrer différentes, il vient k el = n .

(b) Donnons ensuite une preuve algébrique.

r n —k n! B n! B (n-1)! B (n—1)! B n—1
kK =l k=—Dln-R! h-Dln—-k! " -Dln-1-k=1) k-1
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THEOREME 171 (ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI USUELLE). — Soit X une variable
aléatoire discrete.

1. Si X est constante égale a a € C, alors X possede une espérance finie etE(X) = a.

2. Si X ~PB(p), ot p €]0,1], alors X possede une espérance finie et E(X) = p.

3. Si X ~%B(n,p), oit(n, p) e N*x]0,1[, alors X posséde une espérance finie et E(X) = np.
4., SiX~2(A), ot A >0, alors X posséde une espérance finie et E(X) = 1.

1
5. Si X ~%(p), ot p €]0,1], alors X posséde une espérance finie et E(X) = —.
p

DEMONSTRATION. — (1) Comme X(Q2) = {a} est un ensemble fini, X posséde une espérance finie. Celle-ci est donnée
par:
EX)=axP(X=a)=a.

(2) Comme X (Q) = {0, 1} est un ensemble fini, X posséde une espérance finie. Celle-ci est donnée par :
EX)=0xPX=0+1xP(X=1)=p.

(3) Comme X(Q) = [0, n] est un ensemble fini, X possede une espérance finie. Celle-ci est donnée par :

n
EX)=) kP(X=k)

k=0
n
= Z kP(X=k)
k=1
1 n
— Zk pk (l_p)l’l—k
k=1 k
LG n—1 k n—k el .
=Y n p*1-p) [formule du capitaine]
o (k-1
:n_ln n_l) p€+1 (1_p)n—1—é
/=0 ¢
n—1 n-1 L
=0
=np [formule du bindme de Newton].

(4) Lensemble des valeurs de X est N, qui est inclus dans [0, +oco]. Nous calculons :

AT o AN —A Al o n
Y xPX=x)=) nPX=nm=) ne*—=e"* Y n—=e" ) =le -

xeX(Q) neN neN n! nen+ 1! nen+ (n—=1! nen 1!

n
- N X
La série entiére ) — apour rayon de convergence +oo et :
n:
n=0

Nous en déduisons :
> xP(X=x)=Ae el =1<+oo.
xeX(Q)

Donc X posséde une espérance finie et E(X) = A.
(5) Lensemble des valeurs de X est N*, qui est inclus dans [0, +oo]. Nous calculons :

Y xPX=x= )Y nPX=m=)Y npd-p"'=p Y na-p"
xX€X(Q) neN* neN* neN*

La série entiere Z x" a pour rayon de convergence 1 et :
n=0

1
vxel-1,1[ ——=) x".
- X
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Par dérivation terme a terme de la somme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence :

1 +00 1
Vxel-1,1[, ——= E nx"".
(l_x)z n=1

Nous en déduisons :

1 1
XPX=x)=p——— = — < +oo.
xe;m (1-1-pn2 p
1
Donc X possede une espérance finie et E(X) = —. [
p

3. THEOREME DE TRANSFERT

THEOREME 172 (DE TRANSFERT). — Soient X une variable aléatoire et une application f: X(QQ) — C.

1. La variable f(X) posséde une espérance finie si et seulement si la famille (f (x) P(X = x)) xex(q) est som-
mable, i.e. si et seulement si :
Y |f@)] PX = x) < +oo.

xeX(Q)
2. Si f(X) posséde une espérance finie alors :

E(f(X)) = Z f(X)P(X =x) [formule de transfert] .
xeX(Q)

DEMONSTRATION. — (1) Il s’agit de démontrer I'équivalence :
(YP(f(X) = y))yEf(X(Q)) estsommable < (f(x) P(X = x))xex(q) est sommable

ie.:
(%) Y Y|P =p<+o0 = Y |f(0)|PX=x) <+oo.
yefX (@) xeX(@)

Nous observons que :

x@= LI .

yefX )
D’apres le théoreme de sommation par paquets pour les familles d’éléments de [0, +o0] :
Y lfwlpx=n= Y ¥ |f@|Px=»
xeX(Q) yef(X(Q) xef-1({y})

= 2 Y blrx=x [pour tout x€ £~ ({y}), f(x) = y]
yef(XQ) xef~1({y})

= 2 b Y PX=x

yefX@)  xef~'({y})

= Y |yexert{y) [proposition 114]
yef(X(Q)

= Y P(fx0=y)
YyEfX ()

Nous venons de démontrer que :

Y |fwlpx=0= 3} |y|P(fC0=y)

xeX(Q) yefX(Q)

qui implique I'équivalence ().
(2) Supposons que f(X) posseéde une espérance finie. Alors, d’apres (1), la famille (f(x) P(X = x))xex(q) est som-
mable. En appliquant, cette fois, le théoreme de sommation par paquets pour les familles sommables d’éléments de
C, relativement a la décomposition :

x@= Ll ()

yef(X(Q)

nous démontrons, comme précédemment (en 6tant les modules) que :

Y fWPX=x)= Y  yP(fQ0=y)=E({fX).

xeX(Q) yef(X(Q)
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EXERCICE 173 (MOMENT D’ORDRE 2 D’UNE LOI GEOMETRIQUE). — Soit X une variable aléatoire de loi ¢(p), ou p €
10, 1[. Démontrer que X? posséde une espérance finie et calculer E (X?). )

4. EsPACE L!

DEFINITION 174 (ESPACE L'). — On note L' l'ensemble des variables aléatoires i valeurs complexes possédant
une espérance finie, i.e. :

L= {X € C? : X est une variable aléatoire vérifiant Z x| P(X=x) < +oo}.
xeX(Q)

THEOREME 175 (LINEARITE DE UESPERANCE). — Lensemble L' est un sous-C-espace vectoriel de QC. et I'ap-
plication :
L —
E C
X — EX)

est une forme linéaire.

DEMONSTRATION. — (a) Il est clair que la fonction nulle sur Q appartient a L.
(b) Soient (X;,Y;) € L' x L' et (A1, A,) € C2. Considérons I'application :

7 X1 Q)xX(Q) — C
(z1,22) — Mz1+ 22
de sorte que f (X1, X2) =11 X1 + 12 X>.

o D’apres la remarque 126, (X, X») est une variable aléatoire sur 'espace probabilisable (Q, «). D’apres la pro-
position 121, f(X;, X2) = 11 X1 + 12 X» est une variable aléatoire sur I’espace probabilisable (Q, <7).

o Par théoreme de transfert, f(X;, X») posséde une espérance finie sila famille :

(A1z21 +A222) P(Xq = 21, X2 = 22)) (2, 20)€ X1 (Q) x X2 (Q)

est sommable. Comme :

[A121+ A222| P(X1 =21, Xo = 22) < > (M1l 1zl +1A2] 122D P(Xy = 21, X2 = 22)
(21,22)€ X1 (Q)x X2(Q) (21,22)€ X7 (Q) x X2 (Q)
= A1l > lz1] P(Xy =21, Xo = 22)
(21,22)€ X1 (Q)x X2(Q)
+122] > |z2] P(Xy =21, X2 = 22)

(21,22)€ X1 (Q)x X2 (Q)

il suffit de démontrer que les deux sommes :

lz1l P(X1 =21, Xo=22) et > lz2| P(X1 =21, Xo = 22)
(21,22)€ X1 () x X2 (Q) (21,22)€X1 (Q)x X2 (Q)

sont finies. Nous calculons :

lz1] P(X) = 21, X2 = 25) Yo lal Y, PXi=z1,X2=2) [théoréme de Fubini]

(21,22)€ X1 () x X2 (Q) 21€X1(Q) 22€X2(Q)
= Y lalPXi=2z) [formule des probabilités totales|
Z1 €X1 (Q)

<+oo [XjeL'].

De méme, nous établissons que la deuxieme somme est finie. Ainsi, f(X;, X») est d’espérance finie et, d’apres la
formule de transfert :

EAL1 X1 +22X7) = > (Mz1 +A222) P(X1 = 21, X2 = 22).
(21,22)€ X3 (Q) x X2 (Q)
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En reprenant les calculs précédents (en dtant les modules), nous démontrons que :

Mz +Az)PXi=21,Xo=2)=A1 Y, zPXi=z)+l2 ) 2PXi=2)
(21,22)€ X1 () x X2 () 21€X1(Q) 22€X2(Q)

=11 E(X1) + 12 E(Xp)

grace au théoreme de Fubini pour les familles sommables d’éléments de C et a deux applications de la formule
des probabilités totales, une fois par rapport au systéme quasi-complet d’événements associé a Xj, I'autre fois
par rapport au systeme quasi-complet d’événements associé a X,.

Cette étude nous livre, non seulement la stabilité de L par combinaisons linéaires, mais encore la linéarité de
I'application E.

]
EXERCICE 176 (CENTRAGE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE POSSEDANT UNE ESPERANCE FINIE). — Soit X € LL.
1. Justifier que la variable aléatoire aX + b € L! et que E(aX + b) = a E(X) + b.
2. Démonter que X —E(X) € L!et que X — E(X) est centrée.
a

THEOREME 177 (DE DOMINATION POUR L’ESPERANCE). — Soient X une variable aléatoire a valeurs dans C et
Y une variable aléatoire a valeurs dans [0, +00]. Alors

IX|<Y
et = XeIl.
yell

DEMONSTRATION. — Supposons | X| < YetY e Ll
(@) Si Z:=(X,Y), alors Z(Q) c X(Q) x Y(Q) et, par hypothése :

Vx,)eZ(K), |xI<y.

On prétera attention au fait que I'inégalité | x| < y n’est pas nécessairement vraie pour tout (x, y) € X(Q) x Y(Q) .
(b) Nous introduisons I'application :

ZQ) — C

(x,y) — Ixl

f

de sorte que f(Z) =|X|. Par théoréme de transfert, X € L! si et seulement si la famille :

(fNPEZ =) ez = (X PEZ =6 0) @ ez

est sommable.
(c) Nous introduisons a présent I'application :

ZQ) — C
(xy) — vy

de sorte que g(Z) = Y. Comme Y € L!, nous savons, d’apreés le théoréme de transfert, que la famille

(8, N PZ =6, 1) 1 peziy = (VPZ = (6 0) ez

est sommable et que, de plus :
EY)= ) yPZ=(xy).

(x,)EZ(Q)
(d) Comme:
Y IxIPZ=xy)< ), yP(Z=(xy) [dapres(a)]
(X, )EZ(Q) (X, )€Z(QY)
=E(Y) [dapres(c)]
< 400
la famille :

(1x1 P(Z = (6, ) (xype 2
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est sommable. D’apres (b), X € L ]

THEOREME 178 (PROPRIETES DE ’ESPERANCE). —

1. Positivité.
VXe Ll, X>0=EX)>0 [les valeurs de X sont réelles]

2. Variable aléatoire positive d’espérance nulle.

VXel!, X>0—= (E(X) =0 < X =0 presque sﬁrement) [les valeurs de X sont réelles]

3. Croissance.

VX, V)eL'xL', (X<Y) = EX)<EY) [les valeurs de X et Y sont réelles)

4. Inégalité triangulaire.
VX, V)eL'x L', [E(X+Y)<E(X])+E(Y].

DEMONSTRATION. — (1) Clair.
(2) Soit X € L! a valeurs réelles telle que X > 0. Nous démontrons que E(X) = 0 si et seulement si (X # 0) est négli-
geable.

e Supposons que E(X) =0 et considérons x € X(Q) \ {0}. Comme X >0:

0<xPX=x)<xPX=x)+ )Y yPX=y=EX)=0.
yeX(@Q)\{x}

Comme x # 0, nous en déduisons P(X = x) = 0. Par suite, grace a la o-additivité de la probabilité P :

P(X;éO):P({a)EQ:X(w)#O})=P( |_| X—l({x}))z Z P(X=x)=0.
xeX@\{0} XX\

¢ Supposons que (X # 0) est négligeable. Pour tout x € X(Q) \ {0} :
X=x)c(X#0)
et donc P(X = x) = 0. Nous calculons :

EX):= ) xPX=x)= ) xPX=x=0.

XEX(Q) XEX(Q)\{0} T

(3) Soient X € L! et Y € L! a valeurs réelles telles que X< Y.AlorsY - X e ! (proposition 175) et :

0<E(Y -X) [cf. ()]
=E(Y)-E(X) [proposition 175].

Nous en déduisons que E(X) < E(Y).
(4) Nous démontrons seulement le résultats pour X € L' et Y € L! avaleurs réelles. Comme :

X+Y I X+YILIX[+]Y]
la croissance et la linéarité de I'espérance livrent :
(%) E(X+Y) <E(X)+E(Y]).
En spécialisant (x) a X — —X eta Y — —Y et en appliquant la linéarité de I'espérance, il vient :
(% %) -EX+Y)<E(X)+E(Y].

De (%) et (x%), on déduit :
IE(X+Y)=max{-E(X+Y),EX+Y)} <E(X]) +E(Y].
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5. ESPERANCE DU PRODUIT DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES

THEOREME 179 (ESPERANCE DU PRODUIT DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES). — Soit
(X,Y)e L' x L. Alors:
Xyell
X1y = { et
E(XY)=E(X)E(Y).

DEMONSTRATION. — Supposons X 1l Y. Considérons I'application :

XQY)xYEQ) — C
f ’ (z1,22) — 212
de sorte que f(X,Y) = XY.
(a) Remarquons que (X, Y) est une variable aléatoire sur I’espace probabilisable (Q, </) (remarque 126) et donc que
f(X,Y) = XY estune variable aléatoire (proposition 121).
(b) D’apres le théoréme de transfert, XY € L! si et seulement si la famille (xy P(X = x, Y = y))
mable. Nous calculons :

(X, EX( Q)XY (Q) est som-

Il [y|PX=x,Y=y)= )}  Ix|y|PX=0P(Y =y [XLY]
(x,))eX(Q)xY(Q) (X, )eX(Q)xY(Q)

= ( Y IxIP(X = x)) ( Y |yl Py = y)) [théoreme de Fubini]
xeX(Q) yeX(Q)

<+oo  [XetY possedent une espérance finie].

Donc XY € L.
(c) D’apres la formule de transfert :

E(XY)= > xyPX=x,Y=y).
(X, NEX(Q)x Y (Q)

En reprenant les calculs précédents (en 6tant les modules), nous démontrons que :

> xyPX=x,Y=y) =
(X)X QXY (Q)

=E(X) E(Y)

Y xP(X=x))( Y yPY=y

xeX(Q) yeX(Q)

grace al'indépendance des variables aléatoires X, Y et au théoréme de Fubini pour les familles sommables d’éléments
de C. ]

§ 21. VARIANCE, ECART TYPE ET COVARIANCE

NoTATION. — On fixe un espace probabilisé (Q, </, P). Toutes les variables aléatoires considérées ici seront définies
sur cet espace probabilisé et supposées discretes.

Dans cette partie, L' désigne les variables aléatoires a valeurs réelles possédant une espérance
fini. C’est un sous-R-espace vectoriel de R?.

1. ESPACE L2

DEFINITION 180 (ESPACE L?). — On note L? I'ensemble des variables aléatoires & valeurs réelles telles que X?
possede une espérance finie, i.e. :

= {X eR? : X est une variable aléatoire vérifiantE(X?)= ) x*P(X=x)< +oo}.
XEX(Q)
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Remarque 181 (une variable aléatoire finie est dans ). — Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles telle que
X(Q) est fini. La famille (x2 P(X = x)) xex(@ €St finie et a fortiori sommable. Ainsi X € L2, ]

PROPOSITION 182 (INCLUSION DE L2 DANS L}). — Soit X une variable aléatoire & valeurs réelles. Alors :

Xel? = xelLl.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Le résultat est conséquence de I'inégalité :

IX] = 1X] % Loxs1) +1XI x Lgx<n < X2 +1
et du théoréeme de domination. O
EXERCICE 183. — Soient (1, m) € N tel que n < m et X une variable aléatoire a valeurs réelles. Démontrer que :

X"el! = x"elLl.

O
LEMME 184 (PRODUIT DE DEUX VARIABLES DANS L%2). — Soit (X,Y) € L? x L%. Alors :
XvelLl.
ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — De:
(XI-1YD*>0
nous déduisons :
X2 y?
XY <—+—.
I XY|< 2 2
Nous concluons avec le théoreme de domination. O

PROPOSITION 185 (STRUCTURE DE L?). — L? est un sous-R-espace vectoriel de L.

2. INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

PROPOSITION 186 (UNE PREMIERE FORME BILINEAIRE, SYMETRIQUE ET POSITIVE SUR L?). — Lapplication :

I2x[2 — R
X,Y) — EXY)

est bien définie, bilinéaire, symétrique et positive. De plus :

VXe L2, @(X,X) =0 < X =0 presque siirement.

THEOREME 187 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ ET CAS D’EGALITE). — Soit (X,Y) € L2. Alors :
XYeL' et EXXY)*<E(X?) E(Y?).
De plus si 'Y n'est pas nulle presque siirement :

E(XY)?=E(X?) E(Y?) < (INeR, X =AY presque sirement).
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ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Supposons que Y n'est pas nulle presque stirement. Alors 'application :

R — R
Fa — PX+AY,X+1Y)=A2E(Y?)+2AE(XY) +E(X?)

est polynomiale de degré 2 et prend des valeurs positives ou nulles. Son discriminant :
A:=4E(XY)?-4E(X?)E(Y?)

est donc négatif ou nul. O

3. VARIANCE ET ECART TYPE

DEFINITION 188 (VARIANCE ET ECART TYPE). — Soit X € 2.

(a) On définit alors la varianceV(X) de X par :
VX)=E((X-EX) )? )=0 [ moyenne des écarts quadratiques a l'espérance]

(b) Lécart type de X est défini par :

o(X) =vV(X).

Remarque 189 (variable de variance nulle). — Soit X € L2 Alors :

V(X)=0 <= X =E(X) presque stirement.

]
PROPOSITION 190 (FORMULE DE KONIG-HUYGHENS). — Soit X € 2.

V(X) =E(X?)-E(X)?*.
ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On développe :

V(X) =E((X-E(X))?)
grace ala linéarité de I'espérance et on prend appui sur E(a) = a, si a est un nombre réel. O
Remarque 191. — Si X € L? alors :

V(X) =E(X(X - 1) +EX) -EX)%
]

THEOREME 192 (VARIANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI USUELLE). — Soit X une variable
aléatoire.

1. Si X est constante égale a a € R, alors X € L? et V(X) = 0.

2. SiX~%A(p),oupel0,1], alors X € 1% etV(X) = p-p).
3. SiX ~RBn,p),oit(n,p) e N*x]0,1[, alors X € L? et V(X) = np (1 - p).
4. SiX~2P\),0ttA>0,alors X € [? et V(X) = \.
1 —
5. SiX ~%(p), oit p€l0,1[, alors X € L2 erV(X) = p—zp.
PROPOSITION 193 (EFFET D’UNE TRANSFORMATION AFFINE SUR LA VARIANCE). — Soit X € L2, Alors :

V(a,b)eR?’ aX+bel®> et V(aX+b) =a’V(X).
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DEFINITION 194 (VARIABLE ALEATOIRE REDUITE). — Une variable aléatoire X a valeurs complexes est dite
réduite si :
(@) siXel?;
(b) VIX)=1.
EXERCICE 195 (CENTRAGE ET REDUCTION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE D’ESPERANCE FINIE). — Soit X € L2. Démon-
trer que la variable aléatoire :
X-EX)
o(X)
est centrée et réduite. O

4. COVARIANCE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION 196 (COVARIANCE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES). — Soit (X, Y) € L2 x L2. Alors :
(X -EX)(Y -E(V)) eL!
et on définit la covariance de X et Y par :

Cov(X,Y)=E(X-EX))(Y -E(Y))) [moyenne des produits des écarts aux moyennes] .

Remarque 197 (covariance versus variance). — Si X € I2, alors:

Cov(X, X) =V(X).

]
PROPOSITION 198 (LA COVARIANCE EST UNE APPLICATION BILINEAIRE SYMETRIQUE POSITIVE). — Lapplica-
tion:
*xI? — R
Cov
est bilinéaire, symétrique et positive, mais non nécessairement définie.
EXERCICE 199 (COEFFICIENT DE CORRELATION). — Soit (X,Y) € L? x L? tel que X et Y sont non constantes presque
strement. Le coefficient de corrélation de X et Y est défini par :
Cov(X,Y)
p(X,Y) = ————~.
oc(X)o(Y)
1. Démontrer que :
-1<pX, V)< 1.
2. On suppose que p(X,Y) = -1 ou p(X, Y) = 1. Démontrer qu'il existe (a, b) € R? tel que :
X =aY + b presque slirement.
O

PROPOSITION 200 (CALCUL PRATIQUE DE LA COVARIANCE). — Soit (X, Y) € L2 x L2. Alors :

Cov(X, Y) =E(XY)-E(X)E(Y).
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PROPOSITION 201 (COVARIANCE DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES). — Soit (X,Y) € L2 x 2. Alors :

X1Y = Cov(X,Y)=0.

La réciproque de la proposition précédente est fausse : des variables peuvent étre décorrélées,
sans pour autant étre indépendantes. Cf. exercice suivant.

EXERCICE 202 (VARIABLES DECORRELEES, NON INDEPENDANTES). — Soit X une variable aléatoire de loi % ({-1,0, 1}).
On note Y la variable aléatoire définie par :

=10 snon.
1. Reconnaitrelaloide Y.
2. Calculer laloi du couple (X, Y).
3. Justifier que les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

4. Démontrer que Cov(X,Y) =0.

|
5. VARIANCE D’UNE SOMME
PROPOSITION 203 (VARIANCE D’UNE SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES). — Soient un entier n > 2 et
(X,..., Xp) € (12)".
n
1. Lavariance de la somme Z X; estégalea:
i=1
n n
VI Xi|=)ViX)+2 ) Cov(X;X)).
i=1 i=1 1<i<j<n
2. Side plus les variables X1, ..., X, sont deux a deux indépendantes, alors :
n n
VY Xi|=) vXy).
i=1 i=1
§ 22. INEGALITES PROBABILISTES ET LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES
PROPOSITION 204 (INEGALITE DE MARKOV). — Soient X une variable aléatoire telle que :
X>0 et XelL
Alors :
V eR,, aPX>a)<EX).
DEMONSTRATION. — Soit a € R*. Comme X >0:
X=Xx1xzat X xix<q) 2 XX L(x30 2 axLx>q
et, par croissance et linéarité de 'espérance :
E(X) > aE(l(x>q)=aP(X > a).
]
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PROPOSITION 205 (INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV). — Soit X € L2. Alors :

V(X)

Ve>0, PIX-EXI>0<—;

DEMONSTRATION. — Soit € > 0. Comme :
(IX-EX)|>e) = (X -E(X)* > €?)

nous avons :
P(X-E(X)|>¢) =P((X-EX))*>¢%).

Comme (X —E(X))?2 > 0et (X —E(X))2 € L!, nous pouvons appliquer I'inégalité de Markov pour obtenir :

2 P(X-EX)| =€) =2 P((X - E(X))? > %) <E((X - E(X))?) = V(X).

MPI-MPI* 2324

THEOREME 206 (LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES). — Soit (X;,) neN* Une suite de variables aléatoires, indé-

pendantes, de méme loi et appartenant a L. Notons :
(@ m:=E(X1);

n
(b) pourtourneN*, S, =) Xi.
k=1

Alors, pour toute >0 :

Sn )
——-m|=e
n

4

. . S L
DEMONSTRATION. — Soient £ >0 et n € N*. La variable — appartient a L.
n

n—+oo

(a) Par linéarité de I'espérance :

Sn
n

1 & 1 & 1 &
(*) E( ):E—Zxk =— )Y EXp=—) m=m.
R =1 R =1 R =1

(b) Par effet d’'une transformation affine sur la variance et par indépendance des variables Xj, ...

1

Su)_ 1 V(X))
(% %) V( n ) =2 Vv .

Xe|=— Y V(Xp) = — Y VX)) =
k=1 n= =1 ne =1

(c) Nous calculons:

S
n

i_E(&)
n n

> e) [d’apres (x)]

g

1

< —
\82

S
V(—n) [inégalité de Biénaymé-Tchebychev]
n
1
=— V(X d’apres (xx
— V(X1) [d’apres (x )]

et nous concluons en appliquant le théoréme d’encadrement.

an:

Remarque 207 (interprétation fréquentielle de la loi faible des grands nombres). — Laloi faible des grands nombres
peut s’interpréter comme suit. Si I'on répéte « un trés grand nombre de fois » une méme expérience aléatoire, de
maniere indépendante, on s’attend a ce que le résultat moyen de ces expériences soit proche de I'’espérance du résultat
de chaque expérience. Ainsi, aprés « un tres grand nombre » de lancers d'une piece équilibrée, on s’attend a avoir

presque autant de piles que de faces.
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§ 23. FONCTIONS GENERATRICES

NoTATION. — Dans toute cette partie, on fixe un espace probabilisé (Q, o/, 2?). Toutes les variables aléatoires consi-
dérées ici seront définies sur cet espace probabilisé et elles seront toutes a valeurs dans N.

1. DEFINITION ET PROPRIETES DE LA SERIE GENERATRICE

DEFINITION 208 (SERIE GENERATRICE). — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle série
génératrice de X la série entiere

Y PX=n)z"

n=0

Remarque 209. — La série génératrice est entierement déterminée par laloi de X. Deux variables aléatoires a valeurs
dans N de méme loi ont donc méme série génératrice. [

PROPOSITION 210 (RAYON DE CONVERGENCE DE LA SERIE GENERATRICE). — Soit X une variable aléatoire a
valeurs dansN. Le rayon de convergence de la série génératrice de X est supérieur ou égal al.

DEMONSTRATION. — Comme la suite :
(Px=n1")

neN

est bornée, nous savons :

R( Y P(X=n) z") :==sup{reR; : (P(X=n)r"),y estbornée} > 1.
n=0

PROPOSITION 211 (CONVERGENCE NORMALE DE LA SERIE GENERATRICE SUR LE DISQUE FERME). — Soit X
une variable aléatoire a valeurs dans N. La série génératrice converge normalement sur le disque fermé :

D(0,1):={z€eC : |z| < 1}.

DEMONSTRATION. — (a) Soit n € N. Posons :

D(©0,1) — C

fn z — PX=n)z"

Nous observons que, pour tout z€ D(0,1) :
|P(X=n)z"|<P(X=n) [indépendantde z|.
Linégalité ci-dessous est une égalité pour z = 1 (plus généralement pour tout z € U). Donc :

|| fnlloo 5oy = PX = ).

(b) Comme X est a valeurs dans N :
+00
Q= |X=n.
n=0

Par o-additivité de la probabilité P, la famille (P(X = n)) ,en est sommable (de somme P(Q) = 1). Nous en déduisons

que la série Z P(X = n) converge.
n>=0
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2. DEFINITION ET PROPRIETES DE LA FONCTION GENERATRICE

DEFINITION 212 (FONCTION GENERATRICE). — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction
génératrice de X, notée Gy, est définie par :

+00
Gx: t—E(tX)= Y. PX=n)t"  [formulede transfert].
=0

n

PROPOSITION 213 (PROPRIETES DE LA FONCTION GENERATRICE). — Soit X une variable aléatoire a valeurs
dansN.

1. La fonction Gx est au moins définie sur D(0,1) (mais son domaine de définition peut étre plus grand).
2. Gx()=1

3. La fonction Gx est continue sur D(0,1).

4. La fonction Gy est de classe €°° sur]—1,1].

DEMONSTRATION. — (1) La convergence normale d'une série de fonctions implique sa convergence simple. Le ré-
sultat est alors conséquence de la proposition 211.

(2) Cerésultat a déja été établi au point (b) de la démonstration de la proposition 211.

(3) Pour tout n € N, la fonction :

D(@,1) — C
z — PX=n)z"

fn

est continue sur D(0,1). Comme la série de fonctions Z fn converge normalement sur D(0,1) (proposition 211), sa
n=>0
somme Gy est continue sur D(0,1).
(4) Nous savons que le rayon de convergence R de la série génératrice de X est au moins 1. D’apres le cours sur les
séries entiéres, nous savons que sa somme Gy est de classe €*° sur ] — R, R[2] —1,1].
]

3. LA FONCTION GENERATRICE DETERMINE LA LOI

THEOREME 214 (LA FONCTION GENERATRICE DETERMINE LA LOI DE LA VARIABLE ALEATOIRE). — Soit X une
variable aléatoire a valeurs dansN. Alors :

G (0)

P(X=n)= .
n!

DEMONSTRATION. — D’apres le cours sur les séries entieres, si Z an z" estune série entiere de rayon de convergence
n>0
R >0, alors la fonction :

+00
fix— ) apx"
n=0

est définie et de classe € sur un voisinage de 0 De plus :

o
VneN, a,= I ).
n!
Nous appliquons ce résultat a la série génératrice de X, pour obtenir le résultat du théoréme. [

Remarque 215. — Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. Du théoréme précédent, nous déduisons
que:
Gx=Gy = X~Y.
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4. FONCTIONS GENERATRICES ET LOIS USUELLES

PROPOSITION 216 (FONCTION GENERATRICE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI USUELLE). —
Soient X une variable aléatoire a valeurs dansN et R le rayon de convergence de sa série génératrice.

1. SiX~%(p), oitpe€l0,1], alorsR = +oo et:

ViteR, Gx()=1-p+pt.
2. SiX ~%B(n,p), o (n,p) e N*x]0,1[, alors R = +co et :

VteR, Gx()=1-p+pn".
3. SiX~2(A),ottA>0,alorsR=+ocoet:

VieR, Gyx(t)=erD,
. N 1
4. SiX~%(p),oupe€l0,1], alorsR = = >1et:
-p

pt

VieR, Gx()=—""—.
x (1) —a-pyt

5. FONCTION GENERATRICE ET ESPERANCE

THEOREME 217 (FONCTION GENERATRICE ET ESPERANCE). — Soit X une variable aléatoire a valeurs dansN.

1. Lavariable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si la fonction Gx est dérivable en 1 a gauche.

2. SiGx estdérivableen 1 a gauche alors :
E(X) = G (D).

DEMONSTRATION. — (a) Soit £ € [0,1[. Nous calculons :

Gyv(1) =Gy (¢ +o0 1-—¢t" +o0 n-1
Gx-Gx(B) _ Y P(X=n) =Y P(X=n) ) t*  [expression sommatoire du taux d’accroissement| .
1-1 n=0 -t 3 k=0

Pour tout ¢ € N*, la fonction :
n-1
t—P(X=n) ) tF
k=0
est croissante sur [0, 1[. Nous en déduisons que la fonction :

[0,1[ — R
Gx() -Gy (t +00 n-1
PR O (Ol ORI SN S
1-¢ =1 =0

est elle aussi croissante sur [0, 1].

(b) Supposons que X possede une espérance finie, i.e. que la série Z nP(X = n) converge. Soit € [0,1[. Comme :
n=1

n-1
VneN*, P(X=n) ) tf<nPX=n

k=0
nous savons que :
Gx(1) =Gy (¢ +00 n—1 +00
o= DX o )T k<Y nPX=n)= BX) < +oo.
-t n=1 k=0 n=1

La fonction ¢ est croissante et majorée sur [0, 1[. Par le théoréeme de la limite monotone, elle posseéde une limite finie
en 17, i.e.la fonction Gx est dérivable en 1 a gauche. De plus:

Gy (1):= tlir{g (1) <EX).
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(c) Supposons que Gx est dérivable en 1 a gauche, i.e. que la fonction ¢ posséde une limite finie en 1~. Comme la
fonction ¢ est croissante sur [0, 1], le théoréeme de la limite monotone nous livre :

(@)= tlirgw(t) =sup{e(t) : t€[0,1[}.
De (a), nous déduisons alors que :
+00 n—-1
Viel0,1, @) =) PX=n) Y t*<GL.
n=1 k=0
Fixons un entier N € N*. Alors :

N n-1 +00 n-1
vieloll, Y PX=m Y t*+ Y PX=m Y t*<GyQ)
n=1 k=0 n=N+1 k=0

-

>0

et donc:

N n-1
veelo1, Y PX=m Y tF<Gi.
n=1 k=0

En faisant tendre ¢ vers 1~ dans la somme finie de gauche, il vient :

N
nP(X =n) <Gy ().
n=1
N
La suite Z nP(X=n) est croissante et majorée par G’ (1). Par théoréme de la limite monotone, la série a
n=1 NeN*

termes positifs Z nP(X = n) est donc convergente, i.e. X posséde une espérance finie. De plus :
n>1

n=1 n=1

+00 N
E(X) = nP(X:n):sup{ZnP(X:n):NEN*}gG'X(l).

(d) Supposons que Gy soit dérivable en 1 a gauche. Alors X possede une espérance finie. Les résultats obtenus en (b)
et (c) sappliquent. Ainsi :
Gy (1) <EX) <Gy (D).

(b) (0
]
Remarque 218 (autre mode de calcul des espérances pour les lois usuelles). — Gréace au théoreme 217, on peut re-
trouver I'espérance et la variance de variables suivant une loi de Bernoulli, une loi binomiale, une loi de Poisson ou
une loi géométrique, a partir des fonctions génératrices des lois usuelles 216. ]

EXERCICE 219 (VARIANCE ET SERIE GENERATRICE SI LE RAYON EST STRICTEMENT PLUS GRAND QUE 1). — Soit X une
variable aléatoire a valeurs dans N. On suppose que le rayon de convergence R de sa série génératrice vérifie R > 1.

1. Justifier que la fonction Gx est infiniment dérivable au voisinage de 1.
2. Démontrer que X € L? et que : )
V(X) =Gy (1) + Gy (1) - (G ()"
3. En déduire un autre mode de calcul des variances d'une variable aléatoire de loi binomiale (resp. de Poisson,
géométrique).

4. Démontrer que X posséde des moments de tout ordre, i.e. que, pour tout p € N, X” € L.

EXERCICE 220 (VARIANCE ET FONCTION GENERATRICE DANS LE CAS GENERAL). — Soit X une variable aléatoire a va-
leurs dans N.

1. Démontrer que X € L? si et seulement si Gy est deux fois dérivable en 1 a gauche.

2. Démontrer que, si Gx est deux fois dérivable en 1 a gauche, alors :

V(X) = G% (1) + Gy (1) - (G ()°.
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6. FONCTION GENERATRICE D’UNE SOMME DE VARIABLES INDEPENDANTES

THEOREME 221 (FONCTION GENERATRICE D’UNE SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES). —
Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires a valeurs dans N, indépendantes. Alors :

n

Vie [_1) 1]) GX1+...+Xn(t) = H GXn(t)

k=1
ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — (a) On démontre le résultat dans le cas oi1 n = 2. Soit t € [—1, 1].
Xp A X = 151 11 %2 [lemme des coalitions]

= E(tX1%2) =E(t") E(+*?)  [proposition 179]
= E(tX17%) =E(tX) E(12)
e GX1+X2 (t) = GX] (t) GXZ (t)

(b) On raisonne par récurrence sur I’entier n > 2 pour établir le résultat de 'énoncé. O

EXERCICE 222 (SOMME DE VARIABLES DE BERNOULLI INDEPENDANTE ET DE MEME LOI). — Soient p €]0,1[ et X3,..., Xj
n
des variables de loi 28(p), indépendantes. On pose S = Z Xk
k=1
1. Calculer la fonction génératrice Gg de la variable S.

2. En déduire laloi de S.

n
3. Justifierque S € 12 puis calculer E(S) et V(S) a 'aide de la relation S = Z X}, de 'espérance et de la variance de
k=1
Xi.
O

EXERCICE 223. — Une urne contient quatre boules numérotées 0, 1, 1,2. On effectue n tirages avec remise. On sup-
pose les tirages mutuellement indépendants. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,, égale a la somme des numé-

ros obtenus. ]

EXERCICE 224 (FORMULE DE WALD). — Soient N une variable aléatoire a valeurs dans N* et (X,,) ,en+ une suite de
variables aléatoires a valeurs dans N, de méme loi. On suppose toutes ces variables aléatoires indépendantes. On note :

N
S= Z Xk [le nombre de terme de la somme est aléatoire].
k=1
1. Démontrer que :
+00
YneN, P(S=n)=) PIN=KPX;+...+ X =n).
k=1

2. En déduire
Viel[-1,1], Gs()=6n(Gx (1).

3. Supposons que N et X; posseédent une espérance finie. Démontrer que S posséde une espérance finie et que :

E(S) =E(N) E(X)) [formule de Wald] .
4. On lance une piece équilibrée. Tant que 1'on obtient pile, on lance on dé équilibré a six faces. Dés que I'on

obtient face, on s’arréte. Déterminer I’espérance du nombre total de points accumulés au cours d'une partie.
O

66



	Ensembles finis
	Définitions d'un ensemble fini et du cardinal d'un tel
	Parties d'un ensemble fini
	Réunion disjointe d'ensembles finis
	Réunion d'ensembles finis
	Produit cartésien d'ensembles finis
	Ensemble des applications entre deux ensembles finis
	Ensemble des parties d'un ensemble fini
	Une synthèse des résultats sur les ensembles finis

	Quelques situations classiques de dénombrement
	Arrangements avec répétition (uplets)
	Arrangements sans répétition (uplets sans répétition)
	Combinaisons
	Combinaisons avec répétitions
	Neuf exercices d'entraînement

	Ensembles dénombrables
	définition et premiers exemples
	Parties de N
	Les ensembles Z et N2 sont dénombrables
	Produit cartésien d'ensembles dénombrables
	Réunion au plus dénombrable d'ensembles au plus dénombrables
	Quelques ensembles non dénombrables

	Tribu et espace probabilisable
	Probabilité et espace probabilisé
	Propriétés d'une probabilité
	événement négligeable et événement presque sûr
	Probabilités conditionnelles
	Événements indépendants
	Espaces probabilisés discrets
	Modélisation d'une suite infinie de lancers de pièce
	Variable aléatoire discrète et loi d'une telle
	Rappels sur les images réciproques de parties
	Définition d'une variable aléatoire discrète et des événements associés
	Loi d'une variable aléatoire discrète
	Égalité en loi de deux variable aléatoire
	Variable aléatoire image
	Loi conditionnelle d'une variable aléatoire

	Couple de variables aléatoires
	Indépendance de variables aléatoires
	Indépendance de deux variables aléatoires
	Indépendance d'un nombre fini de variables aléatoires
	Lemme des coalitions
	Indépendance d'une famille quelconque de variables aléatoires
	Théorème d'extension de Kolmogorov

	Loi uniforme
	Loi de Bernoulli
	Loi binomiale
	Loi de Poisson
	Loi géométrique
	Espérance
	Définition de la notion d'espérance
	Espérance d'une variable aléatoire suivant une loi usuelle
	Théorème de transfert
	Espace L1
	Espérance du produit de deux variables indépendantes

	Variance, écart type et covariance
	Espace L2
	Inégalité de Cauchy-Schwarz
	Variance et écart type
	Covariance de deux variables aléatoires
	Variance d'une somme

	Inégalités probabilistes et loi faible des grands nombres
	Fonctions génératrices
	Définition et propriétés de la série génératrice
	Définition et propriétés de la fonction génératrice
	La fonction génératrice détermine la loi
	Fonctions génératrices et lois usuelles
	Fonction génératrice et espérance
	Fonction génératrice d'une somme de variables indépendantes


