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§ 1. PRODUIT SCALAIRE

DEFINITION 1 (PRODUIT SCALAIRE). — Soit E un R-espace vectoriel. Une application

ExE — R

SO ey — ()

est un produit scalaire sur E si elle est linéaire a gauche (LG), linéaire a droite (LD), symétrique (SYM), positive
(POS) et définie (DEF), i.e. si les propriétés suivantes sont vérifiées.

(LG) V(xl,xg,y)€E3, V(ll,/lg)ERz, (/llxl+/12x2,y>=/11<x1,y)+/12<x2,y)
(LD)  Y(x,y1,3) €E, VYA, eR?, (x, iy1+A2y2)=A1{x, 1)+ A2(x,¥2)
(SYM) V(x,y)eE? (x,y)=(y, x)

(POS) VxeE, (x,x)>0

(DEF) Vx€eE, (x,x)=0=x=0g.

Remarque 2. — Les propriétés (LG) et (SYM) impliquent la propriété (LD) dans la définition 1. Ainsi, pour vérifier
qu'une application (-, - ) : E x E—— R est un produit scalaire sur E, il suffit de vérifier les propriétés (LG), (SYM),
(POS) et (DEF). .

DEFINITION 3 (ESPACE PREHILBERTIEN). — Un espace préhilbertien est un couple (E,(-, -)) out E est un R-
espace vectoriel et ( -, - ) est un produit scalaire sur E.

EXERCICE 4. — Soit (E,( -, -)) un espace préhilbertien.

1. Soit (x, y) € E?. Démontrer :
(x+y, x+y)=(x,x)+(y, y)+2(x,¥)

en justifiant chaque étape du calcul a I'aide d'une propriété du produit scalaire.

2. Soient p € N>, et (xy,...,Xp) € EP. Démontrer :

P P p
<in;zxi>=z<xi;xi> +2 ) (xi,xj)
izl =l i

i=1 1<i<j<p

en justifiant chaque étape du calcul a I'aide d'une propriété du produit scalaire.

EXERCICE 5. — Soient (E, (-, - )) un espace préhilbertien et x € E. Justifier que (x, 0g) =0et(0g, x) =0. ]

§ 2. EXEMPLES FONDAMENTAUX DE PRODUITS SCALAIRES

PROPOSITION 6 (PRODUIT SCALAIRE CANONIQUE SUR R"). — Soit n € N>,. Lapplication :
R" xR" — R

(o) (x=10x0), Y=o yn)) — (X, ¥):i= 2 Xy
i=1

définit un produit scalaire sur R".
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PROPOSITION 7 (PRODUIT SCALAIRE CANONIQUE SUR .#/,,1(R))). — Soit n € N»». Lapplication :

-/%n,l(R) X -/%n,l(R) I R
() ! o o
CU | x= Y= ] o XY= xey
Xn Yn =

définit un produit scalaire sur 4,1 (R).

PROPOSITION 8 (PRODUIT SCALAIRE CANONIQUE SUR %y, ;,(R)). — Soit (n, p) € N* x N*. Lapplication :

M, pR) x M p(R)  — R
55050 (A4, B) — (A,B):=Tr(A" xB) =

14

[Al;j - [Bl;,j

n p
=1j=1

définit un produit scalaire sur M »(R).

PROPOSITION 9 (PRODUIT SCALAIRE CANONIQUE SUR €°([a, b],R)). — Soient a < b des nombres réels. Lap-

plication :
€¢°(la,b),R) x €°([a,b,R) — R

. b
oo .8 — (f,g):z/ fng dr
a

définit un produit scalaire sur €°((a, b, R).

EXERCICE 10. — Démontrer que I'application :
R[X] xR[X] — R

. . l~ o~
) P — <P,Q>:=f0 P(1)-Q(r) dt

définit un produit scalaire sur R[X]. O

§ 3. NORME ASSOCIEE A UN PRODUIT SCALAIRE

DEFINITION 11 (NORME D’UN VECTEUR ET DISTANCE ENTRE DEUX VECTEURS). — Soit (E,(-, -)) un espace
préhilbertien.

1. La norme d’'un vecteur x € E est définie par :
llx|l:=v{x, x)
2. La distance entre deux vecteurs x et y de E est définie par :

dex ) =|[x-y||

LEMME 12 (CARRE DE LA NORME D’UNE SOMME). — Soient (E,{ -, - )) un espace préhilbertien et (x, y) € E*.

[Jx+y | =1x1?+]| y || +2(x, )
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LEMME 13 (HOMOGENEITE DE LA NORME). — Soient (E,( -, - )) un espace préhilbertien, x € E et L € R.

HA-x|I=1Al-1lx]|

THEOREME 14 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ ET CAS D’EGALITE). — Soient (E,( -, - )) un espace préhil-
bertien et (x, y) € E.

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz
[ < ti=i-ly|

2. Cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|(x, y)|=1xIl-|| y|| si et seulement si la famille (x, y) est liée.

DEMONSTRATION. — Si les vecteurs x et y sont tous les deux nuls, alors les assertions (1) et (2) sont claires.
Supposons désormais qu’au moins un des vecteurs x et y est non nul. D’apres (SYM), les vecteurs x et y ont des roles
symétriques dans les assertions (1) et (2). Nous pouvons donc supposer que y # Og.

(1) Onintroduit 'application :

R — R
t o— ||x+1f-y||2

f

» Soit t € R. En développant le carré scalaire de la somme x + ¢ - y (cf. 4), il vient :

f= ||x+ t~y||2 =(x,x)+2-(x, t-y)+{(t-y, t-y)
puis, en utilisant (LG) et (LD) : ,
fo=llxl?+2-(x,y) e+ y]| - £
Lapplication f est donc polynomiale en sa variable z.

o Comme y # Og, (POS) et (DEF) impliquent ” y H > 0. Lapplication f est donc polynomiale de degré 2, avec un
coefficient dominant positif.

e D’apres (POS), f > 0 et donc le discriminant A(f) de f vérifie A(f) < 0. En effet, si A(f) > 0 alors f admet deux
racines réelles distinctes #; < t, et est strictement négative sur ] 1, [, ce qui n’est pas.

Comme :
AP =4-(x, y) —a-llxll-|]y|]

A(f) < 0livre <x, y )2 <llxll- || y || puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz par croissance de la fonction racine carrée sur
R>o.

(2) Implication directe Supposons [(x, y)| =I|x|| || y||- Alors A(f) = 0, o1 f est I'application polynomiale de degré
2 introduite en (1). Cette derniere posseéde donc une unique racine réelle 7. Comme :

0=f()=(x+1to-y,x+0k-y)

(DEF) livre 1- x + fp - y = Og, d’ou1 le caractere lié de la famille (x, y).
(2) Implication réciproque Supposons la famille (x, y) liée. Alors il existe (a, §) # (0,0) dans R? tel que :

@ ax+p-y=0g.
Le nombre a n’est pas nul (si a = 0 alors 8 # 0 et (i) livre y = 0g, ce qui n’est pas). De (i) nous déduisons que x = 1.y,

ould:=-p/a.
D’apres (LG) et la multiplicativité de la valeur absolue :

@ [ )=y, v = Ay ) = 1Ay, v = 1ALy |

Par homogénéité de la norme (13) :

i) x|y =[]y =1y P

De (ii) et (iii) on déduit |{ x, y )| = Il x|l -|| y]|- n
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Exemple 15. — Soit un entier n > 2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R" (cf. 6)

livre, pour tout (xg,...,x,) e R" et (y1,..., yn) dans R" :
- $2
Zl Zyl
i=1

n
Y xiy
i=1
Exemple 16. — Soit un entier n > 2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur .4, (R) (cf.
8) livre, pour toutes matrices A et B de .4, (R) :

T (AT B)| < \/Tr(AT 4) /T (BT B)
qui, lorsque A et B sont de plus symétriques s’écrit encore :
ITr (AB)| < \/Tr(A?)-4/Tr(B?).
]

Exemple 17. — Soient a < b deux nombres réels. Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique
sur €°([a, b],R) (cf. 9) livre, pour tout (f, g) € €¢%(a,b),R) :

b b b
ff(t)g(t)dt‘g ff(t)zdt- g(n)? de.

[
n
EXERCICE 18. — Soient n réels strictement positifs x1,..., x, tels que Z x; = 1. Démontrer que :
i=1
Z": 1
i=1 xl
0

1
EXERCICE 19. — Soit f € %9([0, 1], R) une fonction telle que f >0sur [0,1] etf f(t) dt =1. Démontrer que :
0
—dr>1.
f @

EXERCICE 20. — Soient a < b deux nombres réels et E := €°([a, b],R). Soit C:={f € E : Vx€ [a,b] f(x) >0} et

0l ;. (f f('f)dt)(f 75

1. Démontrer que ¢(C) est minorée.

2. Déterminer la borne inférieure m := }ng @(f) et démontrer qu’elle est atteinte.
€

3. Déterminer toutes les fonctions f € C telles que ¢(f) =

COROLLAIRE 21 (INEGALITE TRIANGULAIRE OU INEGALITE DE MINKOWSKI). — Soient (E,{-, -)) un espace
préhilbertien et (x, y) € E>.

(a) Inégalité triangulaire
[+ y[l<lxli+]|y]]

(b) Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire

dAeRy), x=A-y

[|x+y|[=lxll+]]y]|] = {ou
dAeRyy, y=A1-x
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EXERCICE 22. — Soit (E,( -, -)) un espace préhilbertien. Démontrer :

Voo e B fllxll= [yl <[lx+yl]

PROPOSITION 23 (IDENTITE DE POLARISATION). — Soit (E,( -, - )) un espace préhilbertien et||-|| la norme sur

E associée. Soit (x, y) € E2.
1

(.90 =2 (llx+yIP -1 x-yIF)

Remarque 24. — On conserve les notations de 23. D’apres l'identité de polarisation, la seule connaissance de la
norme ||| permet de retrouver le produit scalaire ( -, - ). [ ]

PROPOSITION 25 (IDENTITE DU PARALLELOGRAMME). — Soit (E,( -, -)) un espace préhilbertien et ||-|| la
norme sur E associée. Soit (x, y) € E2.

x4yl + =yl =2 (1P +] )

Remarque 26. —

Soient deux vecteurs x et y de R?, muni
de son produit scalaire usuel, que nous
représentons en l'origine Og2. Formons
le parallélogramme £ supporté par ces
deux vecteurs.

Le nombre 2 (IIxII2 + ||y||2) égale la
somme des carrés des longueurs de tous
les c6tés du parallélogramme 22.

Le nombre ||x+y||2 + Hx—y||2 est la
somme des carrés des longueurs des
deux diagonales de 2.

D’apres 25, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs de tous les cotés égale la somme des
carrés des longueurs des deux diagonales. [

§ 4. ORTHOGONALITE

NOTATION. — Dans cette partie, (E,( -, - )) désigne un espace préhilbertien et || -|| la norme associée au produit sca-
laire (-, - ).

DEFINITION 27 (VECTEURS ORTHOGONAUX). — Soif(x,y) € E?. On dit que x et y sont orthogonaux, et on note
xLysi{(x,y)=0.

DEFINITION 28 (FAMILLES ORTHOGONALES, FAMILLES ORTHONORMALES). — Soit I un ensemble non vide,
s0it (x;)jc; € E! une famille de vecteurs de E.

1. La famille (x;);cy est orthogonale si :
Vi, el  i#j=(x;,x;)=0
2. Lafamille (x;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si de plus pour touti€ I, || x;|| =1, i.e. si:

Vi, e’  (xi,xj)=0;;
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Exemple 29. — Soit n € N3,. Considérons le produit scalaire canonique sur R" (cf. 6). La base canonique (ey, ..., e,)
de R” est une famille orthonormale. ]

Exemple 30. — Soient deux entiers p > 2 et n > 2. Considérons le produit scalaire canonique sur .4, ,(R) (cf. 8). La

base canonique (Ei,j); i1, p][1,2] 9€ “#p.n(R) est une famille orthonormale. [
EXERCICE 31. — Considérons le R-espace vectoriel E = €¢°(10,27],R) muni de I'application :
ExE — R
< Tyt ) 2n

f,8 — A f(g) dr

Pour tout n € N, nous définissons 'application ¢, par :

[0,27] — R
X — cos(nx)

1. Démontrer que ( -, - ) définit un produit scalaire sur E.
2. Démontrer que la famille (c;) ,en est orthogonale.

PROPOSITION 32 (UNE FAMILLE ORTHOGONALE DE VECTEURS NON NULS EST LIBRE). — Soient I un ensemble
non vide et (x;)ic; € E' une famille orthogonale telle que, pour touti € I, x; # Og.
Alors, la famille (x;) ey est libre.

THEOREME 33 ( DE PYTHAGORE). — Soient n € Nx; et (x1,...,X,) € E" une famille orthogonale.

2 @ ,
=Y flx I
k=1

n
D Xk
k=1

Remarque 34. —

Soient deux vecteurs x et y de R?, muni de son produit
scalaire usuel, que nous représentons en l'origine Oge.
Nous supposons x et y orthogonaux et nous formons le
triangle rectangle 9~ supporté par ces deux vecteurs.

Le théoreme de Pythagore 33 livre :

[x+y||*=1xIP+]| y]]* .

D’apres 'identité de polarisation 23 et 'orthogonalité de
xety,||x+y]|*=]||x-y||>. Des deux dernieres identités,
nous déduisons :

B =y P =12+ ]

Le nombre || x - y||* égale le carré de la longueur de I'hy-
poténuse de I . Lidentité (%) est donc le théoréme de Py-
thagore rencontré dans les petites classes.

]
EXERCICE 35. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, 98 = (ej, e2, e3) une base de E et ( -, - ) un produit
scalaire sur E. Construire une base orthonormale ¥ de E. 0

DEFINITION 36 (VECTEUR NORMALISE D’UN VECTEUR NON NUL). — Soit (E,( -, - )) un espace euclidien de di-

mension n > 1 et||-|| la norme associée au produit scalaire( -, - ).
. 1 e .
Le vecteur normalisé d’'un vecteur x non nul de E est m - x. Il est colinéaire a x, de méme sens et de norme 1.
X
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PROPOSITION 37 (ALGORITHME D’ORTHONORMALISATION DE SCHMIDT). — Soient F un sous-espace vecto-
riel de dimension finien > 1 de E et (ey, ..., e,) une base de F. On construit une famille (¢},...,€},) de vecteurs
de F de proche en proche comme suit.

@) 6’1 est le vecteur normalisé de €1 := e .

(ii) Pourtoutie[l,n—1]:
.
€}, est le vecteur normalisé de €y :=ejs1— Y (€ir1, € ) €}
k=1
Alors :
1. la famille (6’1, s s’n) est bien définie et forme une base orthonormale de F ;
2. pourtoutie€ [1,n], €, € Vect(ey,...,e;);

3. pour tout i € [1,n] la i-iéme coordonnée de s’i dans la base (ey,...,e,) est un nombre réel strictement
positif.

DEMONSTRATION. — Pierre angulaire. Commengons par démontrer que, pour tout i € [1, n]

(@) Vje[1,i], € existe
P20) | (B) Vje[[l,i]],E}EVect(el,...,ej)
(vi) (g),...,€;) est une famille orthonormée.

~

en raisonnant par récurrence finie.

o Initialisationai=1.

(a1) Comme (ey,...,e,) estlibre, le vecteur e; est non nul donc 8’1 = - e1 est bien défini.

Ilenll
(B1,y1) L est clair que £} € Vect (e1) et que || ! || =1

o Hérédité.
Soit i € [1, n— 1] tel que 22 (i) est vraie, i.e. tel que (a;), (B;) et (y;) sont vraies.
i
(ai+1) D’apres (a;), les vecteurs 8’1, . E’i etdonclevecteure; i :=ej 1 — Z ( €iil, 596 ) '59< est bien défini. Si€;4;
k=1
était nul, (B;) impliquerait :

i
! !
eir1= Y (eis1, €5 ) €}, € Vect(ey,...,e;)
k=1 —
eVect(ey,....ex)cVect(ey,...,e;)

1 .
-€;4+1 est bien

et la famille (ey, ..., e;,) serait liée, ce qui n’est pas. Comme ¢;.; # Og, le vecteur & | T
Eit+1l

défini.
(Bi+1) Toujours d’apres (B;) :

! I
i+1 |

i
! !
Ei41:= €1 — ) (eiv1,€) ) € € Vect(ey, ..., ei41) -
v k=1 —

€Vect(ey,...,€i+1) eVect(ey,...,ex)=Vect(ey,...,€j+1)

1
lleisrll
(vi+1) Soit j € [1,{]. Démontrons que <£

Le vecteur Eli RE

] -£;+1 appartient donc également a Vect (e, ..., e;+1).

/

e e} > =0 ou, de maniére équivalente, <£,~+1 , 59. > =0.D’apres (y;) :

i i
! _ . _ . ! ey ! _ A ! _ . ! . ! ! _
<£i+1,€j>—<ez+1 (eiv1,€;) ek,ej>(L—G)<ez+1,€j> > (e, €p) <£k,ej>—0-
k=1 k=1 ——
:5k,j

:<ei+1 n‘?} >

1
-€;4+1 estde norme 1.

Enfin, le vecteur ¢
e ll

! o—
i+1°
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(1) D’apres ce qui précede, la famille (¢, ..., €},) est bien définie et forme une famille orthonormale de F. Comme elle
est libre (orthogonale et formée de vecteurs non nuls) et comme elle contient n = dim (F) < oo vecteurs, (5’1, el s’n) est
une base orthonormale de F.

(2) Cette assertion correspond a (f,) qui est déja établie.

>0

(3) Comme E’l = m - e1, la premiere coordonnée de 6’1 dans la base (ey,...,e,) est
€1

Soit i € [1,n—1]. D’apres (2),

Ilexll

i
- / /
5i+1~—ei+1_z <ei+1,€k>'€k
k=1 —_—
eVect(ey,....ex)cVect(ey,...,.e;)

-

eVect(ey,...,e;)
La (i + 1)-iéme composante de ¢;;; dans la base (e, ..., ;) est donc 1. Par suite, la (i + 1)-ieme composante de E/i+1 =

> 0. ]

—— -¢; dans la base (ey,...,e,) est
el el

EXERCICE 38. — On munit R* de son produit scalaire usuel (cf. 6). On pose
H:= {()Cl,xZ,X3,JC4) € R4 X1+t X2+ X3+ Xg = O}

1. Déterminer une base %8 de H.

2. Appliquer I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base 28 de H déterminer en 1 pour obtenir
une base orthonormée de H.

EXERCICE 39. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, %, = (ey, ..., e,) une base de E et (E, (-, - ))
un produit scalaire sur E. Soit & := (8/1,...,8/,1) la base orthonormale de E obtenue en lui appliquant I’algorithme
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Que dire de la matrice de passage de la base %8, a la base %? 0

EXERCICE 40. — Soit n € N. On définit I'application ( -, - ) par

R,[X] xRy[X] — R
n

o) (BQ) — (P,Q):=Y - Q).
k=0

1. Vérifier que ( -, - ) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Déterminer une une base orthonormée de Ry [X], pour le produit scalaire ( -, - ) introduit en début d’énoncé
(en spécialisant n a 2).

EXERCICE 41. — On définit I'application (-, - ) par:
€°([0,1],R) x €°([0,1],R) — R
.. 1
o f, 8 — <f,g>:=f0 f(-gt)-e " dt.

1. Vérifier que ( -, - ) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Soient les applications fy, f1, f> définies par :

0,11 — R 0,11 — R
[0,1] fl[]

X — 1 X —  cos(x)

0,11 — R
X — sin(x) .

fo f2

Déterminer une base orthonormale de F := Vect ( fo, fi, f2).
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§ 5. ORTHOGONAL D’UNE PARTIE

NOTATION. — Dans cette partie, (E,( -, - )) désigne un espace préhilbertien et || -|| la norme associée au produit sca-
laire (-, - ).

DEFINITION 42 (ORTHOGONAL D’UNE PARTIE). — Soit A une partie de E. Lorthogonal de A est la partie de E,
notée A*, définie par
At:={xeE:VYaeA (x,a)=0}

Exemple 43. — {0g}" = E et E- = {0g). m
EXERCICE 44. — Soient A et B deux parties de E tels que A c B. Démontrer que B+ c A*. O

EXERCICE 45. — Soient un entier n > 2 et x1, x,..., X, X des vecteurs de E. Démontrer

x € Vect (x1, X2, ..., Xn)" — Vke[l,n], xLlxg

EXERCICE 46. — On munit R* de son produit scalaire canonique (cf. 6). On pose

X1 + 2x2 + 3x3 -— X4

— 4,
F.—{(xl,xz,xs,x4)€R .{3x1 ~ x, + 4xs + 5x4

(|l
o o
—

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en donner une base.

2. Déterminer I'orthogonal F* de F.

PROPOSITION 47 (STRUCTURE DE ’ORTHOGONAL D’UNE PARTIE). — Si A est une partie E alors At est un
sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 48. — On munit .4, (R) de son produit scalaire canonique (cf. 8). On note F '’ensemble des matrices de
M, (R) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls

F:={Ae ,R) : Vie[l,n], [Al;;=0}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de .4, (R) et en donner une base.

2. Déterminer une base de F*.

. ; 1
PROPOSITION 49 (ORTHOGONAL DE ’ORTHOGONAL). — Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F < (F*)™.

Linclusion réciproque dans 49 n’est pas nécessairement vraie, d’apres les deux exercices ci-

@ dessous. Cependant, lorsque F est de dimension finie F = (Fl)l. Nous le démontrerons plus
tard (cf. 66).

EXERCICE 50. — On munit 6°([0,1],R) de son produit scalaire canonique (cf. 9).
1. Démontrer que F = {f €€°([0,1],R) : f0) = 0} est un sous-espace vectoriel de €°(10,1], R).

10
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2. Déterminer F. On pourra considérer une fonction g € F* et démontrer que g est orthogonale a une fonction f
quelconque de %9([0,1],R), en considérant, pour tout 7 € N>, la fonction f;,: [0,1] R telle que f;, coincide
avec f sur [1/n,1], f,(0) =0 et f;, est affine sur [0,1/n].

17 f,
|
|
|
|
|
|
|
| |
I I
1/n 1
4 1y
3. Démontrer que F # (F*)™.
0
EXERCICE 51. — Soient Fi, F» deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Démontrer que F- N Fy- = (F; + F»)*.
2. Démontrer que F;" + Fy < (Fy N F>)™.
0
EXERCICE 52. — On munit E := 6°([~1,1],R), muni de son produit scalaire canonique (cf. 9). On pose

F={feE:Vxe[-1,0], f(x)=0} et F={fcE:V¥xel0,1], f(x)=0}.
1. Démontrer : Fll = F,. On pourra considérer une fonction f € Ff-, et démontrer que, pour tout x € [0, 1], f(x) =0,

en considérant, pour tout 7 € N, la fonction fy: [-1,1] —— R telle que f; est nulle sur [-1,0], f; coincide
avec f sur [1/n,1], et f;, est affine sur [0,1/n].

1/n 1 1/n 1

2. Démontrer: Fy = F.
3. Justifier: Fj- + Fy- # (Fin Fo)*.

11
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§ 6. ESPACES EUCLIDIENS ET BASE ORTHONORMEES

DEFINITION 53 (ESPACE EUCLIDIEN). — Un espace euclidien est un espace préhilbertien (E,( -, -)), oit E est
un R-espace vectoriel de dimension finie.

THEOREME 54 (D’EXISTENCE D’UNE BASE ORTHONORMEE DANS UN ESPACE EUCLIDIEN). — Tout un espace
euclidien possede une base orthonormeée.

PROPOSITION 55 (EXPRESSION DES COORDONNEES D’UN VECTEURS DANS UNE BASE ORTHONORMEE). —
Soient (E,{ -, -)) un espace euclidien, 28 := (e, ..., e,) une base orthonormée de E et x € E. Alors :

n
x=) (x,e)-e;.
i=1

PROPOSITION 56 (EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE DANS UNE BASE ORTHONORMEE). — Soient (E, (-, - ))
un espace euclidien, 28 := (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et (x, y) € E2. On pose :

Matgg (x) = (X1,...,%) | et Matg(y) = Y1, yn) |

Alors : ;
(x,y)=2_ xi"yi
i=1

PROPOSITION 57 (EXPRESSION DE LA NORME DANS UNE BASE ORTHONORMEE). — Soient (E,( -, - )) un espace
euclidien et B := (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et x € E. On pose :

Mat@(X) = (xlr seey xn)T

n
— 2
IIxII—\/_le,.
=

THEOREME 58 (DE LA BASE ORTHONORMEE INCOMPLETE). — Soient (E,( -, -)) un espace euclidien de dimen-
sionn>2,pe[l,n-1] et(fi,..., fp) € EP une famille orthonormée.
Il existe (fp41,..., fn) € E""P tel que (fi,..., fp, fp+1,---» [n) est une base orthonormée de E.

Alors :

EXERCICE 59. — Soient (E, (-, -)) un espace euclidien et ¢ € E* := £ (E,R). Alors :

JlaeE, Vxe€E, ¢@x) ={(a,x) [théoréme de représentabilité de Riesz] .
O
EXERCICE 60. — Soit n € N. Démontrer qu’il existe n + 1 réels ay, ..., a, tels que, pour tout P € R, [X] :
1 _ n _
f P(t)dt=) ar-P(k).
0 k=0
0

12
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§ 7. PROJECTION SUR UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

NOTATION. — Dans toute cette partie, (E, (-, - )) désigne un espace préhilbertien et on note || || la norme associée au
produit scalaire. On ne suppose plus E de dimension finie (i.e. E n’est pas nécessairement euclidien). En revanche on
imposera parfois une hypothese de finitude sur la dimension de sous-espaces vectoriels considérés.

DEFINITION 61 (PROJETE ORTHOGONAL D’UN VECTEUR SUR UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE). —
Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € E.

1. Il existe un unique vecteury de E tel que Ft

yeF et x—yEFL

X x—pr(x)
Ce vecteur y est noté pr(x) et est appelé pro-
jeté orthogonal de x sur F.
2. Si(ey,...,ep) est une base orthonormale de Dr(x)

F ()2
p
pr(x) =) (x,e;)-e;

i=1

THEOREME 62 (PROJECTION ORTHOGONALE SUR UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE). — Soit F un sous-
espace vectoriel de dimension finie de E.

1. Projection orthogonale de E sur F. Lapplication :

E — E

PE| » — pr(x) qui est 'unique vecteur y € F tel que x — y € F*

est un projecteur orthogonal, appelé projection orthogonale de E sur F.
2. Noyau et image de la projection orthogonale de E sur F.

Ker(pr) = F* et Im(pg)=Ker(pr—idg)=F

3. Expression de la projection orthogonale de E sur F a l'aide d’'une base orthonormale de F. Si
(f1,.--, fn) est une base orthonormale de F, alors :

Vx€E, i(x,f,-)fi.
i=1

EXERCICE 63 (POLYNOMES DE TCHEBYCHEV). — Soit E = €°([-1,1],R). On définit I'application ( - , - ) par:

ExE — R

L f(ng(r)
) —_ ) = — dt.
(8 (fer=| 7=

<'r'>

1. Démontrer que I'application ( -, - ) est bien définie.
2. Démontrer que I'application ( -, - ) défini un produit scalaire sur E.

3. Soit n € N. Démontrer qu’il existe un unique polyndme T, € R[X] tel que, pour tout 6 € R, T),(cos(8)) = cos(n).
Le polynome T, est appelé n-ieme polynéme de Tchebychev.

4. Démontrer que la famille (T7,) ,en est orthogonale.

5. Pour tout n € N, posons Fj, := Vect(Ty, ..., T,). Déterminer la projection orthogonale d’'une fonction f € E sur
F,.

13
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PROPOSITION 64 (SOMME DIRECTE D’UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE ET DE SON ORTHOGONAL). —
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors :

E=FeF" .

Si F n’est pas de dimension finie, F n’est pas nécessairement un supplémentaire de F dans E.
Dans I'exercice 22, nous avions considéré a < b deux nombres réels, E = 6°([a, b], R) muni de son
produit scalaire canonique (cf. 9) et 22 'ensemble des fonctions polynomiales sur [0, 1], i.e. :

@ 9::Vect((fn la,p] — R )nEN)

X —  x"
Grace au théoreme d’approximation de WeierstraR, nous pouvons établir que 22 = {0g}. Liden-
tité E = & @ 2+ livrerait donc E = F, i.e. que toute fonction continue sur [—1, 1] est polynomiale,
ce qui n'est pas.

EXERCICE 65. — On munit R® de son produit scalaire usuel (6). On pose F := {(x,y,2) €R® : x—2y+3z=0} et prla
projection orthogonale de R® sur F.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R3, en donner une base et préciser sa dimension.

2. Soit u = (x, y,z) € R®. Calculer pr(u) en fonction de x, y et z.

3. Donner la matrice de pr dans la base canonique %, = (e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 =(0,0,1)) de RS,

O
COROLLAIRE 66 (ORTHOGONAL DE ’ORTHOGONAL POUR UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE). — Soit F
un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Alors (FX)" = F.
@ Si F n'est pas de dimension finie, F peut étre strictement inclus dans (F L)L. Cf. 50.
§ 8. DISTANCE D’UN VECTEUR A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE DIM. FINIE
NOTATION. Dans la suite de cette partie, (E,( -, - )) désigne a présent un espace préhilbertien et on note ||-|| la

norme associée au produit scalaire.

DEFINITION 67 (DISTANCE D’UN VECTEUR A UNE PARTIE NON VIDE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME). —
Soient A une partie non vide de E et x € E. On définit la distance de x a A par :

d(x, A):=inf |[[x—al| .
acA

Exemple 68. — Si A est une partie non vide de E et x € E, alors la distance de x a A n’est pas nécessairement atteinte,
i.e. il peut n'exister aucun ag € A tel que || x — ap || = d(x, A).

14
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]
Exemple 69. — Si A est une partie non vide de E et x € E, alors la distance de x a A peut étre atteinte en une infinité

de points i.e. 'ensemble
{ape At llx—aoll = d(x, A)}

peut étre infini. C’est par exemple le cas, lorsque A est une sphére de rayon strictement positif et x le centre de la

sphere.
\x /
/ d(x, A)
A

]
EXERCICE 70. — Si A est une partie non vide de E 'application :
EN-n — ®,I-D
de, 4 x  — dxA):=inf [x—all
aeA
est 1-lipschitzienne, i.e. :
Y (x,y) € B4, |d(x, A) - d(y, A)| < || x-y]-
O
PROPOSITION 71 (DISTANCE D’UN VECTEUR A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE). —
Soient F un sous-espace vectoriel de dimension fi- FL
niedeE etx€ E.
On note pr: E —— E la projection orthogonale
deE surF. x
L d(x, P = ||x- pr@|| N
L S AN F
2. VyeF y#pr=||x-y||>dxF O pr
xX—pr(x)
3. [1xI? = || pr) ||* + d(x, F)?
EXERCICE 72. — On définit 'application :
AoR) x MrR) — R
(A,B) — Tr(AT B)
qui est un produit scalaire sur .4 (R) (8). On note :
- a b, 2
F—{( b a ) : (a,b) €R }
1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de .4 (R).
2. Déterminer une base de F*.
1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de J := ( 11 ) sur F*.
4. Quelle estla distance de Ja F?
O
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