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SERIES ENTIERES CHAPITRE
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§ 1. NOTION DE SERIE ENTIERE ET PROBLEMATIQUE

NOTATION (DISQUE OUVERT ET DISQUE FERME DANS C). — Soient a € C et r € R5o. On note :
e S(a,r) le cercle de centre a et de rayon r;
e D(a,r) le disque ouvert de centre a et de rayon r;

e D(a,r)=D(a,r) U S(a,r)le disque fermé de centre a et de rayon r.

S(a,r):={zeC:|z—al=r1} D(a,r):={zeC:|z—al<r} D(a,r):={zeC:|z—a|<r}
iR iR iR
I" S\
r
1 o——]
a /]
\‘ ,I
i Slan J i D(a,r) i D(a,7)
ST 0 1 R X1 o 1 R 0 1 R
D_l l_l

DEFINITION 1 (SERIE ENTIERE). — Soit (a,) nen Une suite de nombres complexes et z € C. La série Z a, z" est
n=0
appelée série entiere de coefficients a,, n € N.

PROBLEMATIQUE. — Etant donnée une série entiére Z a, z", on s'intéresse aux questions suivantes.
n=0

(A) Pour quelles valeurs de z € C la série numérique Z an z" converge-t-elle? Lensemble :
n=0

D= {zeC : ) anz" converge}
n=0

est appelé ensemble de définition de la série entiere Z a, z" (il peut étre réduit au singleton {0}).

n=0
(B) Quel estla nature de la convergence de la séries de fonctions Z fnou, pourtout neN:
n=0
2 — C

fn

z — ap,z"

sur 92, ou sur des parties de 2 : simple, uniforme, normale ?

(C) Sitousles a;, sont réels, la fonction

est-elle de classe € sur 2 NR? Si oui, a-t-on pour tout p €N et « certains réels » x :

+00 |

+00
P () — Z () Z n. n-p
f (X) n=0 fn (x) n=p (n - P)' al’l .

-~
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§ 2. RAYON DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE

LEMME 2 (ABEL). — Soient (a,) une suite de nombres complexes et zy € C*.

1. Supposons que la suite (an Z(;l)n(—:N est bornée. Alors, pour tout z € D(0,|z), la série Z anz" converge

n=0
absolument.
iR p
(anz), .y bornée
CVABS JPT
. s~ 20
¢' (¥} “\/
’ AY
1 ‘
1 1
1 Y .
1
\ 0 1 " [zo] R
\\ ’
. 4
S o
b - - - - <

2. Supposons que la série Z anzy diverge. Alors, pour tout z € C tel que |z| > |zo|, la série numérique

n=0
Z an z" diverge grossiérement.
n=0
iR
n
DVG . Y anz] DV
- - >0
. > a0 nz
m /48 ¥ ] \J

4 A

4 A

1 1

1 1
1 rY ’

1 0 1 : | zo| R

\\ ’

. ,
-~ o
~ .o -
DEMONSTRATION. —

1. Soit zg € C* tel que la suite (a, z}/)  _ est bornée. Soit z € C tel que |z| < |zg|.

PourtoutneN:

neN

n
n _ n z
anz" =anzy |—| .
20

anz = Of|— .
n—+oo 20

¥4

Comme a,zf = O(1),ilvient:
n (o0}

—+

n
Comme ) est absolument convergente. Par théoréme de comparaison, la

— | <1, lasérie géométrique )_ (
20 n>0
série numérique ) a,z" est également absolument convergente.

n=0

20

2. Soit zg € C* tel que la série numérique ) a, z} diverge. Soit z € C tel que |z| > | z|.
n=0
Raisonnons par 'absurde et supposons que la série numérique Z a, z" n'est pas grossiérement divergente.
n=0
Comme :

a,z" 0

n—+oo
la suite (a;, z2™) ,en est bornée. D’apres 1, la série numérique Z an z} est absolument convergente. Contradic-
n=0
tion.
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]
DEFINITION 3 (RAYON DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE). — Soient (a,) ,eN Une suite de nombres com-
plexes et :
I:={reRy : lasuite (a,r"), .y estbornée} lintervalle non vide deR].
Le rayon de convergence de la série entiere Z anz", noté R Z anz" |, est défini par :
n=0 n=0
sup(I) sil est majoré;
R| ) apz"|:= { P . Jore;
+oo  sinon.
n=0
EXERCICE 4. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére )  z".
n=0
ZVl
EXERCICE 5. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z -
nso N
Zﬂ
EXERCICE 6. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z —- 0
n>1 n
PROPOSITION 7 (CARACTERISATION DU RAYON DE CONVERGENCE). — Soit Z a, z" une série entiere.
n=0
1. Son rayon de convergence est +oo Si et seulement si, pour tout z € C, la série numérique Z anz" converge
n=0
absolument.
2. Si son rayon de convergence n'est pas +oo, alors son rayon de convergence est l'unique R € R, tel que
(a) pour toutze€ D(0,R), la série Z an z" converge absolument
n=0
(b) pourtoutz e C tel que|z| > R, la série Z a, z" diverge grossierement.
n=0
DVG
Zn
EXERCICE 8. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z - 0
n=0 2
EXERCICE 9. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z In(n) z". O
n>1
EXERCICE 10. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere )  n!z".
n=0
EXERCICE 11. — Soit @ > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y n®z". 0

n>1
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. . . - - (=D"
EXERCICE 12. — Soit @ > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E il Z2"H, O
n
n>1

Considérons une série entiere Z anz" de rayon de convergence R € Rs¢. A priori on ne peut

n=0
rien dire quant a la convergence de la série numérique Z a, z" lorsque |z| = R. Considérons
n=0
deux exemples, pour observer que différents comportement peuvent apparaitre.
n
@ (a) Lasérie entiere Z c a pour rayon de convergence 1. Elle converge pour z = —1 et diverge
n=0
pour z=1.

zn
(b) Lasérie entiere — a également pour rayon de convergence 1. Elle converge absolument
5 4€g p y g g
n=0 n
pour tout z € C tel que |z| = 1.

§ 3. CALCUL PRATIQUE DU RAYON DE CONVERGENCE

PROPOSITION 13 (DETERMINATION DU RAYON DE CONVERGENCE A PARTIR D’UN POINT ATYPIQUE). — Consi-

dérons une série entiere Z an z" de rayon de convergence noté R et z; € C.
n=0

1. Sila série numérique Z an zjj est convergente, mais non absolument convergente, alors R = |zg|.
n=0

iR Z anzg

DVG 20 n=0

/\&< )
CVABS

est bornée, alors R = | zg|.

2. Sila série numérique ; anzy est divergente et la suite (a, z[')
n=0

neN

iR Y anzl DV

-
CVABS

1 1
CONVENTION. — Nous posons — :=0et — := +o0.
+00 0

et
(anz), .y bornée

%

R=|z| R
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THEOREME 14 (REGLE DE D’ALEMBERT POUR LES SERIES ENTIERES). — Soit Z a, z" une série entiere dont
n=0
les coefficients a,, sont supposés tous non nuls a partir d'un certain rang. Supposons que :

ap+1

=/,
n—+oo

3¢ e Ry U {+o0},

n

A N 1
Alors la série entiere Z anz" a pour rayon de convergence R = 7 € R, U {+00}.
n=0

Le théoréeme 14 n'admet pas de réciproque. Par exemple, la série entiére Z cos(n)z" apour rayon
n=0
de convergence 1 et pourtant la suite de terme général

cos(n+1)

=|cos(1) +sin(1) tan(n)|
cos(n)

ne converge pas vers 1, puisqu’elle n’admet pas de limite (assertion a justifier).

Attention aux séries entieres lacunaires, qui sont parfois écrites de maniére trompeuse. Par

. P EBN 2 2 .
exemple les coefficients a,, de la série entiere Z z"" sont définis par :
n=0

1 sinestuncarré;
HBEN, a":z{ 0 sinon ,

La regle de d’Alembert pour les séries entieres ne peut pas étre appliquée, car les coef-

<

ficients ne sont pas non nuls a partir d'un certain rang. Toutefois, on peut démon-

. BN 2 ~ .
trer que le rayon de convergence de la série entiere Z zZ" est 1, a laide de la
n=0
regle de d’Alembert pour les séries numériques, par exemple.

EXERCICE 15. — Soit Z a;, z" une série entiere, dont les coefficients d’indices pairs ay; sont non nuls & partir d’'un
n=0
certain rang. Supposons que :

a2n+2
3¢ e Ry U {+o0}, l.
azn n—+oo
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z agp 22", O
n=0
EXERCICE 16. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z 2n %", O
n=0

Le critere de d’Alembert pour les séries entieres ou pour les séries numériques est, certes utile en
pratique, mais ce n’est pas le seul outil a disposition pour calculer le rayon de convergence d'une
série entiere. Nous disposons également :

¢ du critere via un point atypique (proposition 13);

 du critere de comparaison (proposition 17) suivant.
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PROPOSITION 17 (RELATIONS DE COMPARAISON ET RAYON DE CONVERGENCE). — Soient deux séries entieres

Z anz" et Z by, z" de rayons de convergence respectifs R, et Rj,.
n=0 n>0

l.ap, = O(by) = Ry2Ry
n—+oo
2. a, = O(bn) = Ra 2 Rb
nh—+00
3. a, ~ b, = R;=Ryp
+00

n—

n

. . L s <
EXERCICE 18. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z . 0
nSo h(n+1)
=
EXERCICE 19. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) _ n®z".
n=0
EXERCICE 20. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z vn+2z" 0
n=0
EXERCICE 21. — Soit P € C[X]. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere )  P(n)z".
n=0
EXERCICE 22. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z z™, 0
n=0
Zl’l
EXERCICE 23. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) -
n premier
, . L . In(n) ,,
EXERCICE 24. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z ——z7 0
n>1 n
EXERCICE 25. — Soit (@) sen € RN. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z ez, O
n=0
EXERCICE 26. — Soit Z ay z" une série entiére de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de convergence de
n=0
la série entiere Y a,z*". O
n=0
EXERCICE 27. — Soit Z an z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminer le rayon de convergence
n=0
an ,
de ) —z". O
n!
n=0
§ 4. SOMME ET PRODUIT DE SERIES ENTIERES
PROPOSITION 28 (SOMME DE DEUX SERIES ENTIERES). — Soient deux séries entieres Y a,z" et ) b,z" de
n=0 n=0
convergence respectifs R, et Ry,. Soit R le rayon de convergence de la série entiére Z (an+bp)z".
n=0
1. R > min(Rg, Rp)
2. SiR, # Ry, alors R = min (Rg, Rp).
EXERCICE 29. — Soit Z an z" une série entiére. Supposons que Z az, z2°" et Z azni1 22" aient méme rayon de
n=0 n=0 n=0
convergence R. Démontrer que )  a,z" a pour rayon de convergence R.
n=0
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2n
EXERCICE 30. — Déterminer le rayon R de la série entiere Z T et démontrer que :
n>0 n).
+o0 2R
Vx€]-R R, =ch(x).
r;o (2n)!

2n+1
EXERCICE 31. — Déterminer le rayon R de la série entiere Z (-1)" ——— et démontrer que:
S0 @2n+1)!
+00 " x2n+1
Vxe]-R,R], -1)" —— =sin(x).
] [ n;)( ) G (x)

DEFINITION 32 (PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SERIES ENTIERES). — Le produit de Cauchy de deux séries
n

entieres Y anz" et Y by z" estlasérieentiere Y c, 2" oil, pour tourn€N, cp:= Y agb,_.

n=0 n=0 n=0 k=0
PROPOSITION 33 (RAYON DE CONVERGENCE DU PRODUIT DE CAUCHY). — Soient deux séries entieres
Z anz" et Z by, z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.
n=0 n>0
1. Lerayon de convergence R de leur produit de Cauchy Z cnz" vérifie R > min (Ry, Rp).
n=>0
2. Pour toutz€ D (0,min (Ry, Rp)) :
+00 +00 +00
Y cpn2= ( anz”) x (Z b,,z").
n=0 n=0 n=0
n
EXERCICE 34. — Soit Z an z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Notons, pour tout n €N, Ay, := Z ak.
n=0 k=0
Démontrer que le rayon de convergence de la série entiere Z A, z" est non nul. )
n>0

EXERCICE 35. — Considérons I’ensemble :

d::{(an)neNecN : R(Z anz”) >0}.

n=0

[

. Soit A e Ceta=(an)nen € «/. Démontrer que A- a:= (Aa,)en € .

2. Soient a = (ay)nen € o €t b= (by) nen € <. Justifier que a+ b := (a,, + byp) pen € .

k=0
4. Soient a = (an)pen € €t b = (bp) nen € . Justifier que ax b:= b * a.
5. Soit 1. := (80,n)

n
3. Soient a = (a,)nen € et b= (by) nen € . Justifier que ax b := (Z akbn_k) €.
neN

neN € CN. Justifier que 1, € </ puis que, pour tout a € o, a* 14 = a.

D’apres 1,2,3, les applications

Cxodf — A AxoA — A AxoA — A
Aa — A-a (a,b) — a+b (a,b) +— axb

sont bien définies. D’aprés 4 et 5, 1a loi interne x sur &« est commutative et 1., est son élément neutre. On admet
que (&, -, +, %) est une C-algebre.

6. Démontrer que la C-algebre («, -, +, x) est integre.
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7. Soit a = (ap) nen € & un élément inversible. Démontrer que ag # 0.
Soit a = (an) nen € & tel que ag # 0.

8. Justifier qu'il existe une constante A > 0 telle que, pour tout n € N*, |a,| < A”.
+o0o Ak

9. Justifier qu’il existe une constante B > A telle que, Z ﬂ <lapl.
k=1

10. Supposons qu’il existe b = (by) neN € CN tel que a x b =1,.Déterminer by et, pour tout zn € N, exprimer b, en
fonction de by, ..., b,.
11. Soit b = (b,,) € CN la suite définie par la valeur de by et la relation de récurrence obtenues 2 la question précé-
n
dente. Démontrer que, pour tout n €N, |b,| < ﬁ et en déduire que b € of.
ao

12. Conclure quant aux éléments inversibles de <.

§ 5. LIMITE UNIFORME ET CONTINUITE POUR LA VARIABLE COMPLEXE

NOTATION. — Dans toute cette partie, A désigne une partie non vide de C.

THEOREME 36 (CONVERGENCE UNIFORME ET CONTINUITE). — Soient (f;) nen € F (4, C)N et f e #(A,C). Sup-
posons que :

(H1) pour tout n €N, la fonction f, est continue sur A;

H2) f, CAU f.

Alors la fonction f est continue sur A.

DEMONSTRATION. — Soient zp € Aete>0.
e D’apres (H2) :

ANeN, Vn>=N, VzeA, |ful@-f(o)|<

W M

et en particulier
(x)  VzeA, |fv@-f@)]|<

Wl m

e D’apres (H1), la fonction fj est continue en zy donc:

(x%)  Fa>0, VzeA, |z-z|<a=|fv(2)-fv(z0)] <

Wl m

e Soit z€ Atel que |z — zy| < a. D’apres I'inégalité triangulaire :

|f(2) - f(z0)| < |f(2) - fn(D)| + | fv(2) = fn(20)| + | fv (20) = f(20)] -
En appliquant (x) deux fois et (xx) une fois, il vient | f(z) - f(z0)| < €.
e Nous avons démontré :

Ye>0, Ja>0, VzeA lz-zl<a = |f(2)-f(z0)|<e

i.e. la continuité de f au point z. [

COROLLAIRE 37 (CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SERIE DE FONCTIONS ET CONTINUITE). — Soit (f;)neN €
Z (A, C)N. Supposons que :
(H1) pourtoutneN, la fonction f;, est continue sur A;

(H2) la série de fonction Z [fn converge uniformément sur A.
n=0

Alors la fonction :
A — C

S +o0 n
z — Y filx):= lim 3 fi(2)
k=0 k=0

est continue sur A.
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DEMONSTRATION. — 11 suffit d’appliquer le théoréme 36 a la suite de fonctions (S;),en € F (A, O)N o, pour tout
neN, S, estla fonction définie par :
A — C
Sy 2z
z —_— Z fk(z)
k=0
qui est continue sur A. |

§ 6. DE LA CONTINUITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

THEOREME 38 (CN SUR TOUT DISQUE FERME INCLUS DANS LE DISQUE OUVERT DE CONVERGENCE). — Soit
une série entiere Z a, z" de rayon de convergence noté R > 0. Pour tout n € N, on définit la fonction f, par :
n=>0

fn:z— anz".

1. Si R = +oo alors, pour tout r € R, la série de fonctions Z fn converge normalement sur le disque fermé

n=>0
D(0, 7).
2. SiR e R} alors, pour tout0 < r < R, la série de fonctions Z [fn converge normalement sur le disque fermé
n=0
D(0,r).

Remarque 39 (modes de convergence d’'une série entiére de rayon de convergence +o0o). — Soit Z a, z" une série
n>0
entiere de rayon de convergence +oo.

La série de fonctions ) (z— a,z") -
n>0 CN sur D(0,r)

(i) converge simplement sur C;

CSsurC

(ii) converge normalement (donc uniformé-
ment) sur tout disque fermé D(0, ), ou
r€Rsg;

(iii) ne converge pas nécessairement unifor-
mément (et donc pas normalement) sur
C.

n
o e P N Z . . .
Donnons un contre-exemple pour justifier (iii). La série entiere ) — aunrayon de convergence infini. Raisonnons
n
n=0

n
z
par I'absurde et supposons que la série de fonctions E (z — —) converge uniformément sur C. Alors :
n!

n=0
+00 Zk
dNeN, Vn>=N, VYzeC, | ) =<1
k!
k=n+1
En particulier :
N+1 +00 +00 k
X xk X
VxeR;, 0< — = — <1
i (N+D! % k! k:%ﬂ k!
KN+
Ainsi la fonction x — ——— est bornée sur R,.. Contradiction. [ ]
(N+1)!

Remarque 40 (Modes de convergence d'une série entiére de rayon de convergence R € R’} ). — Soit Z a, z"* une série
n=0
entiére de rayon de convergence R € R}.

10
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La série de fonctions )_ (z— a,z")

n>0 DVG sur C\ D(0,R) CS sur D(0, R)

(i) converge simplement sur D(0, R);

(ii) converge normalement (donc uni-
formément) sur tout disque fermé
D(,r),ou0<r<R;

(iii) ne converge pas nécessairement
uniformément (et donc pas nor-
malement) sur D(0, R).

CNsur D(0,r)
oul0<r<R

n
. . see . 2 o EBN Z
Pour donner un contre-exemple justifiant (iii), considérons la série entiére Z — de rayon de convergence R = 1.
n
nz

—

. . . z" . )
Raisonnons par I’absurde et supposons que la série de fonctions Z (z — —) converge uniformément sur D(0, 1).
n

n>1
Alors :
+00 Zk 1
ANeN*, ¥Yn>=N, VYzeD(O1, | ) =—|<-=.
k=n+1 k 3
En particulier :
VPSTRRES SRE AP S N I i P
k=N+1 k k=N+1 k k=N+1 k 3
d’ou
Vxel0,1[, — < -
k=N+1 k 3
En faisant tendre x par valeurs inférieures vers 1, il vient :
2N 1 1
(%) —< -
k=N+1 k3
1.1 )
Comme, pour tout k € [[N+ 1,2N]], % > ZV nous avons également :
2N 2N
1 1 1
(% %) Z -2 Z —=c.
k=N+1 k k=N+1 2N 2
P 1 1 ..
De (%) et (x %) nous déduisons > < 3 Contradiction. [}

COROLLAIRE 41 (CONTINUITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE). — Soit Z a, z" une série entiére de
n=>0
rayon de convergence R > 0.

1. SiR = +o0, la fonction :

C — C
S +00
z — ) ap?"
n=0

est bien définie et continue sur C.

2. SiReR}, la fonction :

n=0

est bien définie et continue sur D(0, R).

DEMONSTRATION. — Nous démontrons le résultat dans le cas ot1 R > 0.

11
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(1) Nous établissons la continuité de S sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert de convergence D(0, R).
Soit r €]0, R[. Pour tout n € N, la fonction f},: z— a; 2" est continue sur D(0, 7). D’apres le théoreme 38, la série
de fonctions )_ f,, converge normalement, donc uniformément, sur D(0, r). D’apres le corollaire 37, la somme
S de la série de fonctions Z fn est continue sur D(0, r).

(2) Démontrons a présent la continuité de la fonction f en un point z; de D(0, R). Comme :

lzol + R
= <
2

|zgl <1 := R

I'ensemble D(0, r) est un voisinage de zp dans D(0, R). Comme la fonction f est continue sur D(0, ), elle est
continue sur un voisinage de zo dans D(0, R), donc continue au point zg.

Zl’l
Exemple 42 (continuité de la fonction exponentielle complexe). — Le rayon de convergence de la série entiere Z -
n>0 n;

est +oo. D’apres le corollaire 41, la fonction :

exp | | y 2

est continue sur C. ]

§ 7. THEOREME D’ABEL RADIAL

EXERCICE 43. — Soit Z an 2" une série entiere de rayon de convergence R € R}. On suppose que la série numérique
n=0

)" an R" est absolument convergente.

n=1

1. Démontrer que la série de fonctions Z (z — ay z”) est normalement convergente sur D(0, R).
n>1
2. Justifier que :
+00
a, R".
0

+00
Y anx" ——
n=0 x—R" 5

THEOREME 44 (D’ABEL RADIAL). — Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R € R},
n=0
On suppose que la série numérique Z an R" est convergente (non nécessairement absolument convergente).
n>1
Alors :

+00 +00
5 et 5y
n=0 *=R™ ;20

EXERCICE 45. —

1"
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z D7 Z2mHL
n>0 2n+1
2. Expliciter la fonction :
I-R,R[ — R
N G e
=o2n+1 '

3. Démontrer :
+o00 (_l)n a T

)3

—on+l 4

EXERCICE 46. —

12
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-1 n+1
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z Sl z".
n>1 n
2. Expliciter la fonction :
I-R,R[ — R
+00 _1 n+1
! X — v x".
n=1 n
3. Démontrer :
+00 (-1 n+l
Y ——— =n().
n=0 n

§ 8. DERIVATION ET INTEGRATION D’UNE SERIE ENTIERE

THEOREME 47 (RAYON DE CONVERGENCE DE LA DERIVEE ET D’UNE PRIMITIVE). — Soient :
o Y anz" unesérie entiere;
n=>0

o Y na,z""! sasérie entiere dérivée;
n>1

an o . oL
) 2" sa série entiere primitive.
n>o0 1 +1
Ces trois séries entieres ont méme rayon de convergence, i.e. :

Y anz") =R(Z n“flznﬂ).

n=0 n=0

=R

R(Z na,z"!

n=1

DEMONSTRATION. — Nous démontrons :

=R

Y an z") =R

R::R( Z na,z" !
n=0

n>1

P an . P .s P
Nous en déduirons R ( > an z”) =R ( > z”“) puisque la série entiere dérivée de ) Z"lest Y a,z".
n>0 n>0 n+l n=0 n n=0

Posons :
I:={reR, : (a,r"),.y estbornée}

et
I''={reR, : (nay r"fl)neN estbornée} = {r eR; : (na,r"),y estbornée}
de sorte que R :=sup(I) et R := sup(I').
(1) Nous commencons par établir I'inclusion I’ < I, ce qui implique R’ < R.
Soit r € I'. D’une part :
VneN, |apr’|=laslr"<nla, " =|na,r"|
et d’autre part la suite (n a, r'""),,cn est bornée. Nous en déduisons que la suite (a;, ™) ,en est bornée, i.e. r € I.
Nous avons démontré que I’ < I, ce qui implique R’ < R.

(2) Nous démontrons l'inclusion [0, R[c I, qui implique R < R'.
Soit r € [0, R[. Nous introduisons un réel p tel que r < p < R. D’une part :

n
.
VneN, |na,r"|=n|=| lanlp".
P ——
=u,
=:uy

Comme la suite () ,en converge vers 0 (croissances comparées) et la suite (v,) ,en est bornée (p € I), la suite
(napr"),en estbornée, ie. re I’

13
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CONVENTION POUR LA SUITE DU COURS. — Désormais, on s’intéresse uniquement aux fonction d'une variable réelle
définies comme somme d’'une série entiere. On restreindra donc les séries entieres a la variable réelle et on parlera,
par abus de langage, d'une série entiere Z anx", ol x € R, plutdt que d’une série entiere Z anz", ouzeC.

n=0 n=0

COROLLAIRE 48 (DERIVATION D’UNE SERIE ENTIERE). — Soient Z an x" une série entiére de rayon de conver-

n=0
gence R > 0 et S la fonction définie par :
]1-RR[ — C
S +00
X — ) apx".
n=0
1. Lafonction S est de classe €°° sur]— R, R|.
n! _
2. Pour tout p € N*, la série entiére Z ————an x""P a pour rayon de convergence R et :
S (n—p)!
( ) +00 |
Vxel-RR[, SP(x)= ——a,x"P.
n;,, (n—p) "
EXERCICE 49. — Déterminer le rayon R de la série entiere Z nx"! et démontrer que :
n>1
+00 1 1
Vx€]-R,R] nx" = —.
2 (1-x)2
O
EXERCICE 50. — Déterminer le rayon R de la série entiére ) _ n’ x" et démontrer que :
n>1
+00 2
X“+x
Vxe|-RR[, Y n*x"=-—T0.
n=1 (x - 1)
COROLLAIRE 51 (PRIMITIVATION D’UNE SERIE ENTIERE). — Soient Z anx" une série entiere de rayon de
n=0
convergence R > 0 et S la fonction définie par :
|-RR[ — C
S +00
x — ) apx".
n=0
a
La série entiere Z "_x"*1 a pour rayon de convergence R et
nso 1
X +00 an 1
Vx€el-R,R|, f S()dr=), X"
0 n=0 n+1
xn
EXERCICE 52. — Déterminer le rayon R de la série entiere Z — et démontrer que :
n>1 n
+00 x}’l
Vxe]-RR[ Y —=-In1-x.
n=1 1
0
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2n+1
EXERCICE 53. — Déterminer le rayon R de la série entiere Z (-n" et démontrer que :
n>0 2n+1
+00 x2n+1
Vxel-RR[ Y (-1)" = Arctan(x).
=0 2n+1

COROLLAIRE 54 (COEFFICIENTS D’UNE SERIE ENTIERE VERSUS NOMBRES DERIVEES SUCCESSIFS). — Soient
Z an x" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et S la fonction définie par :

n=0
]-R,R[ — C
S +00
X — Y apx"
n=0
Alors :
S(Vl) (0)

d’ott le « développement de Taylor infini» suivant :

+oo ¢(n)
Vx€l-RR[, S(x)=)_ %x".

n=0

EXERCICE 55. — Soient Z anz" et Z by, z" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, > 0 et R, > 0.
n=0 n=>0
On suppose que :

+00 +00
Ja€]0,min{Ry, Rp}[, Vxel0,al, Y anx"=) byx".
n=0 n=0

Démontrer que, pour tout n €N, a, = by,.

§ 9. DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SERIE ENTIERE

PROBLEMATIQUE. — On s’intéresse dans ce paragraphe a un moyen de déterminer si une fonction donnée peut s’ex-
primer comme la somme d’une série entiere.

DEFINITION 56 (FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE). — Soient I un voisinage de 0 dans R et
f: I C une fonction. On dit que f est développable en série entiere au voisinage de 0 s'il existe une sé-

rie entiere Z an x" de rayon de convergence R > 0 telle que :
n=0

+00o
VxeIn]-RR[, f(x)=) apx".
n=0

EXERCICE 57. — Démontrer que la fonction :
1-1,1[ — R
f 1

est développable en série entiere sur ] —1,1[. 0

15
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THEOREME 58 (UNICITE DU DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE). — Soient I un voisinage de 0 dans R et
f:I C une fonction. Supposons f est développable en série entiére au voisinage de 0.
Alors :

1. la fonction f est de classe €°° au voisinage de0;

2. son développement en série entiére est unique et il est donné par :

fl)= Yy —x" [identité valide sur un voisinage de0) .

|
n=0 I

somme de la série de Taylor de f

DEMONSTRATION. —

(1) Par hypothese, il existe une série entiere Z ay, x" de rayon de convergence R > 0 telle que :
n=0

+00
VxeIn]-RR[, f(x)=) apx".
n=0

D’apres le corollaire 48, la fonction :
+00

S:x— ) apx"

n=0
est ¥ au voisinage de 0. La fonction f, qui coincide avec S au voisinage de 0, I'est donc aussi.

(2) D’apres le corollaire 54 :

S(ﬂ) (0)

VneN, a,= .
n!

Comme f et S coincident au voisinage de 0, nous en déduisons :

(n)
(%) VneN, anzf ©
n!
puis :
+oo £(n)
VxelIn]-RR[, fx)=) 7O on,
n=0 n!

(3) Lunicité du développement en série entiere de f est conséquence de (x).

]
EXERCICE 59. — Soient I un voisinage de 0 dans R et f: I —— C une fonction développable en série entiere au
voisinage de 0. Que dire de la fonction f si toutes les dérivées itérées s’Tannulent en 0? 0

THEOREME 60 (CONDITION NECESSAIRE/SUFFISANTE POUR ETRE DSE AU VOISINAGE DE 0). — Soient I un
voisinage de0 dansR et f: I C une fonction.
o Condition nécessaire. Si f est développable en série entiére au voisinage de 0, alors f est de classe €*°
sur un voisinage de 0.

o Condition suffisante. S’il existe un réel a> 0 tel que :

(H1) f estdéfinie et de classe €*° sur]—a,al;
n!
(H2) 3IMeR, VneN, Vxel-aal |fPw@)]< M- (condition de croissance de Cauchy)

alors f est développable en série entiere au voisinage de 0.

DEMONSTRATION. — La condition nécessaire a déja été démontrée (cf. théoréme 58). Démontrons la condition suf-
fisante et, pour ce faire, supposons qu'’il existe un réel a > 0 vérifiant (H1) et (H2).

16
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(1) Fixons x €] — a, a[\ {0}. D’apres (H1), la fonction f est de classe €*° sur ] — a, a[. Nous pouvons lui appliquer la
formule de Taylor avec reste intégral pour obtenir :

(k) X
VneN, f(X) Z (O) k+f (x— f(n+1)(t) dt.
0

:ZRn (x)

(2) Soit n € N. Le changement de variable ¢ = ux nous permet d’écrire :
1 1-w)”
R,(x) = x™*! f uf(”“)(ux) du.
0 n!
Nous en déduisons que :

1 Y/
IRy < |x|”“f0 %!f(”*“(ux)ldu

1-w)" n+1)!
<l f ( ) (an+1) u [d’apres (H2)]
x |n+l 1
< M‘— f(n+1)(1—u)"du——»0.
a 0 n—+oo
-1
Par théoreme d’encadrement :
Ry, (x) p——— 0.
(3) D’apres (1) et (2) :
n (k) 0
f—'() i — ).
=0 k! n—-+oo
f(n)
Donc la série numérique Z x est convergente et :
n=0

+00 f(n) (0)

Y ——x"=f().

n=0 n:
Ce résultat vaut également pour x = 0.

. . f(n) (0) )
(4) Remarquons que, comme la série de fonctions Z X— "| converge simplement sur | — a, al, le rayon

!
n>0 n:

(n) (0)

de convergence de la série entiere Z x" est supérieur ou égal a a.

n=0
]
Remarque 61 (une fonction € sur un voisinage de 0 mais non DSE au voisinage de0). — La condition nécessaire
« f est de classe € sur un voisinage de 0 » n'est pas suffisante.
0.4 | Cr
La fonction : /
R — R 03
., { e six>0
0 six<0 02|
est de classe € sur R, mais n'est pas DSE
au voisinage de 0. En effet, pour tout n € N, 0.1
fU(0) = 0, mais la fonction f n’est pas nulle
au voisinage de 0. ‘ ‘ } }
-1 -0.5 0.5 1
]
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§ 10. QUELQUES METHODES ET EXEMPLES

1. CALCULS DE DSE PAR DERIVATION OU PRIMITIVATION

EXERCICE 62. — Démontrer que la fonction :
1-1,1[ — R
f 1

est DSEsur]—1,1[. O

EXERCICE 63. — Démontrer que la fonction :

1-1,1[ — R
f ‘ X — In(1-x)
est DSEsur]—1,1[. O

EXERCICE 64. — Démontrer que la fonction :

1-1,1[ — R
X —  In(1+x)

4

est DSEsur]—1,1][. O

2. CALCULS DE DSE A ’AIDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

EXERCICE 65. — Soit @ € R. Déterminer le DSE au voisinage de 0 de la fonction :
1-L,1[ — R
f X — (1+x)*
en utilisant une équation différentielle. O

3. CALCULS DE DSE A I’AIDE D’UN PRODUIT DE CAUCHY

EXERCICE 66. — Déterminer le DSE au voisinage de 0 de la fonction :
-1 — R
In(1+
f X —_— —( X) .
1-x
O
4. APPLICATIONS DE LA TABLE DES DSE USUELS
EXERCICE 67. — Développer les fonctions :
1+x% 1+x X 1+x
X X — X— X — ) ——
S 1-x2 12 (1-x?2 15 (1-0(01-2x)? Ji 1-x
en série entiére au voisinage de 0, en précisant les rayons de convergence. O
EXERCICE 68. — Exprimer les sommes des séries entieres suivantes :
+00 5 n +00 X" +00 n3 u +00 x2n
S1(x):= n°x Sa(x) := —_— S3(x) := —X Sa(x):= .
1(x) ngo 2(x) ,go(n+1)(n+3) 3(x) n;o o 4(x) ’;04’12_1
al’aide de fonctions usuelles, apres avoir précisé les rayons de convergence. O
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§ 11. TABLE DES DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE USUELS

Fonction DSE Rayon Une démarche pour obtenir le DSE
1 +o00
X— T~ Z x" 1 Cf. résultats sur les séries géométriques.
—-X n=0
+00 xn
x—e* - +00 Solution du probléeme de Cauchy: I =R, y' =y, y(0) = 1.
n=0 1
+00 x2n+1 .
Xx — sin(x) Z =D" P +00 Partie imaginaire de la fonction x — e'* dont le DSE peut étre obtenu
n=0 @r+1)! par la substitution x < (ix) dans le DSE de la fonction x — e*, en re-
marquant que %" = (-1)" et 2" = (=1)"i.
+00 x2n ;
X — cos(x) Z =D" P +00 Partie réelle de la fonction x — e'* dont le DSE peut étre obtenu par la
n=0 @n)! substitution x — (ix) dans le DSE de la fonction x — e*, en remarquant
que i?" = (=1)" et "1 = (=1)"i.
+00 x2n+1
x+— sh(x) —_— +00 Partie impaire de la fonction x — e*.
= 2n+1)!
+00 x2n
x+— ch(x) Y +oo | Partie paire de la fonction x — e*.
n=0 (zn)'
oo [TP20 (a— k)
a k=0 n . N ,
x— (1+x) 1+ Z — X 1 Solution du probléme de Cauchy: I =]-1,1[, 1+x)y'=ay, y(0) = 1.
n=1 n.
+00 lxn 1
x—In(1+x) Z (-t — 1 Intégration entre 0 et x du DSE de la fonction x — ——, qui peut
- n
n=1 étre obtenu par la substitution x — (—x) dans le DSE de la fonction
1
xX— —.
1-x
+00 2n+1 1
X — arctan(x) Z -n" 2Tl 1 Intégration entre 0 et x du DSE de la fonction x — T3 qui peut étre
=0
! obtenu par la substitution x — (—x?) dans le DSE de la fonction x —
1
1-x
+00 (2 I’Z)' x2n+l 1
X — arcsin(x) P P 1 Intégration entre 0 et x du DSE de la fonction x — , qui peut étre
=022(n)? 2n+1 V1-x?
obtenu par la substitution x — (—x?) dans le DSE de la fonction x —
n-1
(1+x)72, avec une expression de [ ] (a — k) en termes de factorielles et
k=0

1
de puissances de 2, dans le cas a = - 3
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