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THEOREMES DE LEBESGUE ET INTEGRALES A PARAMETRE CHAPITRE

par David Blottiere, le 11 janvier 2024 a 09h03 1 1

NOTATION. — Dans tout ce document, I est un intervalle d'intérieur non vide de R et 6pn, (I, C) désigne I'ensemble
des fonctions définies sur I a valeurs dans C, continues par morceaux sur I.
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§ 1. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

THEOREME 1 (CONVERGENCE DOMINEE). — Soit (f,,) nen Une suite de fonctions de I dans C telle que :
(H1) pourtoutne€N, f, € 6y (I,C);

(H2) il existe une fonction f: I

C telle que f € €y (I,C) et fr % f
(H3) il existe une fonction dominante ¢: I —— R telle que:
(@) o est continue par morceaux et intégrable sur I ;
(b) VReN, Vxel, |[fp(x)|<ox) [hypothese de domination)].
Alors :
(C1) pourtoutneN, f, estintégrable surI;
(C2) f estintégrablesurl;

(C3) flfnmflf-

Ce théoreme est admis.

Remarque 2. — Le théoreme 1 donne une condition suffisante pour qu'une limite simple de suite de fonctions soit
intégrable. [

/4

EXERCICE 3. — Etudier la limite éventuelle de f tan”(x) dx quand n tend vers +oo.
0

/4 /4 /4
r f tan(x) dx 1+ f tan® (x) dx 1+ [ tan'%(x) dx
0 0 0

O
. +00
EXERCICE 4. — Etudier la limite éventuelle de f ek dx quand 7 tend vers +oco.
o Xx"'+e
+00 1 +00 1 +o0 1
14 f dx 1 [ o dx 1 f S dx
0o Xx+er o x0+e” 0o x®+e”
1 1 1

O

EXERCICE 5 (VALEUR DE LA GAUSSIENNE A L’AIDE DU THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE). — Posons, pour tout

neN*:

[0,+00] — R

8n x*\"
X — (1—;) ﬂ[o’ﬁ[(x).

1. Démontrer que la suite de fonctions (gn)neN* converge simplement vers une fonction que ’on précisera.
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+o00 +00o 2
2. Démontrer que f gn(x) dx f e ¥ dx.
0 n—+oo Jg

+00
T
3. En déduire quef e dx= %
0

MPI-MPI* 2324

+00 +00 +00
1 f g1(x) dx 1 g3(x) dx 1 f g20(x) dx
0 0 0
1 1 1
O
EXERCICE 6 (DE 'IMPORTANCE DE HYPOTHESE DE DOMINATION). — Pour tout n € N*, posons :
Ry — R
1
I X — =T ).
n
1. Montrer que la suite de fonctions (f},) ,en+ converge simplement vers une fonction f que I'on précisera.
+00
2. Calculer, pour tout n € N*, f fn(x) dx.
0
+o00o +00
3. Expliquer pourquoi fn(x) dx ne tend pas vers f f(x) dx, quand » tend vers +oco.
0 0
+00 +00 +00
11— f fi(x) dx 1+ f f3(x) dx 1+ f fa(x) dx
! 0 0 0
|
|
|
i ! ‘
1 | | | 1
1 1 1
O
EXERCICE 7. — Soit a > 0. Démontrer que :
1 1 +00 -1 n 1 +00 -1 n
f dt = D etf dt:Z().
o 1+14 ) jmoha+1 0 n—o hta
En spécialisant (%) a a € {1,2}, il vient :
+o0o -1 n +o0o -1 n T
Z( ) =In(2) et Z( ) =
o n+1 n—oln+l 4
P N L . . 1 1 1 .
En spécialisant () a a € {3,4} et en développant les fractions rationnelles Bl et Xie1 en éléments simples, nous
obtenons :
+Z°° (-D" V3w . n@ . +ZOO (-D" w+In(v2+1)-In(v2-1)
= e = .
=3n+1 9 3 Zan+1 4v2
O
Vn(e
EXERCICE 8. — Calculer[ 1—(; dz. O
0o 1—
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COROLLAIRE 9 (VERSION CONTINUE DU THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE). — Soient A et I deux inter-
C une application. Pour tout x € A, posons :

valles de R d’intérieurs non vides et soit f: Ax I

I — C

f(xy ') t — f(x, t) .

Soit xo un point ou une extrémité de A. Supposons :
(H1) pourtoutxe€ A, f(x,-) € Gpm,C);

(H2) il existe une fonction g: I —— C continue par morceaux, telle que pour toutt € I,

foot) (1)

(H3) il existe une fonction dominante p: I —— R, telle que :
(a) @ est continue par morceaux et intégrable sur I ;

(b) V(x,)e AxI, |[f(x,D|<(1) [hypothese de domination)].
Alors :

(C1) pourtoutxel, f(x,-) estintégrable surI;
(C2) g estintégrable surl;

(C3) ff(x, 3) dt———»fg(t) dr.
I X— X0 I

MPI-MPI* 2324

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Ce corollaire est conséquence du théoréme de convergence dominée 1 et du cri-

tere séquentiel pour les limites.

O
§ 2. THEOREME D’INTEGRATION TERME-A-TERME
THEOREME 10 (INTEGRATION TERME-A-TERME). — Soit (f},) nen Une suite de fonctions de I dans C telle que :
(H1) pour toutn €N, f, est continue par morceaux et intégrable sur I ;
+00
(H2) la série de fonction ) f, converge simplement surlet )  f,€ Gpm(I,C);
n=0 n=0
(H3) la série numérique Z | fr| converge.
n=0
Alors :
+00
(C1) la fonction Z fn estintégrable sur I ;
n=0
(C2) f (Z fn(r)) dr= Z fnm dz.
Ce théoréme est admis.
Remarque 11. — Le théoréeme 10 donne une condition suffisante pour qu'une somme de série de fonctions conver-
geant simplement soit intégrable. ]
EXERCICE 12. — Soit x €] —1,1[. Démontrer I'identité :
2x +00 1 +00 xn

— - du=) —
valo e —x ,,Z::l\/ﬁ

+00 5
en justifiant en cours d’étude que les deux termes sont bien définis. On rappelle que f e ™ dx
0

VT
7.
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EXERCICE 13. — Démontrer I'identité :

+00 t +00 1
dr=Y =
fo el -1 Z

n=1 n2

en justifiant en cours d’étude que les deux termes sont bien définis. O

1 ln(t) B +00 (_l)n—l
fo 1+12 de=) 2n+1)2

n=0

EXERCICE 14. — Démontrer l'identité :

en justifiant en cours d’étude que les deux termes sont bien définis. O

§ 3. INTEGRALES A PARAMETRE : PROBLEMATIQUE ET EXEMPLES

1. PROBLEMATIQUE

On considere :
» unintervalle A de R (ensemble des parametres);
» un intervalle I de R (intervalle d'intégration);

» une application :
r ‘ AxI — C
(x,t) — f(x,0).
Nous supposons que, pour tout x fixé dans A, la fonction :

SN C

1
f(x,')‘t — fp)

est continue par morceaux et intégrable sur I. Ainsi, pour tout x fixé dans A:

f fx, 1) de
I
est un nombre complexe bien défini.

Nous nous proposons d’étudier ces différents nombres complexes (pour chaque x fixé dans A, nous en avons un
a disposition) « ensemble », i.e. nous nous intéressons a la fonction g définie par :

A — C
§lx — ff(x,t) dz
I

[intégrale a parametre] .

Précisément, nous étudions la régularité de cette fonction g sur A : continuité, dérivabilité et dérivée éventuelle,
caractere € et dérivée k-ieme éventuelle (ke N*).

2. EXEMPLES DE FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Exemple 15 (fonction” d’Euler). — La fonction I' d’Euler, qui est définie par :
10, +o00[ — R
T +00 1
x — f e dr
0

Nous démontrerons que cette fonction est de classe € sur ]0, +oo[ et qu’elle interpole la factorielle, i.e. que, pour
tout ne N*, I'(n+1) = nl. [

Exemple 16 (transformée de Laplace). — Si f € 6pn, (10, +oo[, C) est une fonction intégrable sur [0, +oo|, alors on dé-
finit sa transformée de Laplace £ (f) par:

[0,+00[ — C
+0o
g(f) X — f f(t) e—xt d[
0
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La transformée de Laplace peut étre utilisée pour résoudre des équations différentielles. [

Exemple 17 (transformée de Fourier). — Si f € 6pm (R, C) est une fonction intégrable sur R, alors on définit sa trans-
formée de Fourier f par:

| R — C
f 1 f+oo —ixt
X — — f®e dr.
V2w J-oo
La transformée de Fourier trouve également des applications dans la résolution d’équations différentielles. [ ]

§ 4. CONTINUITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

THEOREME 18 (CONTINUITE POUR D’INTEGRALE A PARAMETRE). — Soient A et I deux intervalles deR et
f: AxI—— C. Supposons :

(H1) pour toutx € A, Uapplication :

I — C
flx,-) ‘ P fx0)
est continue par morceaux sur I ;
(H2) pour tout t € I, l'application :
A — C
f( “y t) X — f(JC, t)

est continue sur A;
(H3) il existe une fonction dominante p: I —— R, telle que :
(@) @ est continue par morceaux et intégrable sur I ;
(b) V(x,)e AxI, |f(x,0|<@(D).

Alors :
(C1) pour toutx € A, la fonction :
I — C
fx, ) ‘ f— oD
est intégrable sur I ;
(C2) la fonction :
A — C

g X — ff(x,t)dt
I

est continue sur A.

Remarque 19 (version du théoreme 18, avec une hypothese de domination locale). — Les résultats du théoréme 18
restent valables, en remplacant '’hypothese de domination globale en x (H3), par la version locale en x suivante :

(H3 locale) pour tout segment [a, f] inclus dans A, il existe une fonction dominante g, 5: I —— R telle que :
(@) @q,p est continue par morceaux et intégrable sur I ;
(b) Y(x, D€ la, Bl x1, |f(x,D<@qp0).

qui s’avere étre utile dans la pratique.

Démontrons que les hypotheses (H1), (H2) et (H3 locale) livrent les mémes conclusions (C1), (C2), i.e. que sous les
hypotheses (H1), (H2) et (H3 locale), pour tout xo € I :

« lafonction f(xo, -) est intégrale sur I;

« lafonction g est continue en xyp.
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Nous établissons, ici, ce résultat uniquement dans le cas particulier o1 xy est intérieur a A, i.e. dans le cas ol xg
n'est pas une extrémité de A. Si x, est un point de A, qui n’est pas une extrémité de A, alors il existe (a, 8) € A? tels que
a < x < . Le segment [a, ] est inclus dans A et constitue un voisinage de xp.

D’apres (H1), (H2) et (H3 locale), les hypotheéses du théoréme 18 sont vérifiées pour la fonction :

a,B1x] — C
(x,1) —  f(x, 0

fa,ﬁ

[restriction de f a [a, B] x I].

On en déduit que :
(C1) pour tout x € [a, B], en particulier pour xo, la fonction f(x, -) est intégrable sur I

(C2) lafonction:
@, ] — C

P ff(x b dt [restriction de la fonction g a [, f]
I )

est continue sur [a, f], en particulier en xp.

L'argument repose sur le fait que la continuité d’'une fonction est une notion locale. [

EXERCICE 21 (CONTINUITE DE LA FONCTION GAMMA D’EULER). — Soit I la fonction définie par :
10, +o0ol R

T oo o
X — f et dr.
0

1. Démontrer que la fonction I' est bien définie et continue sur ]0, +oo].

2. Démontrer que, pour tout n € N*, I'(n+1) = nl.

Fonction T’

1 2 T e

EXERCICE 22. — Démontrer que la fonction g définie par :

[0,+00[ — R

+00 1
&l » — f SENLIP
0 1+x3+ 13

est bien définie et continue sur [0, +oo]. O
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EXERCICE 23. — Démontrer que la fonction g définie par :

R —
+00 e—tx
o f 1+ t3
est bien définie et continue sur R.
EXERCICE 24. — Soit f € €°(R,R) une fonction bornée. Soit g la fonction définie par Posons
R — R

+00
£l — f e ! fx—1p dr.

Démontrer que g est définie et continue sur R.

§ 5. DERIVEE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

THEOREME 25 (DERIVABILITE POUR UNE INTEGRALE A PARAMETRE). — Soient A et I deux intervalles de R et
frAxI C. Supposons :

(H1) pour tout t € I, lapplication

A — C
f(rt) X — f(x,t)

0
est une application de classe €' sur A, dont nous notons la dérivée 6_f( 1)
X

(H2) pour tout x € A, les applications :

I — C
I — C of
)" t —(x- 0
Flx-) t —  f(x0) ¢ ax(x) r — —f(x,t)
0x
sont continues par morceaux sur I ;

(H3) pour tout x € A, l'application
—_ C
flx, ) ‘ £ o— foD)

est intégrable sur I ;
(H4) il existe une fonction dominante p: I —— R telle que :

(@) o est continue par morceaux et intégrable sur I ;

0
(b) V(x,DeAXI, a—];(x,t) < (D).
Alors :
(C1) pour toutx € A, la fonction :
I — C
of
a2y — g(x,t)
0x

est intégrable sur I ;

(C3) la fonction :
A — C

§lx — /f(x,t)dt
I

est de classe € sur A et de plus :

VxeA, g(x) [—(x,t)dt

Remarque 26 (version du théoréme 25 avec une hypothese de domination locale). — Les résultats du théoreme 25
restent valables, en remplacant 'hypothése de domination globale en x (H4), par la version locale en x suivante :
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(H4 locale) pour tout segment [, B] inclus dans A, il existe une fonction dominante @, g: [— R, telle que :

(@) @q,p est continue par morceaux et intégrable sur I ;

of
(b) V(x,0)€la,plxI a(x, 1)

< @Pq,p(0).

qui s’avere étre utile dans la pratique.

Démontrons que les hypotheses (H1), (H2), (H3) et (H4 locale) livrent les mémes conclusions (C1), (C2), i.e. que
sous les hypotheses (H1), (H2), (H3) et (H4 locale) , pour tout xo € A:

¢ la fonction g_ic (xo, -) estintégrale sur I;

« gestde classe €' au voisinage de xp;

o g'(xo )—f—(xo,t) dt.

Nous établissons, ici, ce résultat uniquement dans le cas particulier ol1 xy est intérieur a A, i.e. dans le cas ol xg
n'est pas une extrémité de A. Si xq est un point de A, qui n’est pas une extrémité de A, alors il existe (a, 8) € A? tels que
a < x < 8. Le segment [a, ] est inclus dans A et constitue un voisinage de xp.

D’apres (H1), (H2), (H3) et (H4 locale), les hypotheses du théoréeme 25 sont vérifiées pour la fonction :

[@flxI — C

fab | “(n  — fap [restriction de f a [a, B] x I].
On en déduit que :

- . of o
(C1) pour tout x € [a, B], en particulier pour xg, la fonction % (x,-) est intégrable sur I;
X

(C2) lafonction:
la,f] — C

X — ff(x,t) dr
I

est de classe €' sur [a, ], qui est un voisinage de x,. De plus, pour tout x € [a, 8], en particulier pour x :

[restriction de g & [a, B1]

g = f—(x, 1) dt.

L'argument repose sur le fait que la dérivabilité et la dérivée d'une fonction sont des notions locales. ]

EXERCICE 28 (DERIVABILITE ET DERIVEE DE LA FONCTION GAMMA). — Démontrer que la fonction I" définie par :
10,400 — R
r oo x—-1 _—t
X — et dt
0

qui est bien définie et continue sur ]0, +oo[ (cf. exercice 21), est de classe ¢ sur 0, +ool et que:

+00
V x € Ry, r/(x)zf In(t) et +* 1 dr.
0

EXERCICE 29. — Démontrer que la fonction g définie par:

[0,+o0[ — R

+00 1
g8 X — ——dr
0 1+x3+13

qui est bien définie et continue sur [0, +oo[ (cf. exercice 22), est de classe €1 sur [0, +00[ et donner une expression de
sa dérivée sous forme intégrale. )

EXERCICE 30. — Démontrer que la fonction g définie par :
R —
j»+00 e —tx?
X e
1+ t3
qui est bien définie et continue sur R (cf. exercice 23), est de classe ¢! sur R et donner une expression de sa dérivée
sous forme intégrale. 0
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§ 6. DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

THEOREME 31 (DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR POUR UNE INTEGRALE A PARAMETRE). — Soit A et I deux in-

tervalles deR, f: Ax I —— C etk e N*. Supposons :

(H1) pourtoutte I, l'application :
A — C

fGol £ D)

est une application de classe €k sur A, dont nous notons la dérivée ¢ -ieme ﬁ (-, 1) pourtout € [1,k];
X

(H2) pour tout x € A, les applications :

flx,-) ‘ i : f()(c:,t) et, pour tout ¢ € [[1,k], 3[7];(16,-)
sont continues par morceaux sur I ;
(H3) pour tout x € A, les applications :
fx,-) ‘ = ¢ et, pour tout £ € [1,k—1], a[—f(x, )
t — fx0 ax’
sont intégrables sur I ;
(H4) il existe une fonction dominante ¢: I R, telle que:
(@) o est continue par morceaux et intégrable sur I ;
(b) V(x,0)e Ax I, 0k—f(x, D < ).
oxk
Alors :
(C1) pour tout x € A, la fonction :
ok f I — C
ke ZICT]]:(x, )
est intégrable sur I ;
(C2) la fonction :
A — C
g X — flf(x,t) dr

est de classe €* sur A et de plus :

ol'f

Vele[1,k], VxeA, g(”(x)zf—(x,t) dt.
10x¢

C

o'f

W(X, 1)

a'f
W(x' 1)

Remarque 32 (version du théoréme 31, avec une hypothese de domination locale). — Comme pour les théorémes 18
et 25, les résultats du théoreme 31 restent valables, en remplacant 'hypothése de domination globale en x (H4), par

la version locale en x suivante.

(H4 locale) pour tout segment [a, f] inclus dans A, il existe une fonction dominante 9o 5: I —— Ry telle que:

(@) @q p est continue par morceaux et intégrable sur I ;

k

(b) V(x,0)€la, Pl %1, @(x, 1)

< (pa,,B(t)

qui s’avere étre utile dans la pratique.

10
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§ 7. DEUX EXERCICES CLASSIQUES

EXERCICE 34 (CALCUL DE LA GAUSSIENNE A ’AIDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE). — On se propose de calcu-
ler:

en résolvant une équation différentielle.

Soit f la fonction définie par :

R — R

f 1 o= (1+1%)
R
0 1+1¢2

1. Démontrer que f est dérivable sur R et calculer f(x)
pour tout x € R.

2. Etudierlalimite éventuelle de f(x) quand x tend vers
+o00.

3. En déduire la valeur de I. 1

EXERCICE 35 (ETUDE APPROFONDIE DE LA FONCTION GAMMA). — On se propose d’étudier la fonction :
10, +oo[

- R
r too L
X — f et dr.
0

1. Démontrer que la fonction I est de classe € sur ]0, +oo] et que :
+00
VneN", Vxelo,+ool, I'(x)= f In"() e ! dr.
0

2. Que dire de la convexité de la fonction I'?

3. Démontrer que la fonction I s’annule en un unique point « €]1,2[ et en déduire le sens de variation de la
fonctionT.

1
4. Déduire la valeur de I’ (5) du résultat principal de 'exercice 34.

5. Démontrer que :
Vx€]0,+o0[, T'(x+1)=xI(x).

6. CalculerT’ (12—1)

7. Démontrer que :

1
F'x) ~ -
x—0t X
et en déduire la limite de T'(x) lorsque x tend vers 0*.
8. Démontrer que :
I'(x) +00
X—+00

puis que :
VY f€l0,+o00l, xP = o).

11
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