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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS CHAPITRE

par David Blottiere, le 6 mars 2024 a 16h36 1 0

NOTATION. — Dans tout le document, la lettre K désigne le corps R ou C et X est un ensemble non vide.
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§ 1. CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SUITE DE FONCTIONS

DEFINITION 1 (CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soient une suite de fonctions
(fn) hen € F (X, KN et une fonction f € F(X,K). On dit que (f3) . converge simplement vers f sur X, et on
cs .
note f, R f,si:
VxeX, fulx) — fx
i.e si:
VxeX, Ve>0, ANgeeN, VYn>Nye |[fuld)-f)|<e

Exemple 2 (suite des arcs). — Pour tout n € N, soit f;, la fonction définie par :

(0,1] — R

X — X",

In

Alors (fr) neN Converge simplement vers la fonction f sur [0,1], ot f est la fonction définie par :

f 0 si0<x<l1
x — .
1 six=1.
]
Dans I'exemple ci-dessus :
La seule convergence simple ne permet donc pas d’échanger les symboles lil}_l et lin}, en sup-
n—+00 X—
posant que les différentes limites existent.
EXERCICE 3 (GAUSSIENNE GLISSANTE). — Pour tout n € N, soit f;, la fonction définie par :
R — R
In X — e—(x—n)2 )
Démontrer que la suite de fonctions (f},) nen Converge simplement vers la fonction nulle sur R. O

1
EXERCICE 4 (ECHELLE MONTANTE). — Pour tout n € N*, soit f;, la fonction définie sur [0, 1] par f,,(0) =0, f, ™ =n,

1 1 1 1
—|=0, f,(1) =0et f, est affine sur chacun des segments ===
fn(n) fu@) fn g on' n

1
0, —
2n

1. Représenter graphiquement les fonctions fj, f2, f3, fa.

2. Démontrer que la suite de fonctions (f;,) nen Converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1].

1
3. Ftudier le comportement asymptotique de la suite de terme général f fn(0) dt.
0

Dans I'’exemple ci-dessus :

1 1
@ ngrfwj; faydr # fonl_lgloofn(t)dt.

1
La seule convergence simple ne permet donc pas d’échanger les symboles lil}_l et f , en sup-
n—+00 0

posant que les différentes limites existent.
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§ 2. CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS

NOTATION. — Lalettre X désigne un ensemble non vide.

DEFINITION 5 (CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soient une suite de fonctions

(fa) pen € ZF (X, K)N et une fonction f € F(X,K). On dit que (fn) pen converge uniformément vers f sur X, et
cu .

on note f, f,si:

n—+oo

Ve>0, IN;eN, Yn>=N; VxeX, |flx)-f)|<e.

Remarque 6 (CS versus CU). — Soient une suite de fonctions () ..y € Z (X, KN et une fonction f € #(X,K). Alors :

fo—S—f e YxeX, ¥e>0, INLEN, V>N, |fl0-f]<e
fomS—f < Ve>0, IN.eN, V=N, YxcX, [ful®-f]<e.

Dans la définition de la convergence uniforme, le rang N, peut étre choisi le méme pour tous les éléments x de X,

d’ol11a terminologie « uniforme ». ]

PROPOSITION 7 (CU IMPLIQUE CS). — Soient une suite de fonctions () ,cy € F (X, K)N et une fonction f €

Z(X,K). Alors :
cU cs
fn n—+oof = fn n—+o0 ifs

La convergence simple n'implique par la convergence uniforme. Par exemple :

[0,11 — R
[0,1] — R cs .
I x I — f ; . 0 sio<x<l1
1 six=1.

Cependant, la suite (f;,) Len D€ converge pas uniformément vers la fonction f sur [0, 1], sinon :

1
@ ANeN, Vn>N, Vxelo,1], |fn(x)—f(x)|<§

ce qui implique :

Vn=N,

e e

1 \" 1
Vn>N, |1-——| <—.
n+1 2e

ie.:

1 1
En faisant tendre 7n vers +oo, il vient alors — < > Contradiction.
e e

RAPPEL. — (a) L'ensemble :
B(X,K) :={f e F(X,K) : festbornée sur X}
est un sous-espace vectoriel de & (X, K).
(b) Lapplication :
T BX,K) — R,
1 f = flle={f@l:xex}

est une norme sur 48(X,K).
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(c) SiX=10,1], f € 2(10,1],R) et r > 0, alors, pour tout g € %4([0,1],R) :

geB(fin = |[f-gllo<r
= Vxelol], |f)-gw|<r
— Vxel0,1], f(x)-r<gx)<fx)+r
— f-r<g<f+r

Les fonctions g de B(f, r) sont donc celles qui ont leur courbe représentative dans le « tube » ci-dessous.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

PROPOSITION 8 (CONVERGENCE UNIFORME ET NORME INFINIE). — Soient une suite de fonctions (f,),cx €
B(X,K)N et une fonction f € B(X,K). Alors :

cU
fn n—+00 fo= an_f”m n—-+oo 0.
EXERCICE 9. — Pour tout n € N*, soit f;, la fonction définie par :
R — R
1
|y = -cos(x).
n

Démontrer que la suite de fonctions (f;,),,.y+ converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

EXERCICE 10. — Pour tout n € N, soit f, la fonction définie par:

0 ! R
In "2
X — X
. . . . . . 1
Démontrer que la suite de fonctions [ fn) nen converge uniformément vers la fonction nulle sur |0, 30 O

EXERCICE 11. — Pour tout n € N*, soit f;, la fonction définie par :
R* — R

x\n
Bl . {(1—;) sio<x<n

0 six> n.
Démontrer que la suite de fonctions (f),,.x+ converge uniformément vers la fonction :

R — R
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PROPOSITION 12 (UN CRITERE DE NON-CONVERGENCE UNIFORME). — Soient une suite de fonctions (f,)

€

neN

F (X, KN et une fonction f € #(X,K). S'il existe une suite (x,) nen d'éléments de I telle que :
la suite numérique (f,(x,) — f(xn))nen ne converge pas vers 0

alors la suite ( f,) 1N 1€ converge pas uniformément vers la fonction f.

EXERCICE 13. — Dans l'exercice 3, nous avons établi une convergence simple d'une suite de fonctions. Démontrer
qu’il n'y a pas convergence uniforme pour cette suite de fonctions.

§ 3. LA CONVERGENCE SIMPLE N’EST PAS ASSOCIEE A UNE NORME (HP)

DEFINITION 14 (TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE). — Une fopologie sur un ensemble X est la donnée d’'un en-
semble @ de parties de X, appelées ouverts, vérifiant les trois axiomes suivants.

(T1) Les ensembles X et @ sont ouverts.
XelO et TeO

(T2) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
p
VpeN*, V(U,...,Uy)€0P, Ure0
k=1

(T3) Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.

V(Upiere0!, JUieo

iel

Exemple 15 (topologie grossiére). — Si X est un ensemble, alors {X, &} est une topologie sur X, appelée topologie
grossieére. [

Exemple 16 (topologie discrete). — Si X est un ensemble, alors Z22(X) est une topologie sur X, appelée topologie
discrete. [

Exemple 17 (topologie d’un espace vectoriel normé). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On rappelle qu'une
partie U de E est dite ouverte si :

VxeU, 3Try>0, B(x,ry)cU.

Lensemble @ des parties ouvertes de E définit une topologie sur E, i.e. vérifie les axiomes T1, T2 et T3. [

PROPOSITION 18 (TOPOLOGIE ENGENDREE). — Soient X un ensemble et «/ un ensemble de parties de X. Nous
définissons l'ensemble :

B .= { ﬁ Aj:ne N* et (Ay,...,A,) €A™ } [ensemble des intersections finies d'éléments de af]
j=1
et l'ensemble :
g = {C € P(X) : A(Bj)icr € B! C= U B; } [ensemble des réunions quelconques d’éléments de 98] .
i€l
1. LensembleJ U{J, X} est une topologie sur X quicontient <, i.e. dont tous les éléments de «f sont ouverts.

2. Parmi toutes les topologies de X contenant o/, 9 U {&, X} est la plus petite (au sens de linclusion). On
U'appelle topologie engendrée par < .

3. Un ouvert de la topologie engendrée par <f est donc & ou X ou une réunion quelconque d’intersections
finies d’éléments de of .
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DEMONSTRATION. — e I'ensemble I U {&, X} vérifie 'axiome (T1). Clair.
e Lensemble 9 U {@, X} vérifie 'axiome (T2). Soit Uj,...,U, un nombre fini d’éléments de 9 U {&, X}. Nous

n
démontrons que (| Uy €I U {&, X}
k=1

n
(i) S’il existe ko € [1, nn] tel que Uy, = &, alors ﬂ U.=9€TJ ui{z,X}.

k=1
n
(i) S'il existe ko € [1, n] tel que Uy, = X, alors () Uy = N Uk
k=1 ke[1,n]\{ko}

(iii) D’apres (i) et (ii), nous pouvons supposer que, pour tout k € [1, n], Uy € I . Ainsi :

Vkell,nl, H(Bk,ik)ikelke,@fk, U= U B,

i€l
Alors :

), [

i1 yeeer in)el x.xIy

n
Comme 4 est stable par intersection finie et I~ est stable par réunion quelconque, il vient (| U € I .
k=1

e U'ensemble 9 U {&, X} vérifie I'axiome (T3). Soit (U;);e; une famille d’ éléments de I U {&, X}. Nous démon-
trons que | JU; € I U {@, X}.

iel
(iv) S'il existe io € I tel que Uj, = X, alors | JU; = X € T U {&, X}.
iel
(v) Silexiste ip € I tel que U;, = &, alors | JU; = |J U..
il ie\io}

(vi) D’apres (iv) et (v), nous pouvons supposer que, pour tout i € I, U; € 9. Ainsi :

Viel, E(Bilji)j.(_:].E,%]i, Ui:UBi'fi'
o Ji€Ji

Alors :

o= U ms)

iel iel ji eJi
Comme J est stable par réunion quelconque, il vient | JU; € .
iel
e Caractére minimal de la topologie 9~ U {&, X}. Tout élément de «f est élément de 8 donc, a fortiori, appartient
agJ u{g, X}. Latopologie I U {&, X} contient donc <.
Soit € une topologie qui contient «/. Nous démontrons que 9 U {&, X} 0.
D’apres (T1), X et & appartiennenta O.

D’apres (T2), B < 0. Alors, d’apres (T3), I < O.
]

Remarque 19. — Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé tel que E # {Og}. La topologie & associée, définie dans
I'exemple 17, est la topologie engendrée par :

{B(x,r) : (x,r) € ExRsp}

i.e. la plus petite topologie contenant toutes les boules ouvertes. Un ouvert de & est une union quelconque d’inter-
sections finies de boules ouvertes (E et & peuvent s’écrire ainsi). ]

DEFINITION 20 (CONVERGENCE D’UNE SUITE POUR UNE TOPOLOGIE). — Soient X un ensemble muni d'une
topologie O, (x,)nen une suite d'éléments de X et ¢ € X. On dit que la suite (x,),en converge vers ¢ pour la

1 ,
l,si:
n—+oo

topologie O, et on note xy,

YUeO, (eU — 3dINeN, Vn>=N, x,el).

Exemple 21 (convergence d’une suite pour la topologie grossiere). — Si X est un ensemble muni de la topologie
grossiere, alors toute suite d’éléments de X converge vers tout point de X. [ ]
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Exemple 22 (convergence d’une suite pour la topologie discrete). — Si X est un ensemble muni de la topologie dis-
crete, alors une suite d’éléments de X converge si et seulement si elle est stationnaire. ]

PROPOSITION 23 (CONVERGENCE D’UNE SUITE POUR UNE TOPOLOGIE ENGENDREE). — Soient X un ensemble,
o/ un ensemble de parties de X, O la topologie engendrée par <f, (x,)nen Une suite d’éléments de X et ¢ € X.

Alors :
1%

n—+oo

Xn ¢ — VUe«, (€U — 3INeN, Vn>=N, x,el).

DEMONSTRATION. —
o Implication directe . Elle est claire car la topologie & engendrée par o contient .
« Implication réciproque . Supposons :

(%) VUes«, (eU — 3dIANeN, Vn>=N, x,cl).

Soit V € O tel que ¢ € V. D’apres la proposition 18, V = X ou V est une réunion quelconque d’intersections finies
d’éléments de o« . Nous démontrons :
INeN, Vn>=N, x,eV.

Si V = X, alors N = 0 convient. Nous supposons désormais que V s’écrit :

Pi
() Aij

j=1

v=U

iel

ol, pour tout i € I, p; € N* et, pour tout j € [1, p;], A; j € . Comme £ € V :

Pig
Jigel, Ce () Ap,j-
j=1
D’apres (%) :
Vje ﬂl,pio]], E|Nj eN, Vn> Nj, Xn EAio,j-
En posant N := max{Nj; : j €[1, pj; 1}, il vient :
biy
Yn=N, xpe()Aip;-
j=1
]
Exemple 24 (convergence d’'une suite pour la topologie d’un espace vectoriel normé). — Soit E est un espace vectoriel

normé et O est la topologie associée a une norme || - || sur E, qui est engendrée par toutes les boules ouvertes. Alors
on vérifie que, pour tout (xp) neN € EN, pour tout £ € E :

o II-1l
Xy—— bl << x;,——FC
n—-+o0 n—+00

n—+oo

Xn ¢ = (Ve>0, INeN, Vn=N, |lx,-¢ll<e) [cf chapitre6].

DEFINITION 25 (PARTIE DENSE POUR UNE TOPOLOGIE). — Soient X un ensemble muni d’une topologie O et D
une partie de X. Lensemble D est dense dans X pour la topologie O si :

YUeO\{&}, UnD#.

DEFINITION 26 (PARTIE SEQUENTIELLEMENT DENSE POUR UNE TOPOLOGIE). — Soient X un ensemble muni
d’'une topologie G et S une partie de X. Lensemble S est séquentiellement dense dans X pour la topologie O si :

o
VxeX, AnneN€SY, sp—— x.
n—+oo
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PROPOSITION 27 (LA SEQUENTIELLE DENSITE IMPLIQUE LA DENSITE). — Soient X un ensemble muni d'une
topologie C et S une partie de X. Si S est séquentiellement dense dans X pour la topologie O, alors S est dense
dans X pour la topologie G .

DEMONSTRATION. — Supposons S séquentiellement dense dans X pour la topologie ©.
Soit U € © \ {&}. Nous démontrons U N S # .

Comme U est non vide, il existe x € U.
Par hypothese sur S, il existe (s;);en € S” telle que s, _ . X.

n—+oo
Comme U est un ouvert de @ contenant x :

INeN, Vn=>N, szeU.

En particulier, sy € U etdonc UN S # .

PROPOSITION 28 (SEQUENTIELLE DENSITE ET DENSITE DANS UN E.V.N.). — Soient (E, || - ||) un espace vectoriel

normé, O la topologie associée sur E et D une partie de E. Alors D est séquentiellement dense dans E pour la
topologie O si et seulement si D est dense dans E pour la topologie © .

DEMONSTRATION. — e Implication directe. Elle a déja été établie (proposition 27).
 Implication réciproque. Supposons que la partie D est dense dans E pour la topologie 0.

Fixons un vecteur x de E. Nous démontrons qu'il existe (dy) nen* € DN telle que dp

X.
n—+oo
Soit n € N*. La boule ouverte B (x, 1/n) est un ouvert non vide de la topologie @. Par hypothese sur D, il existe donc

d,€eB(x,1/n) n D.
Nous disposons ainsi d'une suite (d;) zen* € DN telle que, pour tout n € N*, || d, — x| < 1/n.

Par théoreme d’encadrement, la suite (d,),en+ converge vers x pour la norme || - ||, donc pour la topologie &
associée.

]
Remarque 29 (critere pour qu'une topologie ne provienne pas d’'une norme). — D’apres la proposition précédente,

si E est un espace vectoriel muni d'une topologie & possédant une partie dense, mais non-séquentiellement dense,
alors la topologie @ n’est associée a aucune norme. ]

DEFINITION 30 (TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE SIMPLE). — Pour tout (x,z,€) € X x Kx Rsg, on note

V(x, z,€) l'ensemble des fonctions de X dans K dont la valeur en x est éloignée de z d'au pluse, i.e.:
V(x,2,6):={ge F(X,K) : |g(x)—z| <e} c F(X,K)

eton note I la topologie sur & (X,K) engendrée par :

{V(x,z,€) : (x,2,6) € X xKxRsp}.

PROPOSITION 31 (TOPOLOGIE DE LA CS VS. CS). — Soient (f,,) nen € F (X, KN et f € Z(X,K). Alors :

CS g
sl = st

ot I est la topologie sur & (X,K) définie en 30.

_ . . . CS 2
DEMONSTRATION. — e Implication directe. Supposons que f;, f-Nous démontrons que f;,

f.Comme
n—+oo n—+oo

la topologie 9~ est engendrée par :

{Vix,z,6):={ge F(X,K) : |gx)—z| <€} : (x,2,6) € X xKxRso}
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la proposition 23 nous livre qu’il suffit de prouver que :
V(x,z,6)e XxKxRso, (feV(x,z,6) = 3IANeN, Vn>=N, f,€V(xz¢).
Soit (x,z,€) € X xKx Ry tel que f € V(x, z,€), i.e.:

|f(0) - 2| <e.

n—+oo

Comme f}, ;%;f, fn(x) f(x). Puisque € — |f(x)—z| >0:
ANeN, Vn=N, |fu®)-f0)|<e-]|fx)-2|.
Soit n > N. Nous observons que :

[fn0) —z| =|fu(x) = FOO + ) — 2| < | fu®) = fFO| +|f(x) 2| <e—|f0) — 2| +|f(x) - 2| =€

ce qui implique que f;, € V(x, z, €).

 Implication réciproque. Supposons que f;, f- Nous démontrons que f;,

n—+oo n—+oo

f-

Soit x € X. Fixons € > 0. Comme :
V(ix, f(x),6):={ge F(X,K) : |gx) - f0)|<¢}
est un ouvert de la topologie & qui contient f :
ANeN, Vn>N, fheV(x f(x),e).
Par définition de V (x, f(x),€), nous en déduisons que :

V=N, |ful0)-f)|<e.

TERMINOLOGIE. — Le support d'une fonction f € & (X,K) est défini par :

supp(f):={xe X : f(x) #0} c X.

PROPOSITION 32 (LA TOPOLOGIE DE LA CS NE PROVIENT PAS D’UNE NORME). — Supposons que X est un en-
semble infini non-dénombrable, e.g. X est un intervalle d'intérieur non vide de R. Alors I'ensemble :

D:={f e Z(X,K) : supp(f) est fini} < F (X,K)

est dense pour la topologie I, mais non séquentiellement dense pour la topologie I .

DEMONSTRATION. — e L'ensemble D est dense pour la topologie 9. Soit U un ouvert non vide de la topologie .
D’apres la proposition 18, U = & (X,K) ou U est une réunion quelconque d’intersections finies d’éléments

{Vix,z,6):={ge F(X,K : |gx)—z| <€} : (x,2,6) € X xKxRsp}

Nous démontrons que U N D # &
SiU=ZX,K)alorsUND=D#dJ.
Sinon, U s’écrit :

pi
(VV (x5, 21,j,€i,7)
j=1

u=U

iel

ol, pour tout i € I, p; e N* et, pour tout j € [1, p;], (xi,j,zi_j,ei,j) € X x Kx Rxg.
Fixons iy € I. Alors la fonction :

X — K
f Piy
X = Z Ziy, j ']lxio,j (%)
j=1
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Piy
appartient a (1| V (xi,,j» Zio, j» €i,j) €t @ un support fini puisque :
j=1
supp(f) < {xi,,j : j€[1, pil}.
Ainsi :

» Uensemble D n’est pas séquentiellement dense pour la topologie 9°. Nous raisonnons par ’absurde et suppo-
sons que D est séquentiellement dense pour la topologie 9. Si f est la fonction :

Pi
ﬂ V(xi'j,z,-,j,ei,j))) N D.

j=1

X — K
f x — 1
il existe donc une suite (f,,) ,en € DN telle que f;, - 3: f,i.e., d’apres la proposition 31, telle que f;, - Ci f.
—+00 —+00
Lensemble :
E:= | supp(fn)

neN

est fini ou dénombrable comme réunion dénombrable d’ensemble finis. Comme X est infini non-dénombrable, E est
une partie stricte de X. Il existe donc xp € X \ E. Ce point xy de X vérifie :

VneN, fu(xg)=0

etdonc: "
fn(xo) — —0#1= f(xo) [contradiction] .

§ 4. CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SERIE DE FONCTIONS

DEFINITION 33 (CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SERIE DE FONCTIONS). — Soient une suite de fonctions
(fn) yen € F (X, KN et S € F(X,K). Posons pour tout n €N :

. X — K
Sni= ) fx .
8 kgo x o= kgbfk(X).

On dit que la série de fonctions Z [fn converge simplement vers S sur X, si la suite de fonctions (S,,) ,en converge

n=0
+00
simplement vers S sur X. Dans ce cas, la fonction S sera également notée Z fn,etdonc:
n=0
+00 X — . C
=S OC
,;]f " x — ) filn.
k=0
EXERCICE 34. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonctions f;, par:
1-1,1 — R
fl’l (_ l) n+1 xn
X _ .
n
+00
Démontrer que la série de fonctions ) _ f,, converge simplement sur [-1, 1[ et reconnaitre la fonction ) _ fy.
n>1 n=1

10
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§ 5. CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SERIE DE FONCTIONS

DEFINITION 35 (CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SERIE DE FONCTIONS). — Soient une suite de fonctions
(Fr) pen e Z(X,KN et Se Z(X,K). Posons pour tout neN :
, X — K
Sn = fk &
k;) x o— Y fil).
k=0
On dit que la série de fonctions Z fn converge uniformément vers S sur X, si la suite de fonctions (S;) nen

n>0
converge uniformément vers S sur X.

PROPOSITION 36 (CU IMPLIQUE CS). — Soient une suite de fonctions (f,) ey € F (X, KN et S € F(X,K). Si

la série de fonctions Z [fn converge uniformément vers S, alors elle converge simplement vers S.
n=0

PROPOSITION 37 (CONVERGENCE UNIFORME DES RESTES VERS LA FONCTION NULLE). — Soit une suite de
fonctions (f,) ,cn € F (X KON telle que la série de fonctions Y fn converge simplement sur X. La série converge

n=>0
uniformément sur X si et seulement si :
X — K
+X°:° f . cu_ X — K
— Uz,
= Y fa®) oo X x — 0
k=n+1
EXERCICE 38. — On considere de nouveau la série de fonctions ) f; définie dans I'exercice 34.
n>1
1. Démontrer que la série de fonctions Z [fn converge uniformément sur tout segment [a, b] ] - 1,1].
n>1
2. La série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur] —1,1]?
n>1
EXERCICE 39. — Soit (), la suite de fonctions définie par:
10,400 — R
fo X — X
et la relation de récurrence : ) f
0
for1=="- fn+_)
2 In

valable pour tout entier naturel .
1. Démontrer que pour tout n € N*, pour tout x > 0, f,,(x) > /.

2. Soit x > 0. Posons :

() —vx
VneN, = Ve
neN,  gnl) fal0) +v/x

Exprimer g,+1(x) en fonction de g, (x).

3. Démontrer que la suite de fonctions (f;,) Len Converge uniformément sur tout segment de ]0, +ool vers la fonc-
tion f définie par:
10;+00f — R

f X — JE

11
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§ 6. CONVERGENCE NORMALE D’UNE SERIE DE FONCTIONS BORNEES

DEFINITION 40 (CONVERGENCE NORMALE D’UNE SERIE DE FONCTIONS BORNEES). — Soit une suite de fonc-
tions bornées ( fn) e Z(X,K)N. La série de fonctions Z fn est dite normalement convergente sur X, si la

neN
n=0
série numérique Y, || fn||., est convergente.
n=0
EXERCICE 41. — Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z fnou, pourtout neN:
n=0
R — C
fn ei nx
|
EXERCICE 42. — Soient a > 1 et A := {z€C : Re(z) > a}. Etudier la convergence normale de la série de fonctions
)" fnol, pourtout neN:
n=0
A — C
1
Wy . L
ns
O
EXERCICE 43. — Soit a > 0. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z fn o, pourtout neN:
n=0
R — R
folp o L
n2 +sin(nx)
|
EXERCICE 44. — Pour tout n € N, on définit la fonction f;, par:
[0,+00[ — C
fn (-D"x
X —_ .
(1+x2)
1. Démontrer que, pour tout a > 0, la série de fonctions Z fn converge normalement sur [a, +ool.
n=0
2. Démontrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n=0
O

PROPOSITION 45 (CN IMPLIQUE CS). — Soit une suite de fonctions bornées ( f,) oy € F (X, K)N. Alors :
Y fn converge normalement surX —==> ) |fn| converge simplement sur X

n=0 n=0

Z [fn converge simplement sur X.
n=0

12
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Une série de fonctions peut converger simplement, sans converger normalement. Considérons la
suite de fonctions (f;,) .y Ol pour tout n €N, f;, est la fonction définie par:

[0,1] — R
X — X"

fn

D’apres les résultats sur les séries géométriques, la série de fonctions Z fn converge simplement

n=0
@ eta pour somme :
[0 — R
(o]
1
25— ¥ =
n=0 I-x

Soit n € N. La fonction f;, étant croissante sur [0, 1[, nous en déduisons H I | | oo = 1. La série nu-

mérique ) || fu||., est donc grossierement divergente. La série de fonctions ) f;, ne converge
n=0 n=0
donc pas normalement sur [0, 1[.

THEOREME 46 (LA CONVERGENCE NORMALE IMPLIQUE LA CONVERGENCE UNIFORME). — Soif une suite de

fonctions bornées (fn) ,cn € F (X, KN. Alors :

Z fn converge normalement sur X ———— Z fn uniformément sur X
n=0 n=0

ﬂ ﬂ

Y | fu| converge simplementsurX —=> ) f, converge simplement sur X.
n=0 n=0

Une série de fonctions peut converger normalement sans converger uniformément. Considérons,
pour tout n € N*, la fonction f,, définie par :

[0,1] — R
fn (_1)n+l xn
X =

n

D’apres le critére spécial des séries alternées, la série de fonctions Z fn converge simplement

n=0
@ sur [0, 1]. Toujours d’apres le critére spécial des séries alternées, pour tout n € N* :
+00 1
> || <—
k=n+1 00 n+l

et donc la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, 1]. Cependant, elle ne converge
n=0
1

par normalement sur [0, 1] puisque, pour tout n € N*, || fu ||, = —-
n

EXERCICE 47. — Pour tout n € N, soit f}, la fonction définie par :

10, +00[ — R
Ja 1

X —_—
x(x+1)...(x+n)

1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout intervalle de la forme [a, +ool, ol
n>0
a>0.

2. En déduire que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de ]0, +ool.
n=0

13
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EXERCICE 48. — Etudier la convergence normale de la série de fonctions de terme général

R — R
x +— Arctan(x+ n) —Arctan(n)

Jn

sur tout segment de R.

EXERCICE 49. — FEtudier la convergence normale de la série de fonctions de terme général

10, +00 — R
Jn D"

X — R —
n!'(x+n)
sur tout segment de ]0, +ool.
EXERCICE 50. — Etudier la convergence normale de la série de fonctions de terme général

1-1,1[ — R
In x"

X —_—

sur tout segmentde ] —1,1[.

MPI-MPI* 2324

§ 7. DES LIMITES D’UNE LIMITE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS

NoOTATION. — La lettre I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

THEOREME 51 (DE LA DOUBLE LIMITE EN UN POINT DE 'INTERVALLE). — Soient une suite de fonctions

(fn) hen € F 1, ON, une fonction f € F(1,C) et un point a € 1. Supposons :
C
HD f ——— f;

n—+o0o
(H2) pour tout n €N, la fonction f, est continue en a.

Alors :

(C1) f estcontinueena;

B L [ Gt = i [ 5]

Le théoreme 51 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 52 (DE LA DOUBLE LIMITE EN UN POINT DE L'INTERVALLE POUR LES SERIES). — Soient une suite

de fonctions (f)

(H1) la série de fonctions Z [fn converge uniformément sur I ;
n=0

e ZF(,C)N etac I. Supposons :

neN

(H2) pourtout n €N, la fonction f,, est continue en a.

Alors :
+00

(C1) la fonction Z fn estcontinueen a;
n=0

+00 +00
@ § (Jim,fuco) = im, (5 o).
n=0 n=0

NOTATION. — Soient une suite de fonctions (f,) ,cn

CUK

n—+oo

Jn f

14
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pour indiquer que la suite de fonctions (f;,) neN Converge uniformément sur tout segment de 1.

COROLLAIRE 53 (LIMITE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS CONTINUES). — Soient une suite de fonc-
tions (fn) ,en € F I, ON, une fonction f € F(I,C) Supposons :

CUK
(Hl) fn n—+ f’
(H2) pour tout n €N, la fonction f,, est continue sur I.
Alors :

(C) f estcontinue sur 1.

DEMONSTRATION. — La fonction f est continue sur I si elle est continue en tout point de I. Soit a € I.

 Cas ol le point a est intérieur a I. Alors il existe § > 0 tel que [a— 6§, a + §] c I. Comme la suite de fonctions
( fn]neN converge uniformément sur le segment [a — 6, a + 6], le théoreme 51 nous livre la continuité de f en sur le
voisinage [a— 6, a+ 6] de a dans I, donc la continuité de f en a.

« Cas ou le point a appartient a la frontiere de I. Si d’aventure a se trouve étre une extrémité de I'intervalle I, les
arguments du cas ou a est intérieur a I s’appliquent mutatis mutandis. [ ]

Le théoreme 53 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 54 (SERIE UNIFORMEMENT CONVERGENTE DE FONCTIONS CONTINUES). — Soit une suite de
fonctions (f»),,ex € F (I, C)N. Supposons :

(H1) la série de fonctions Z [n converge uniformément sur tout segmentde I ;

n=0
(H2) pour toutn €N, la fonction f,, est continue sur I.
Alors :
+00
(C) la fonction Z [n est continue sur I.
n=0
EXERCICE 55. — Démontrer que la suite de fonctions :
RJr a— R
Jn 1
t — B
1+22+1t"- et /pen

converge simplement sur R, mais ne converge pas uniformément sur R,..

EXERCICE 56. — Soient une suite de fonctions (fn)nEN € Z(1,K)N, une fonction feZF(UK),xelet(xy)peN € IN une
suite convergeant vers x. Supposons :

Iy

(H2) pour tout n €N, f, continue sur I.

Démontrer que f;(x,) — f(x). O

THEOREME 57 (DE LA DOUBLE LIMITE EN UN POINT AU BORD DE L'INTERVALLE). — Soient une suite de fonc-

tions (f")neN e (I, KN, une fonction f € & (I,K) et a l'une des extrémités de I (a = —oo ou a = +oo est donc
possible). Supposons :

MHD) f —2— f;

n—-+o0o
(H2) pour toutn €N, la fonction f,, admet une limite finie, notée ¢, en a.
Alors :

(C1) la suite (¢,,) ,en eSt convergente;

(C2) la fonction f admet une limite finie en a qui égale nllrgmé ns

(€3) nlinlw (xlgvnafn(x)) - xligla (ngnloofn(x)) ’

15
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Ce théoréme est admis. Il admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 58 (DE LA DOUBLE LIMITE EN UN POINT AU BORD DE I'INTERVALLE POUR LES SERIES). — Soient

une suite de fonctions (fn)nEN € Z (I, KN et a l'une des extrémités de I (a = —oco ou a = +oo est donc possible).
Supposons :

(H1) la série de fonctions Z [fn converge uniformément sur I ;
n=0

(H2) pourtoutneN, la fonction f,, admet une limite finie, notée ¢, en a.
Alors :

(C1) la série Z ¢, est convergente;
n=0

+00 +00
(C2) lafonction Z [fn admet une limite finie en a qui égale Z s
n=0 n=0

+00 +00
@ § (1, ) = im, (5 .co).
n=0 n=0

EXERCICE 59. — Démontrer que la fonction :

R — R
f +00 emx
X —_— Z
n=1 n?
est bien définie et continue sur R. 0
EXERCICE 60. — Soit la fonction :
R — R
+00 _1 n
fly — &8
on?+x?
1. Démontrer que la fonction f est bien définie et continue sur R.
2. Etudier la limite éventuelle de f en +oo.
O

EXERCICE 61. — On rappelle que la fonction { est définie par :

11,400 — R
+00
1
{ X —_— Z —_—
n=1 n*

Etudier la limite éventuelle de ¢ en +oo.

§ 8. INTEGRATION D’UNE LIMITE UNIFORME SUR UN SEGMENT

THEOREME 62 (INTEGRATION D’UNE LIMITE UNIFORME DE SUITE DE FONCTIONS CONTINUES). — Soient

(a,b) € R? tel que a < b, une suite de fonctions (f”)neN € Z(la,bl,K)N et une fonction f € Z(la,b],K).
Supposons :

M) f, —<— f;

n—-+o0o
(H2) pourtoutneN, la fonction f,, est continue sur [a, b].
Alors :

b
(C1) l’intégralef f(¢) dt est bien définie;
a

b
f £ dt.
a

n—+oo

b
(C2) f fa(2) dt

16
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DEMONSTRATION. — ¢ Démonstration de (C1). La fonction f est continue sur le segment [a, b], comme limite uni-

b
forme d’une suite de fonctions continues (cf. 53). L'intégrale f (1) dt est donc bien définie.

a
« Démonstration de (C2). Les fonctions f;, et la fonction f sont continues sur [a, b]. Donc pour tout n € N, la
fonction f,, — f est continue sur le segment [a, b] donc bornée (cf. théoréeme des bornes atteintes). Ainsi '’hypothese
(H1) se réécrit :

IVl 0.

® n—+oc0

Soit n € N.

b b
ffn(t) dt—f f dt'

b
f fu(®— f(2) dt’ [linéarité de I'intégrale]
a

b
< f |fn(0)—f(»)| dr  [inégalité triangulaire pour I'intégrale]
0 e et
<= flloo
b
< f || fu—1f]lo dt  [croissance de I'intégrale]
a

b=a)-|| fn=Fllo

Donc, pour tout n € N :

0<

b b
ffn(r)dt—f f(t)dt‘<(b—“)||fn_f||oo'
a a

De || fu - f||o. ——— 0 et du théoréme d’encadrement, on déduit :

n—-+oo
b b
ffn(t) dt—f f(o dr

—_ 0
n—

+o00
b b
i.e.:f fn(t) dt f f()dr. [ ]
a n—+oo a
L'hypothese de convergence uniforme est importante dans le théoreme 62. La seule convergence
simple ne suffit pas, cf. exercice 4.

Remarque 63. — La conclusion 2 du théoréme 62 livre :

lim = lim .
n—-+oo [a,b] fn j[;:,b] n—-+oo ffl

]
i} 1
EXERCICE 64. — Etudier la limite éventuelle de f (1-x)"sin(x) dx, quand n tend vers +oo. O
0
L o Lo, ne* +xe™*
EXERCICE 65. — Etudier la limite éventuelle de f (x*+1) — dx, quand 7 tend vers +oo.
0

Le théoreme 62 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

THEOREME 66 (INTEGRATION TERME A TERME D’UNE SERIE DE FONCTIONS SUR UN SEGMENT). — Soient
(a,b) € R? tel que a < b et une suite de fonctions (f")neN € Z([a, b],K)N. Supposons :

(H1) la série de fonctions Z frn converge uniformément sur [a, b ;
n=0

(H2) pour tout n €N, la fonction f,, est continue sur [a, b].

Alors :
b +oo
(C1) lintégrale | Y fu(t) dt est bien définie;
a n=0
b +oo pb b +oo
(C2) lasérie numérique Y | fu(t) dt convergeer Y | fu(2) dtzf Y fal) de.
n=0va n=0va a n=0

17
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COROLLAIRE 67 (PRIMITIVATION D’UNE LIMITE UNIFORME DE SUITE DE FONCTIONS CONTINUES). — Soient
une suite de fonctions (), .x € F (KN, une fonction f € & (1,K) et un point a € 1. Supposons :

(H1) f; CUfm fs

n—
(H2) pour toutn €N, la fonction f,, est continue sur I.

nenN

Pour tout n € N, notons F,, l'unique primitive de f,, (continue surI) qui sannuleen a :
I — K

Fn X — ffn(t)dt

et F l'unique primitive de f (continue sur I, cf. 53) qui sannuleen a :
I — K

Fil, — ff(t)dt.

Alors :

CUK
©) Fy

n—+oo

F.

Le théoreme 67 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 68 (PRIMITIVATION TERME A TERME D’UNE SERIE DE FONCTIONS CONTINUES SUR UN SEG-
MENT). — Soient une suite de fonctions (fn)neN € Z(I,KN et un point a € I. Supposons :

(H1) la série de fonction Z [fn converge uniformément sur tout segmentde I ;
n=0

(H2) pourtoutneN, la fonction f;, est continue sur I.

Pour tout n € N, notons F,, l'unique primitive de f,, (continue sur I) qui sannuleen a :

I — K
X
Foly — f fa() dt
a

+00
et S l'unique primitive de Z fn (continue sur I, cf. 54) qui sannuleen a :

n=0

I — K
S X +00
x — Y falo) de.
a n=0
Alors :
+00

(C1) la série de fonctions )  F, converge uniformément sur tout segmentde I et Y F,=S;

n=0 n=0

X +oo +00 X
(C2) Vxel, Y fade=) | fulo) de.
a n=0 n=0+Ja
+00
EXERCICE 69. — Soit r € [0, 1[. Justifier 'existence et calculer la somme Z r"-n-cos(nt), pour tout t € R. O
n=0

§ 9. DERIVATION DE SUITES/SERIES DE FONCTIONS

NoTATION. — Dans toute cette partie, la lettre I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide.

18
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1. CRITERES €' POUR LES SUITES/SERIES DE FONCTIONS

THEOREME 70 (DERIVATION DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soient une suite de fonctions
(fn) en € F LKN et (f,8) € F (1K)
Supposons :

(H1) pour tout n €N, la fonction f, est de classe €' surI;

CS
(H2) fo——— f;
CUK
n +

—s 400

(H3) f,
Alors :
(C1) f estdeclasse€" surl;
(C2) f'=g,ie.:

8.

d . . d
WEEL e Jm fn ()= lm afn(x)

CUK
n—+oo

(C3) fu I/

Le théoreme 70 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

THEOREME 71 (DERIVATION DE LA SOMME D’UNE SERIE DE FONCTIONS). — Soit une suite de fonctions
N .
(fn) pen € F UL KN, Supposons :

(H1) pour tout n €N, la fonction f, est de classe €' surl;

(H2) la série de fonctions Z [fn converge simplement sur I ;
n=0

(H3) la série de fonctions Z f,, converge uniformément sur tout segment de I.
n=0

Alors :
(C1) la fonction :
+00 i K

2 fn

+00
n=0 X — Z f" (x)
n=0

est de classe €' surl;

+00 I +oo
(C2) (z fn) T (F),ie.:
n=0 n=0
d +o00o +00 d
Vxel, angofn(x)—ngoafn(x)

(C3) la série de fonctions Z [n converge uniformément sur tout segment de I
n=0

EXERCICE 72. — On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :
* Xy x
VneN*, Vxel0,1], un(x) :=1n(1+_) X
n

n

On pose, lorsque la série converge,

+00
S(x):= nZ::l ln(l + %) - %]

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).

19
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EXERCICE 73. — Soit r € [0, 1[. Démontrer que pour tout € R:

rsin(t oo sin(nt
Arctan(#) =y r" ( ).
l1-rcos(t))] ;o1 n
O
2. CRITERES €% POUR LES SUITES/SERIES DE FONCTIONS, 00U k € N*
COROLLAIRE 74 (CARACTERE %* DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soient k € N*, une suite de
fonctions (f,) ,cn € FLKN et (g0, 81,-..,8k) € F (LKL
Supposons :
(H1) pourtoutneN, lafonction fn est de classe €* sur I ;
(H2) VCe[0,k-1], fi? —"—g/;
(k) CUK
H3) f" —— 8k
Alors :
(C1) f:=go estdeclasse€* surl;
(C2) pourtoutle[1,kl, fO =g, ie.:
d’ d’
Vle[l,k]l, Vxel, W nhm fnx) = hm an(x)
(C3) veelok-1], [0 O
n—-+oo
DEMONSTRATION. — On procede par récurrence sur I’entier naturel non nul k.
o Initialisation a k = 1. La propriété a établir est précisément celle du théoreme 70 (f — go, g — g1)-
« Hérédité. Supposons le résultat établi pour un entier k fixé et considérons une suite de fonctions (f;) neN €

ZF (KN, et (g0, 81,..., 8%, 8ks1) € F (I, K)*+2 vérifiant :
(H1) pour tout n € N, la fonction f;, est de classe €*+l sur I;

H2) V0K, £ —— g
(H3) i ———— grs1.
Observons :

(HT’) pour tout n € N, la fonction f,gk) est de classe € sur I;

(H2 ) f(k)

8k’

’ CUK
(H3) f,i’”” - ( (’“) o B

n—+00

En appliquant le théoreme 70 ( (fn)neN - ( ’(lk))neN  fe g 8~ gin )’ il vient :
(CI’) gi est de classe €;
(C2) g = gk+1 ;
(C3) f(k) __+; g

Alors (H1), (H2), (H3) et (C3’) nous donnent :

(H1”) pour tout n € N, la fonction fn est de classe €~ sur I;

(H2")Vle[0,k-1], fL ——g;

» CUK
(H3”) f,gk) nT’ 8k-

+00

En appliquant I'hypothese de récurrence, il vient :
(C1”) f:=go est de classe &k,
€2V eelokl, fO=ge;
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C3veelo k-1, fOE nff

De (C1"), (C2”) et (C1’), on déduit :
(C1) f:= go est de classe €1,
De (C2”) et (C2’), on déduit :
(C2)Vle[0,k+1], fO=g,.
De (C3”), (C3’) et (C2”), on déduit :
C3)VLel0 k], fi)——— UK — 1.

La propriété est donc étabhe au rang k+1.

f(f)

Le théoreme 74 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 75 (CARACTERE %* DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soient k € N* et une suite de
fonctions (f») e € F (L KN. Supposons :

(H1) pour tout n €N, la fonction f, est de classe €* surI;

(H2) pour tout ¥ € [0, k— 11, la série de fonctions Z @) converge simplement sur I ;
n=0

(H3) la série de fonctions ) f ) converge uniformément sur tout segment de I ;
n=0

Alors :
(C1) la fonction :

+00
Z f +00
2 — Y
n=0
est de classe €% surI;

+0o0 @) +00
(C2) pour tout ¢ € [1,kl, (Z fn) (Z (l))’ S
n=0

df +00 +oo A
VOElLkl, Vxel, — [an(x) Zoﬁf"(x)

(C3) pour tout? € [0,k — 1], la série de fonctions Z fy) converge uniformément sur tout segment de 1.
n=0

.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On applique le corollaire 74, en spécialisant comme suit :

fn neN (ka) rg()(_ZOfkr gl‘_z_‘,o(fr/l)v---rgk‘_zo( lik))

neN

en remarquant que la dérivée d'une somme finie de fonctions dérivables est la somme des fonctions dérivées. 0

EXERCICE 76 (UN PREMIER EXEMPLE DE SERIE ENTIERE). — Pour tout n € N, on pose :

0,1 — R
X —  x".

fn

1. Démontrer que la série de fonctions Z frn converge uniformément sur [0, a], pour tout réel a € [0, 1].
n=0

2. En déduire que la série de fonctions ) f; converge uniformément sur tout segment de [0, 1[.
n=0
+00 .1
3. Soit x € [0,1[. Calculer Z —, en justifiant la convergence de la série en cours d’étude.
n=1 N
+00 !

4. Soit k € N*. Calculer Z 1=

n=

x", en justifiant la convergence de la série en cours d’étude.

+00 12
5. Calculer Z o en justifiant la convergence de la série en cours d’étude.
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3. CRITERES €°° POUR LES SUITES/SERIES DE FONCTIONS

COROLLAIRE 77 (CARACTERE €°° DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soit(fn)

€ Z(I,KN. Sup-
posons :

neN

(H1) pourtoutn €N, f; estde classe € surl;

(H2) pour tout k € N, la suite de fonctions ( ,(,k))neN converge uniformément sur tout segment de I vers une
fonction gy € #(1,K).

Alors :

(C1) la fonction f := gy est € surl;

(C2) pourtoutkeN*, f =g, ie.:

k

VkeN*, V 1 d li = li d
€N rel m (nll}-loofn) L= n—l»IPoo dxk

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Les hypotheéses (H1), (H2) permettent d’appliquer le corollaire 22 a la suite de
fonctions (f),y et aux fonctions go, g1, ..., gk, quelque soit k € N*. O

Le théoreme 77 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

COROLLAIRE 78 (CARACTERE € DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS). — Soit ( f;,)

wen € F (LKN. Sup-
posons :

(H1) pourtoutneN, f, estde classe €*° surl;

(H2) pour tout k € N, la série de fonctions Z f,(,k) converge uniformément sur tout segment de 1.
n=0
Alors :
(C1) la fonction :
I — K

+00
+00
Ll — Y fw
n=0

est de classe €°° surI;
oo (&)
(C2) pour tout k € N*, ( > fn)
n=0

= (gf,(lk)), ie.:

X dk +00 +00 dk
VkeN", Vxel, w(’;ofn)(X):Z(@fn(X))

n=0

EXERCICE 79 (FONCTION { DE RIEMANN). — Soit la fonction :
11,400 — R
+00
1
( X e —_—

n=1 n* .
1. Démontrer que la fonction f est de classe €*° sur ]1,+o0o[ et exprimer, pour tout k € N*, pour tout x > 1, le
nombre ( (k) (x) comme une somme de série convergente.
2. Que dire de la convexité de la fonction { ?
3. Etudier les limites éventuelles de { en 17 et +co.
4. Démontrer que :

1
xX) ~ —.
¢ )x—>l+ x—-1
5. Démontrer que :
1 1
C(X)x~:+ 1+2—x+0 2—x)
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§ 10. APPROXIMATION UNIFORME PAR DES FONCTIONS EN ESCALIERS

NoTATION. — On fixe deux réels a et b tels que a < b, pour toute cette partie. On rappelle quelques résultats de MP2I
et on les interprete a I’aide des notions de convergence introduites en MPI.

SUBDIVISION D’UN SEGMENT. — Une subdivision du segment [a, b] est un uplet (xo, x1,...,X,) de points de [a, b] tel
que:
a=x9g<x1<...<Xxp=hb.

FONCTION EN ESCALIER SUR UN SEGMENT. — Une fonction f € % ([a, b],R) est dite en escalier s'il existe une subdivi-
sion (xg, X1,...,X,) du segment [a, b] telle que pour tout k € [1,n— 1], la fonction restreinte fjjy, x,,,[ €St constante sur
louvert | xg, Xg411.

I’ALGEBRE DES FONCTIONS EN ESCALIER SUR UN SEGMENT. — Lensemble &([a, b],R) des fonctions en escaliers défi-
nies sur [a, b] est une sous-R-algebre de la R-algébre % ([a, b],R).

FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN SEGMENT. — Une fonction f € % ([a, b],R) est dite continue par morceaux
s'il existe une subdivision (xg, x1,...,x,) du segment [a, b] telle que pour tout k € [1,n — 1], la fonction restreinte
Jxp x,, 1 €St continue sur I'ouvert ] xg, X4 [ et admet un prolongement par continuité sur le segment [xg, Xg+1].

FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN INTERVALLE. — Soit I un intervalle. Une fonction f € & (I,R) est dite
continue par morceaux si, pour tout segment [a, b] de I, la fonction fj4 5 est continue par morceaux sur le segment
[a, b] au sens de ce qui précede.

’ALGEBRE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN INTERVALLE. — Soit ] un intervalle. Lensemble 6pm(I,R)
des fonctions continues par morceaux sur l'intervalle I est une sous-R-algebre de la R-algebre % (I,R).

THEOREME 80 (APPROXIMATION UNIFORME PAR DES FONCTIONS EN ESCALIERS). — Soit [ € 6pm(la, b],R).

Alors : cu

n—+oo

I(@n)nen €E(a, RN, @,

f.

Remarque 81 (interprétation topologique du précédent théoreme). — Nous munissons le R-espace vectoriel €pm ([, b],R)
de la norme définie par :

|| . ” Cgpm([a; b])R) - R+
oo f — sup{|f(x)]| : x€[a,bl}.
Alors I'ensemble &ym ([a, b, R) est dense dans Gpm(la, b],R). |
EXERCICE 82 (LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE DANS LE CAS C.P.M. SUR UN SEGMENT). — Soit f € €pm([a, b],R). Dé-

montrer :

0.

b
f f(t)-sin(nt) dt
a

n—-+oo

EXERCICE 83 (LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE DANS LE CAS INTEGRABLE SURR,). — Soit une fonction f € <€pm(R+,R),
qui est intégrable sur R;. Démontrer :

0.

b
f f(t)-sin(nt) dt
a

n—+oo
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§11. THEOREME DE WEIERSTRASS

THEOREME 84 (WEIERSTRASS). — Soient (a,b) € R® tel que a< b, f € €([a,b]l,R). Alors, il existe une suite
(Pn)nen de fonctions en polynomiales définies sur [a, b] telle que :
cU

P, ——
" 14 bl

Remarque 85 (interprétation topologique du précédent théoréme). — Nous munissons le R-espace vectoriel € ([a, b],R)
de la norme définie par :

|| . || ' (g([arb])R) - R+
o f — sup{|f(x)| : x€la,bl}.
Alors I'ensemble des fonctions polynomiales définies sur [a, b] est dense dans € ([a, b],R). ]

EXERCICE 86 (THEOREME DES MOMENTS). — Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] telle que pour tout
neN:

b
f x"-f(x)dx=0.
a

Démontrer que f =0. O

EXERCICE 87. — Soit p € N. Que dire d'une fonction f: [0,1] — R qui est limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a p? O
EXERCICE 88. — Que dire d’'une fonction f: R — R qui est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales?

EXERCICE 89 (FONCTION CONTINUE NULLE-PART DERIVABLE). — Posons:

R — R

4 x — dx,Z2)=inf{neZ: |x—n|}.

1. Démontrer que ¢ est continue sur R. Tracer la courbe représentative de ¢.

2. Soit I'application :
R — R
f +00 3 n
x o— Y (Z) ¢ (4" x) [variante de la fonction de Teiji Takagi (1901)] .
n=0

Démontrer que f est définie et continue sur R.

1
3. Posons, pour n€N, h;, = VTR Démontrer que :

’f(hn)—f(O)’>3”“—3
hy, - 2

En déduire que f n’est pas dérivable en 0.

4. Démontrer que f n’est dérivable en aucun point de R.

O
EXERCICE 90 SDENSITE DES FONCTIONS CONTINUES NULLE-PART DERIVABLES SUR UN SEGMENT). — Soit (a, b) € R?
tel que a < b. AT'aide de la variante de la fonction de Takagi introduite dans I'exercice 89, démontrer que :

A :={f €€(la,b),R) : fn'estdérivable en aucun point de [a, b]}
est une partie dense de (€ ([a, b],R), || - lloo)- U
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