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§ 1. RAPPELS SUR NUMÉRIQUES

NOTATIONS. — La lettre K désigne le corps R ou C et n0 est un nombre entier naturel fixé.

1. NOTION DE SÉRIE CONVERGENTE/DIVERGENTE

DÉFINITION 1 (SÉRIE CONVERGENTE/DIVERGENTE). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’éléments de K définie à partir
du rang n0. Pour tout n ⩾ n0, on pose :

Sn :=
n∑

k=n0

uk
[
somme partielle d’ordre n

]
.

1. On dit que la série
∑

n⩾n0

un converge (resp. diverge) si la suite des sommes partielles (Sn)n⩾n0 converge

(resp. diverge). La nature d’une série est donc celle de la suite de ses sommes partielles.

2. Si la série
∑

n⩾n0

un converge, on définit sa somme par :

+∞∑
n=n0

un := lim
k→+∞

Sn = lim
k→+∞

n∑
k=n0

uk
[
somme d’une série convergente

]
.

EXERCICE 2. — Démontrer que la série
∑

n⩾2

1

n2 −n
converge et calculer sa somme. f

EXERCICE 3 (LA SÉRIE HARMONIQUE ALTERNÉE CONVERGE). — En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral

à la fonction x 7−→ ln(1+x), démontrer que la série harmonique alternée
∑

n⩾1

(−1)n+1

n
converge et que :

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= ln(2).

f

2. SÉRIES TÉLESCOPIQUES

PROPOSITION 4 (SÉRIE TÉLESCOPIQUE). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’éléments de K définie à partir du rang
n0. Alors :

la série
∑

n⩾n0

(un+1 −un) et la suite (un)n⩾n0 ont même nature.

De plus, en cas de convergence :
+∞∑

n=n0

(un+1 −un) = lim
n→+∞un −un0 .

EXERCICE 5. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1
ln

(
1+ 1

n

)
. f

3. SÉRIE GÉOMÉTRIQUE

PROPOSITION 6 (SÉRIE GÉOMÉTRIQUE). — Soit q ∈ K. La série
+∞∑
n⩾0

qn converge si et seulement si
∣∣q∣∣< 1. Si tel

est le cas, alors :
+∞∑
n=0

qn = 1

1−q
.

EXERCICE 7. — Justifier que la série
∑

n⩾3

1

2n converge et calculer sa somme. f
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4. SÉRIE EXPONENTIELLE

PROPOSITION 8 (SÉRIE EXPONENTIELLE). — Soit z ∈ K. La série
+∞∑
n⩾0

zn

n!
converge et :

+∞∑
n=0

zn

n!
= ez .

EXERCICE 9. — Justifier que la série
∑

n⩾0

(−1)n

(2n)!
converge et calculer sa somme. f

5. CONDITION NÉCESSAIRE NON SUFFISANTE DE CONVERGENCE

PROPOSITION 10 (CONDITION NÉCESSAIRE NON SUFFISANTE DE CONVERGENCE). — Soit (un)n⩾n0 une suite
d’éléments de K définie à partir du rang n0. Alors :∑

n⩾n0

un converge =⇒ un −−−−−→
n→+∞ 0

[
réciproque fausse, cf. série harmonique

]
.

EXERCICE 11. — Pour tout n ∈ N∗, on pose un :=
(
1+ 1

n

)n

−1. Quelle est la nature de la série
∑

n⩾1
un ? f

EXERCICE 12 (LA SÉRIE HARMONIQUE DIVERGE). — Pour tout n ∈ N, posons Sn :=
n∑

k=1

1

k
.

1. Démontrer que, pour tout n ⩾ 1, S2n −Sn ⩾
1

2
.

2. En déduire que la série harmonique
∑

n⩾1

1

n
diverge.

f

6. DE LA LINÉARITÉ DES SÉRIES CONVERGENTES

PROPOSITION 13 (LINÉARITÉ DES SÉRIES CONVERGENTES). — Soient (un)n⩾n0 , (vn)n⩾n0 deux suites d’élé-
ments de K définies à partir du rang n0 et (λ,µ) ∈ K2. Si les séries

∑
n⩾n0

un et
∑

n⩾n0

vn convergent alors la série∑
n⩾n0

(
λun +µvn

)
converge et :

+∞∑
n=n0

(
λun +µvn

)=λ +∞∑
n=n0

un +µ
+∞∑

n=n0

vn .

Remarque 14. — La somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série divergente. g

EXERCICE 15. — Justifier que la série
∑

n⩾1

n2

n!
converge et calculer sa somme. f
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7. CRITÈRE DE CONVERGENCE DES SÉRIES À TERMES RÉELS POSITIFS

PROPOSITION 16 (CRITÈRE DE CONVERGENCE DES SÉRIES À TERMES RÉELS POSITIFS). — Soit (un)n⩾n0 une
suite à termes réels positifs ou nuls définie à partir du rang n0.
On pose, pour tout n ⩾ n0 :

Sn :=
n∑

k=n0

uk .

1. La série
∑

n⩾n0

un converge si et seulement si la suite des sommes partielles (Sn)n⩾n0 est majorée.

2. Si la série
∑

n⩾n0

un converge, alors
+∞∑

n=n0

un = sup{Sn : n ⩾ n0}.

3. Si la série
∑

n⩾n0

un diverge, alors Sn :=
n∑

k=n0

uk −−−−−→
n→+∞ +∞.

ÉLÉMENTS DE DÉMONSTRATION. — Pour tout n ⩾ n0 :

Sn+1 −Sn = un+1 ∈ R+.

La suite (Sn)n⩾n0 est donc croissante. Les assertions découlent alors du théorème de la limite monotone pour les
suites. f

EXERCICE 17 (UNE SÉRIE DE RIEMANN CONVERGENTE). — Justifier que :

∀n ⩾ 2,
1

n2 ⩽
∫ n

n−1

1

t 2 dt

et en déduire que la série de Riemann
∑

n⩾1

1

n2 converge.

f

8. THÉORÈME DE DOMINATION POUR LES SÉRIES À TERMES RÉELS POSITIFS

THÉORÈME 18 (DOMINATION POUR LES SÉRIES À TERMES RÉELS POSITIFS). — Soient (un)n⩾n0 et (vn)n⩾n0

deux suites de réels positifs ou nuls, toutes deux définies à partir du rang n0, telles qu’à partir d’un certain rang :

0⩽ un ⩽ vn .

1. Si la série
∑

n⩾n0

vn converge, alors la série
∑

n⩾n0

un converge.

2. Si la série
∑

n⩾n0

un diverge, alors la série
∑

n⩾n0

vn diverge.

9. SÉRIE ABSOLUMENT CONVERGENTE

DÉFINITION 19 (SÉRIE ABSOLUMENT CONVERGENTE). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’éléments de K définie à par-
tir du rang n0. La série

∑
n⩾n0

un est dite absolument convergente si la série
∑

n⩾n0

|un | converge.

THÉORÈME 20 (L’ABSOLUE CONVERGENCE IMPLIQUE LA CONVERGENCE). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’élé-
ments de K définie à partir du rang n0. Alors :∑
n⩾n0

un converge absolument =⇒ ∑
n⩾n0

un converge
[
réciproque fausse, cf. série harmonique alternée

]
.

4
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EXERCICE 21. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

sin(n)

n2 . f

10. THÉORÈME DE COMPARAISON

THÉORÈME 22 (DE COMPARAISON). — Soient (un)n⩾n0 une suite de nombres réels et (vn)n⩾n0 une suite de
réels positifs ou nuls, toutes deux définies à partir du rang n0.

1. Supposons que un =
n→∞ O(vn). Alors :∑

n⩾n0

vn converge =⇒ ∑
n⩾n0

un converge absolument.

2. Supposons que un ∼
n→∞ vn . Alors un ⩾ 0 à partir d’un certain rang et :

les séries
∑

n⩾n0

un et
∑

n⩾n0

vn ont même nature.

EXERCICE 23. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

ln(n)

n3 . f

EXERCICE 24. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾2
ln

(
1+ (−1)n

n

)
. f

11. RESTE D’UNE SÉRIE CONVERGENTE

DÉFINITION 25 (RESTE D’UNE SÉRIE CONVERGENTE). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’éléments de K définie à par-
tir du rang n0 telle que la série

∑
n⩾n0

un converge. On définit, pour tout n ⩾ n0, le reste d’ordre n de la série

convergente
∑

n⩾n0

un par :

+∞∑
k=n+1

uk :=
+∞∑

k=n0

uk︸ ︷︷ ︸
somme de la série

−
n∑

k=n0

uk︸ ︷︷ ︸
somme partielle d’ordre n

[reste d’ordre n] .

Remarque 26 (comportement asymptotique du reste d’une série convergente). — Soit (un)n⩾n0 une suite d’éléments
de K définie à partir du rang n0 telle que la série

∑
n⩾n0

un converge. Alors :

+∞∑
k=n+1

uk −−−−−→
n→+∞ 0.

g

Exemple 27 (restes d’une série géométrique convergente). — Pour tout q ∈ K tel que
∣∣q∣∣< 1 :

∀n ⩾ 0,
+∞∑

k=n+1
qk = qn+1

1−q
.

g

EXERCICE 28 (ÉQUIVALENT DU RESTE D’UNE SÉRIE DE RIEMANN CONVERGENTE). — Justifier que :

∀n ⩾ 2,
1

n2 ⩽
∫ n

n−1

1

t 2 dt ⩽
1

(n −1)2

et en déduire un équivalent de
+∞∑

k=n+1

1

k2 lorsque n tend vers +∞. f

5
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12. CRITÈRE DES SÉRIES ALTERNÉES

THÉORÈME 29 (CRITÈRE DES SÉRIES ALTERNÉES). — Soit (un)n∈N une suite de réels telle que :

(H1) ∀n ∈ N un ·un+1 ⩽ 0 ;

(H2) la suite ( |un | )n∈N est décroissante ;

(H3) un −−−−−→
n→+∞ 0.

Alors :

(C1) la série
∑

n⩾0
un converge ;

(C2)
+∞∑

k=n+1
uk a le signe de un+1

(C3)

∣∣∣∣∣ +∞∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣⩽ |un+1|.

�

L’hypothèse (H2) dans le théorème 29 est essentielle. En effet, la série de terme général :

un = (−1)n

p
n + (−1)n

vérifie (H1) et (H3), mais pas (H2) et la série
∑

un diverge.

EXERCICE 30. — Justifier que la série
∑

n⩾0

(−1)n

p
n +1

converge. f

EXERCICE 31. — Justifier que la série
∑

n⩾0

(−1)n

3n +1
converge et calculer sa somme. f

EXERCICE 32. — Soit un réel α. Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

1+ (−1)n nα

n2α converge. f

§ 2. TECHNIQUE DE COMPARAISON SÉRIE-INTÉGRALE

THÉORÈME 33 (COMPARAISON SÉRIE-INTÉGRALE). — Soit f : [n0,+∞[−−−→ R une fonction continue par
morceaux, positive et décroissante. Alors :(

la série
∑

n⩾n0

f (n) converge

)
⇐⇒

(
l’intégrale

∫ +∞

n0

f (t ) dt converge

)
.

COROLLAIRE 34 (SÉRIES DE RIEMANN). — Soit α ∈ R.∑
n⩾1

1

nα
converge ⇐⇒ α> 1.

EXERCICE 35 (SÉRIES DE BERTRAND). — Soit α> 0 et β> 0. Démontrer :

∑ 1

nα lnβ(n)
converge ⇐⇒


α> 1

ou
α= 1 et β> 1.

f

6
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T

Si f : [n0,+∞[−−−→ R est une fonction continue par morceaux, positive et monotone alors, pour
tout n ⩾ n0 +1 :

le nombre f (n) est compris entre les intégrales
∫ n

n−1
f (t ) dt et

∫ n+1

n
f (t ) dt

et, en additionnant membre à membre ces encadrements, on peut :

• obtenir un équivalent des restes
+∞∑

k=n+1
f (k) lorsque n tend vers +∞, si la série

∑
n⩾n0

f (n)

converge;

• obtenir un équivalent des sommes partielles
n∑

k=n0

f (k) lorsque n tend vers +∞, si la série∑
n⩾n0

f (n) diverge ;

si l’on connaît une primitive explicite de la fonction f .

EXERCICE 36. — Déterminer la nature de la série de terme général un = 1

1+2
p

2+3
p

3+ . . .+n
p

n
. f

EXERCICE 37 (QUELQUES ÉQUIVALENTS ASSOCIÉS AUX SÉRIES DE RIEMANN). — Soit α un réel strictement positif.

1. Supposons α> 1. Déterminer un équivalent de
+∞∑

k=n+1

1

nα
.

2. Supposons α= 1. Donner un équivalent de
n∑

k=1

1

kα
.

3. Supposons α< 1. Donner un équivalent de
n∑

k=1

1

kα
.

f

EXERCICE 38 (ÉQUIVALENT DE LA FONCTION ζ DE RIEMANN EN 1+). — Déterminer un équivalent, lorsque x tend vers
1+, de la fonction ζ définie par :

ζ

∣∣∣∣∣∣
]1,+∞[ −→ R

x 7−→
+∞∑
n=1

1

nx .

f

§ 3. RÈGLE DE D’ALEMBERT POUR LES SÉRIES DE RÉELS STRICTEMENT POSITIFS

THÉORÈME 39 (RÈGLE DE D’ALEMBERT). — Soit (un)n⩾n0 une suite de réels strictement positifs. On suppose
qu’il existe ℓ ∈ R+ tel que :

un+1

un
−−−−−→
n→+∞ ℓ.

1. Si ℓ< 1, alors la série
∑

n⩾n0

un converge.

2. Si ℓ> 1, alors la série
∑

n⩾n0

un diverge.

3. Si ℓ= 1+, alors la série
∑

n⩾n0

un diverge.

�

Soit (un)n⩾n0 une suite de réels strictement positifs telle que :

un+1

un
−−−−−→
n→+∞ 1

alors on ne peut rien dire de la nature de la série
∑

n⩾n0

un , comme nous l’apprennent les séries de

Riemann.

7



LYCÉE HENRI POINCARÉ, NANCY MATHÉMATIQUE MPI-MPI* 2324

EXERCICE 40 (RÈGLE DE RAABE-DUHAMEL). — Soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs. On suppose que :

un+1

un
−−−−−→
n→+∞ 1

avec un développement asymptotique de la forme

un+1

un
=

n→+∞ 1− α

n
+o

(
1

n

)
où α ∈ R.

1. Montrer que si α> 1, alors
∑

n⩾0
un converge.

2. Montrer que si α< 1, alors
∑

n⩾0
un diverge.

f

EXERCICE 41 (COMPARAISON LOGARITHMIQUE). — Soient (un)n∈N et (an)n∈N deux suites de réels strictement positifs.
On suppose que :

un+1

un
⩽

an+1

an

à partir d’un certain rang.

1. Démontrer que si
∑

n⩾0
an converge, alors

∑
n⩾0

un converge.

2. Quel résultat antérieur peut-on retrouver grâce à la question 1 ?

f

EXERCICE 42. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

xn

n2 en fonction du réel x. f

EXERCICE 43. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾0
n! xn2

en fonction du réel x. f

EXERCICE 44. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

2×4×6× . . .× (2n)

1×3×5× . . .× (2n +1)
. f

EXERCICE 45. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾1

a(a +1) . . . (a +n)

b(b +1) . . . (b +n)
en fonction du couple (a,b) ∈ R2. f

§ 4. SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

THÉORÈME 46 (SOMMATION DES O). — Soient :

• (un)n∈N une suite de nombres complexes ;

• (αn)n∈N une suite de nombres réels, dont les termes sont positifs à partir d’un certain rang;

telles que un =
n→+∞ o(αn). Alors, nous disposons des résultats suivants.

1. Supposons que la série
∑

n⩾0
αn converge. Alors la série

∑
n⩾0

un converge absolument et :

+∞∑
k=n+1

uk =
n→+∞ o

( +∞∑
k=n+1

αk

)
.

2. Supposons que la série
∑

n⩾0
αn diverge. Alors :

n∑
k=0

uk =
n→+∞ o

(
n∑

k=0
αk

)
.
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THÉORÈME 47 (DE CESÀRO). — Soit (un)n∈N une suite de nombre réels possédant une limite ℓ ∈ R. Alors :

1

n +1

n∑
k=0

uk −−−−−→
n→+∞ ℓ.

EXERCICE 48 (LEMME DE L’ESCALIER). — Soit (un)n∈N une suite de nombre réels. On suppose qu’il existe ℓ ∈ R∗ tel
que un+1 −un −−−−−→

n→+∞ ℓ. Donner un équivalent simple de un lorsque n tend vers +∞. f

EXERCICE 49 (SUITE RÉCURRENTE). — Soient un réel a > 0 et (un)n∈N la suite définie par u0 = a et, pour tout n ∈ N,

un+1 = un + 1

u3
n

. Donner un équivalent simple de un lorsque n tend vers +∞. f

THÉORÈME 50 (SOMMATION DES O). — Soient :

• (un)n∈N une suite de nombres complexes ;

• (αn)n∈N une suite de nombres réels, dont les termes sont positifs à partir d’un certain rang;

telles que un =
n→+∞ O(αn). Alors, nous disposons des résultats suivants.

1. Supposons que la série
∑

n⩾0
αn converge. Alors la série

∑
n⩾0

un converge absolument et :

+∞∑
k=n+1

uk =
n→+∞ O

( +∞∑
k=n+1

αk

)
.

2. Supposons que la série
∑

n⩾0
αn diverge. Alors :

n∑
k=0

uk =
n→+∞ O

(
n∑

k=0
αk

)
.

THÉORÈME 51 (SOMMATION DES ÉQUIVALENTS). — Soient :

• (un)n∈N une suite de nombres réels ;

• (vn)n∈N une suite de nombres réels, dont les termes sont positifs à partir d’un certain rang;

telles que un ∼
n→+∞ vn . Alors :

1. vn ⩾ 0 à partir d’un certain rang ;

2. les séries
∑

n⩾0
un et

∑
n⩾0

vn ont même nature ;

3. si la série
∑

n⩾0
vn converge alors :

+∞∑
k=n+1

uk ∼
n→+∞

+∞∑
k=n+1

vk

4. si la série
∑

n⩾0
vn diverge alors :

n∑
k=0

uk ∼
n→+∞

n∑
k=0

vk .

EXERCICE 52. — Déterminer la nature de la série
∑

n⩾2

(−1)n

n + (−1)n
p

n
. f

EXERCICE 53. — Posons, pour tout n ∈ N, un := 3n2 +5n

8n3 +4
. Démontrer que la série

∑
n⩾0

un diverge et donner un équi-

valent simple de
n∑

k=0
uk lorsque n tend vers +∞. f

9
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EXERCICE 54. — Posons, pour tout n ∈ N∗, un := 2n + ln(n)

5n +n2 . Démontrer que la série
∑

n⩾1
un converge et donner un

équivalent simple de
+∞∑

k=n+1
uk lorsque n tend vers +∞. f

EXERCICE 55. — Posons, pour tout n ∈ N, un := n +cos(n)

n3 +1
. Démontrer que la série

∑
n⩾0

un converge et donner un

équivalent simple de
+∞∑

k=n+1
uk lorsque n tend vers +∞. f

§ 5. SÉRIES VECTORIELLES

NOTATIONS. — La lettre K désigne le corps R ou C, (E , || · ||) est un K-espace vectoriel normé.

1. EXTENSION DES CONCEPTS DES SÉRIES NUMÉRIQUES AUX SÉRIES VECTORIELLES

DÉFINITION 56 (SÉRIE CONVERGENTE/DIVERGENTE). — Soit (un)n∈N une suite de vecteurs de E. On pose, pour
tout n ∈ N :

Sn =
n∑

k=0
uk ∈ E

[
somme partielle

]
.

On dit que la série
∑

n⩾0
un converge si la suite (Sn)n∈N de vecteurs de E converge. Dans le cas contraire, la suite

est dite divergente.

DÉFINITION 57 (SOMME ET RESTE D’UNE SÉRIE CONVERGENTE). — Soit (un)n∈N une suite de vecteurs de E telle
que la série

∑
n⩾0

un converge.

1. La somme de la série convergente
∑

n⩾0
un est définie par :

+∞∑
k=0

uk := lim
n→+∞

n∑
k=0

uk .

2. Pour tout n ∈ N, le reste d’ordre n de la série convergente
∑

n⩾0
un est défini par :

+∞∑
k=n+1

uk :=
+∞∑

k=n0

uk︸ ︷︷ ︸
somme de la série

−
n∑

k=n0

uk︸ ︷︷ ︸
somme partielle d’ordre n

[reste d’ordre n] .

Remarque 58 (comportement asymptotique du reste d’une série convergente). — Soit
∑

n⩾0
un une série de vecteurs

de E , qui converge. Alors
+∞∑

k=n+1
uk −−−−−→

n→+∞ 0E . g

2. DE LA LINÉARITÉ DES SÉRIES DE VECTEURS CONVERGENTES

PROPOSITION 59 (LINÉARITÉ DES SÉRIES CONVERGENTES DE VECTEURS). — Soient
∑

n⩾0
un et

∑
n⩾0

vn deux sé-

ries de vecteurs de E, qui convergent, et (λ,µ) ∈ K2. Alors la série
∑

n⩾0

(
λun +µvn

)
converge et :

+∞∑
n=0

(
λun +µvn

)=λ +∞∑
n=0

un +µ
+∞∑
n=0

vn .
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3. CONDITION NÉCESSAIRE NON SUFFISANTE DE CONVERGENCE POUR LES SÉRIES DE VECTEURS

PROPOSITION 60 (CONDITION NÉCESSAIRE NON SUFFISANTE DE CONVERGENCE). — Soit (un)n⩾0 une suite de
vecteurs de E. Alors :∑

n⩾0
un converge =⇒ un −−−−−→

n→+∞ 0E
[
réciproque fausse, cf. série harmonique

]
.

TERMINOLOGIE. — Une série de vecteurs de E dont le terme général ne converge pas vers le vecteur nul 0E est dite
grossièrement divergente.

4. SÉRIES TÉLESCOPIQUES DE VECTEURS

PROPOSITION 61 (SÉRIE TÉLESCOPIQUE DE VECTEURS). — Soit (un)n⩾0 une suite de vecteurs de E. Alors :

la série
∑

n⩾0
(un+1 −un) et la suite (un)n⩾0 ont même nature.

De plus, en cas de convergence :
+∞∑
n=0

(un+1 −un) = lim
n→+∞un −u0.

5. SÉRIES VECTORIELLES ABSOLUMENT CONVERGENTES

DÉFINITION 62 (SÉRIE CONVERGENTE/DIVERGENTE). — Soit (un)n∈N une suite de vecteurs de E. On dit que la
série vectorielle

∑
n⩾0

un est absolument convergente si la série numérique
∑

n⩾0

||un || est convergente.

EXERCICE 63 (SÉRIE VECTORIELLE ABSOLUMENT CONVERGENTE ET DIVERGENTE). — On munit R[X ] de la norme :

|| · ||∞
∣∣∣∣∣ R[X ] −→ R+

P 7−→ max
n∈N

|[P ]n | .

Démontrer que la série
∑

n⩾0

X n

n!
est absolument convergente et divergente. f

THÉORÈME 64 (SÉRIE CONVERGENTE/DIVERGENTE). — Si le K-espace vectoriel E est de dimension finie, alors
toute série absolument convergente est convergente.

6. EXEMPLES DE SÉRIES MATRICIELLES CONVERGENTES

NOTATION. — Soit un entier p ⩾ 1 et la norme

|| · ||

∣∣∣∣∣∣∣
Mp (R) −→ R+

A 7−→ max

{
p∑

i=1

∣∣[A]i , j
∣∣ : j ∈ J1, pK

}
.

qui vérifie :

1.
∣∣∣∣ Ip

∣∣∣∣= 1 ;

2. pour tout (A,B) ∈Mp (R)2, || A×B ||⩽ || A ||× ||B ||.
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EXERCICE 65 (CARACTÈRE OUVERT DE GLp (R)). —

1. Soit A ∈ B
(
0Mp (R),1

)
. Démontrer que la série

∑
n⩾0

(−1)n · An converge dans Mp (R), puis que Ip + A est inversible,

de matrice inverse : (
Ip + A

)−1 =
+∞∑
n=0

(−1)n · An .

2. En déduire que GLp (R) est un ouvert de Mp (R).

f

EXERCICE 66 (EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE). — Soit A ∈Mp (R).

1. Démontrer que la série
∑

n⩾0

1

n!
· An converge. Sa somme est appelée exponentielle de A et est notée exp(A).

2. Calculer l’exponentielle des trois matrices suivantes.

N :=
0 1 0

0 0 1
0 0 0

 D :=
1 0 0

0 2 0
0 0 −1

 A :=
0 1 1

1 0 −1
1 −1 0


f
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