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§ 1. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN INTERVALLE

NoTATION. — Dans cette partie, la lettre I désigne un intervalle non vide de R et la lettre K1'un des corps Rou C.

DEFINITION 1 (FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR L'INTERVALLE I). — Une fonction f: [ — K. est dite
continue par morceaux sur I si et seulement si pour tout segment[a, b] inclus dans I, la restriction de la fonction
f au segment [a, b] est continue par morceaux sur le segment [a, D).

Exemple 2. — Toute fonction continue sur I est continue par morceaux sur I. |
Exemple 3. — La fonction partie entiere est continue par morceaux sur R. |

Exemple 4. — La fonction f définie par:

y
R — R Iy
f 0 six<0
* e six>0 ( |
0 1 X
est continue par morceaux sur R. ]
Exemple 5. — La fonction g définie par:
y
Cg
R — R
0 six=0; . ; X
8 \
X — 1 0 1
{ — six#0
x

n’est pas continue par morceaux sur R.

]
PROPOSITION 6 (STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES FONCTIONS C.P.M. SUR UN INTERVALLE). — Lensemble :
Cpm (1K) :={f€ K : f est continue par morceaux sur I}.
est une sous-K-algebre de laK-algebreK! des fonctions définies sur I et & valeurs dans K.
Remarque 7. — Lensemble :
€ (I,K) :={f €K' : festcontinue sur I}
est une sous-K-algebre de la K-algebre €pm (1, K). [
EXERCICE 8. — ]Justifier que les fonctions :
R — R
R — R 0 six=0;
f et g ’
x — |x x — . (1 .
Lx] xs1n(—) six#0
x
sont continues par morceaux sur R, mais que la fonction f o g nel'est pas. O
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S 2. ETUDES ASYMPTOTIQUES D’INTEGRALES PARTIELLES

EXERCICE 9. — Justifier que, pour tout € €]0, 1[, 'intégrale :

£) = e d
I . t

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I(¢) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 10. — Justifier que, pour tout € €]0, 1[, I'intégrale :

1 1 d
I(g) := — dt
(€) fs i

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I(¢) lorsque A tend vers +oo.
EXERCICE 11. — Justifier que, pour tout € €]0, 1[, I'intégrale :
1
I(e):= f In(t) dt
€
est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I(¢) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 12. — Soit a un réel fixé. Justifier que, pour tout A € R, 'intégrale :

A
Ia(A):zf e~ dt
0

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I,(A) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 13. — Soit @ un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € R, I'intégrale :

A4
Ia(A)::/I — dx

xﬂi

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I, (A) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 14. — Soit f un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € R, I'intégrale :

A4
15(A) ::f —— dx
b 2 xlnﬁ(x)

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de Ig(A) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 15. — Justifier que, pour tout A € R, I'intégrale :

A
I(A):= f x?e ¥ dx
0

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I(A) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 16. — Soit A un nombre réel strictement positif fixé. Justifier que, pour tout A € R, I'intégrale :

A
IA(A)::f sin() e M dr
0

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I (4) lorsque A tend vers +oco.

EXERCICE 17. — Justifier que, pour tout A € R, I'intégrale :

4 1
I(A) ._fo T dx

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I(A) lorsque A tend vers +oo.

EXERCICE 18. — Soit @ un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € R, l'intégrale :

1 (A)‘—fA ! d
T L x®nx) <

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I, (A) lorsque A tend vers +oo.

MPI-MPI* 2324
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§ 3. INTEGRALES GENERALISEES SUR UN INTERVALLE DE LA FORME [a, +00|

NOTATION. — Lalettre a désigne un nombre réel.

1. DEFINITION D’UNE INTEGRALE CONVERGENTE SUR [a, +00[

DEFINITION 19 (INTEGRALE CONVERGENTE EN +00). — S0it f € 6y, ([a, +00,K).

+00

1. Lintégrale f f (1) dt est dite convergente si la fonction :

a

X
x— I(x) :=f f de [intégrale sur le segment [a, x] |
a

+0o0o
admet une limite finie lorsque x tend vers +oo. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale f f() dz
a
diverge.

+00
2. Silintégrale f f(¢) dt converge, alors on pose :
a

b X
ff(t) dt:= lim f £ dt.
@ x—+00 J 4

Remarque 20 (déplacement de la borne non singuliére). — Soient f € €y ([a, +oo,K) et b € [a, +oo[. Comme :

X b X
VY x€[b,+o0l, f fde= / fo de+ f fde [relation de Chasles pour l'intégrale sur un segment|
a a b

constante

+0o +o0o
les intégrales f f() dret f f () dt ont méme nature. [
a b
+00 2 +00 2 1
Exemple 21. — Lintégrale f e “' dt converge et f e dt= > n
0 0
+00
Exemple 22. — Lintégrale f sin(¢) dt diverge. En effet, la fonction cosinus n'admet pas de limite en +oo. [ ]
0
+o00 +00 1 T
Exemple 23. — Lintégrale f d? converge et f dt=—. [ ]
1 1412 1 1412 4
+00 2
EXERCICE 24. — Démontrer que I'intégrale f te” z dt converge et préciser sa valeur. O
0
2. DEUX INTEGRALES DE REFERENCES SUR [a, +00|
PROPOSITION 25 (INTEGRALES DE REFERENCE). — Soient (a, @) € R%.

+00
1. Lintégrale f — dx converge si et seulement sia > 1.
1 X

+00

2. Lintégrale f e~ %! dt converge si et seulement si a > 0.
0
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3. QUEUE D’UNE INTEGRALE CONVERGENTE SUR [a, + 00|

PROPOSITION 26 (QUEUE D’UNE INTEGRALE CONVERGENTE). — Soit f € €6 ([a,+oo,K) telle que l'intégrale

+00

f () dt converge. La fonction :
a

[a,+oo] — K
Q +00
X — f( dt

X

est l'unique primitive de la fonction — f sur [a, +ool de limite nulle en +oc.

4. THEOREME DE DOMINATION SUR UN INTERVALLE [a, +00]

THEOREME 27 (CRITERE DE CONVERGENCE POUR LES INTEGRALES DE FONCTIONS POSITIVES). — Soit f €

+00
Gpm (la, +oo,R) telle que f > 0. Lintégrale f(¢) dt converge si et seulement si la fonction :
a

x— I(x) :=f f(o dt

est majorée.

THEOREME 28 (DOMINATION POUR LES FONCTIONS POSITIVES). — Soient f € 6y (la,+oo,R) et g €
Gpm (la,+oo,R) telles que0 < f < g.

+o00o +00o
1. Si f g(1) dt converge alors f f(#) dt converge.
a a

+00

+0o
2. Si f f(¢) dt diverge alors g(?) dt diverge.
a

a

+00 o1
EXERCICE 29. — Démontrer que l'intégrale f e dt est convergente. O
1

+oo arctan (%)

EXERCICE 30. — Démontrer que I'intégrale f
0 1+

dt est convergente. O

In(t)

+00
EXERCICE 31. — Démontrer que I'intégrale f =z dt est convergente. O
1

§ 4. INTEGRABILITE SUR UN INTERVALLE DE LA FORME [a, +00|

NOTATION. — La lettre a désigne un nombre réel.

1. DEFINITION D’UNE FONCTION INTEGRABLE SUR [a, +00][

DEFINITION 32 (FONCTION INTEGRABLE SUR L'INTERVALLE [, +oo[). — Soif f € €y ([a, +00,K). On dit que

+00
la fonction f est intégrable sur a, +oo[ ou que l'intégrale f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale
a

+00
f |f(0)] dt converge.
a
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Remarque 33 (intégrabilité d’'une fonction de signe constant). — Soit f € €pm ([a, +00,K) une fonction de signe
+00
constant. La fonction f est intégrable sur [a, +oo[ si et seulement siI'intégrale f(#) dt converge. ]

a

THEOREME 34 (LA CONVERGENCE ABSOLUE IMPLIQUE LA CONVERGENCE). — S0if f € Gy, ([a, +00,K). Si f est

+0o

intégrable sur [a, +ool, alors l'intégrale / f(t) dt converge.
a

+00 sin(f)

Exemple 35 (une intégrale semi-convergente). — Démontrer que l'intégrale f dt est convergente, mais
1

non-absolument convergente.

y
1
X
/—_\
0 b=+o0
y
1
P\ G
]
1
1
1
f
| |

2. THEOREME DE COMPARAISON SUR [a, +oo]

THEOREME 36 (DE COMPARAISON EN +00). — Soient f € €pm ([, +00,K) et g € Gpp ([a, +00,K).

1. Supposons f(x) . :OOO(g(x)).Alors:

—+

g intégrable sur [a,+oo| = [ intégrable sur[a,+ool.

2. Supposons f(x) o g(x). Alors :

+00

f intégrable sur [a,+oo] <= g intégrable sur[a,+ool.
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EXERCICE 37. — Soient (a;,) ner €t (by) ner deux suites de nombres réels. On définies deux fonctions f et g sur Rpar:
VneN, Vxenn+1l[, f(x)=apetgx)=>b,

de sorte que, pour tout x € R, f(x) = ay) et g(x) = b|y.

1. Démontrer que la fonction f est continue par morceaux sur R.
+00
2. Démontrer que l'intégrale f converge si et seulement si la série Z a, converge.
0 n=0

3. Démontrer que f(x) ~ x) sietseulementsia, ~ by,.
q f( )XH+OOg( ) nnHJroo n

4. Donner alors deux suites (ay) uer €t (by) ner telles que :

@ f0 o~ g);
+oo

(b) f converge;
0

+00
(@) f g diverge.
0

EXERCICE 38 (REGLE 1%). — Soit f € %pm ([a, +o0,K) telle que f > 0. Démontrer les deux assertions suivantes.
+oo

1. S'il existe a > 1 tel que t* f (1) = 0 alors I'intégrale f(#) dt converge.
—too a

2. S'il existe a < 1 tel que t* f (1)

+0o
+o0 alors I'intégrale f f(t) dt diverge.
a

t—+oo
O
. +00 2 +00 2
EXERCICE 39. — Etudier la nature des intégrales f e " dret f et dr O
0 0
P too 1 1
EXERCICE 40. — Etudier la nature de I'intégrale f Arctan (;) ~ dr. 0
1
P too 1
EXERCICE 41. — Soit @ € R. Etudier la nature de I'intégrale / In (1 +— | dx. O
1 X
. too 1
EXERCICE 42 (INTEGRALES DE BERTRAND). — Soit (&, §) € R2. Etudier la nature de l’intégralef Tﬁ() dx.
2 x%In”(x
p +oo 1
EXERCICE 43. — Etudier la nature de 'intégrale f ——— dx. 0
H (ln(x))ln(ln(x))

§ 5. DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE FONCTION INTEGRABLE EN +00

+00
Soit f € Gpm ([0, +o0,K) telle que f > 0 et f f(#) dt converge. Alors :
0

@ f () ne tend pas nécessairement vers 0, lorsque ¢ tend vers +oo.

comme le montre I'exemple ci-dessous.

DEFINITION DE LA FONCTION f. — On vérifie que pour tout k € N> :

1 1
k+ 5<k+l)-—
k? ( ) (k+1)2
1 1
et on en déduit que les intervalles |k — 2 k+ 2z ol k € N, sont deux-a-deux disjoints. On peut alors définir la

fonction f: [0, +00o[— Ry par:
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1
e pour tout k € N>, la restriction de f au segment | k— 2 k| coincide avec la fonction affine définie par
1
f(k—ﬁ):Oetf(k): 1;
1
 pourtout k € N>, larestrictionde f ausegment | k, k + 2 coincide avecla fonction affine définie par f (k) =1
1
et flk+ ﬁ) =0;
+00 1 1
« lafonction f estnulle sur I'ensemble [0, +oo[\ | J | k- 2 k+ 2 ]
k=2

On a dong, pour tout k€ N> :

1 1 1 1
Vxe k-7, k f(x):kz(x—k+ﬁ) et Vxelk, k+ﬁ] f(x):kz(k+ﬁ—x) )
REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION f. — Le graphe de la fonction f a I'allure d'une « chaine de mon-
tagnes ».
I
1 Cgf
1 1 1 1 1
22 32 42 52 6
X
0 1 2 3 4 5 6
+00
CONVERGENCE DE L'INTEGRALE f(t) df. — On vérifie que la fonction f est continue par morceaux et positive

0
ou nulle sur [0, +oo[. D’autre part, pour tout x > 2, si on pose n:= E(x) :

n pk+l

x n+ni2 3 noq
0 0 k=2 Jk-2 k

7[2
- 6
2 k=2 ——
indépendant de x

+00
Comme la fonction I majorée, f f(t) dt est convergente.
0

LA FONCTION f N’ADMET PAS DE LIMITE EN +00. — Supposons qu'il existe ¢ € R tel que :

fO ==

1
+00, on en déduit 0 = f(n + —) — /¢, dou

1
¢,d’ ot ¢ =1. Comme n+— 5
n n n—+oo

On en déduit que 1 = f(n)

n—+o0o n—+oo

¢ = 0. Contradiction.

EXERCICE 44. — Construire une fonction f: [0, +oco[— R continue par morceausx, positive ou nulle telle que :
(a) l'intégrale fo " f(t) dt converge;
(b) f(n)

+00.
n—-+oo
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EXERCICE 45. — Soit une fonction f: [0, +oco[— R continue par morceaus, telle que :

+00
(a) l'intégrale f f(t) dt converge;
0

(b) il existe £ € Rtel que f (¢) — /l.
Démontrer que ¢ = 0.
EXERCICE 46. — Soit une fonction f: [0, +oo[— R continue par morceausx, telle que :

+o00

(a) lintégrale f(#) dt converge;
0

(b) lafonction f est décroissante sur [0, +ool.
1. Démontrer f () —— 0.
t—+o00
2x

1
2. Démontrer f (1) =0 (;) On pourra considérer les intégrales f(@® dt,oux>0.
—Foo .

§ 6. INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1. DEFINITION D’UNE INTEGRALE CONVERGENTE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

DEFINITION 47 (INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE). — Soient a et b des points de
R tels que a < b.

b
1. Intervalle semi-ouvert, ouvert a droite. Soit f € €pm(la,bl, K). On dit que l’intégralef f() dt
a

converge si la fonction :
l[a,b] — K

X
t  — ff(t)dt
a

admet une limite finie lorsque x tend vers b~ . Dans ce cas, on pose :

b X
ff(t) dt:= 11%1_f f(o de.

b
2. Intervalle semi-ouvert, ouvert a gauche. Soit f € €pm(la,b], K). On dit que l’intégmlef f(o dt
a

converge si la fonction :
la,b] — K

b
t  — ff(t)dt
X

admet une limite finie lorsque x tend vers a*. Dans ce cas, on pose :

b b
f f(®) dt:= lim f f() dt.
a x—at Jx

3. Intervalle ouvert. Soient f € €pm(la,bl,K) et ¢ un point quelconque de ]a, bl. On dit que l'intégrale

b c b
f f () dt converge si l'intégrale f f(#) dt converge (au sens de 2.) et l'intégrale f f(®) dt converge (au
a c

a
sens de 1.). Dans ce cas, on pose :

b c b c y
f f dt:=f f dt+f f() dt= lim f f(®) dt+ lim f f(o de.
a a c x—a*Jx y=b"Je

b

La définition de la notion de convergence de l'intégrale f f () dt et sa valeur éventuelle ne dépendent
a
pas du choix du point c.
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1 1
Exemple 48. — Lintégrale f In(#) dt est convergente en 0 et f In(y) dt =-1.
0 0

p 11
EXERCICE 49. — Soit a € R. Etudier la nature de 'intégrale f — dx
0 X

+00

.2
EXERCICE 50. — Démontrer que I'intégrale f e * dx converge.

—00
+00 o~ t

EXERCICE 51. — FEtudier la nature de I'intégrale f 7 dr.
0 t

Bien que :
P
f tdt=0——0
—5F X—+00
+00o
@ I'intégrale f t dt diverge. En effet :
—00
X x2
f tdt=— +00.
0 2 x—+o0

/4

_ 2
EXERCICE 52. — Etudier la nature de I'intégrale f tan(z) dt.

z
2

2. PROPRIETES DE L'INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

MPI-MPI* 2324

THEOREME 53 (PROPRIETES DES INTEGRALES GENERALISEES). — Soit I un intervalle d’intérieur non vide.

1. Linéarité. Soient (f,g) € €pm (I,K)? et A, e K2. Si les intégrales ff(t) dr etfg(t) dt convergent,
I I

alors :

(a) l’intégmle[lf(t) + pg(t) dt converge
I

() fIAf(t)Jrug(t) dtz/lf[f(t) dt+,uf1g(t) dr.

2. Positivité. Soit f € €y (I, R) telle que f > 0. Si l’intégraleff(t) dt converge, alors :
I

ff(t) dt > 0.
1

3. Croissance. Soient (f,8) € €pm (I,R)? tel que f < g. Si les intégmlesff(t) dz etfg(t) dt convergent,
I I

alors :

ff(t) dtgfg(t) dr.
I 1

4. Relation de Chasles. Soient a := inf(I) € R, b := sup(I) € R etce€la,bl. Soit f € €pm (I,K). Si l'intégrale

b
f f () dt converge, alors :
a
c b
(@) les inte’gmlesf @ dt etf f () dt convergent;
a c

b c b
(b)f £ dt=f £ dr+f £ d.
a a c

5. Séparation pour les fonctions continues. Soit f € R!. Alors :

(@) f estcontinue sur I

b)) f=0
(c) ff(t) dtconvergeetff(t) dr=0
I I

10
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On veillera a appliquer la linéarité avec soin, en vérifiant les hypotheses de convergence au préa-
lable. Bien que :

1 1
Vx€|[2,+o0l, ===
t(t-1) -1

~ | =

+0o 1
et que 'intégrale / d? converge, l'identité :
¢ ) T

too ] +oo +00
[ ae [ L [ Ly
2 t(t—1) 2 r—1 2 t

+00 1 +00 1
n’a aucun sens. En effet, les deux intégrales / P dtet f 7 d¢ divergent.
2 = 2

Remarque 54 (somme d’une intégrale convergente et d’'une intégrale divergente). — Soient I un intervalle de R d’in-

térieur non vide et (f, g) € €pm (1, K)2. Alors :

(ff(t) df converge et fg(t) dt diverge) B ff(t) + g(#) dt diverge.
I I I

dz.

L o + cos?(t)
EXERCICE 55. — Etudier la nature de I'intégrale ;
1

3. DEUX INTEGRALES DE REFERENCE SUR ]0, 1]

PROPOSITION 56 (INTEGRALES DE REFERENCE). — Soit o € R.

1
1. Lintégrale f In(¢) dt converge.
0

11
2. Lintégrale f —; dx converge si et seulement sia < 1.
0 X

4. LE FAUX PROBLEME DE CONVERGENCE EN UNE EXTREMITE REELLE

PROPOSITION 57 (PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UNE EXTREMITE REELLE). — Soient a et b des réels
telsquea<b.

b
1. Soit f € 6 (la,bl, K). Si f admet une limite finie en b~ alors l’intégmlef f(¥) dt converge.
a

b
2. Soit f €6 (1a,bl, K). Si f admet une limite finie en a* alors l'intégrale f f () dt converge.
a

1 .
. e sin(#)
EXERCICE 58. — Démontrer que I'intégrale f - d? converge.
0

) e U 2 1In(n)
EXERCICE 59. — Démontrer que I'intégrale dt est convergente.

0o 2+sin(f)

5. THEOREME DE DOMINATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

THEOREME 60 (DOMINATION). — Soient I un intervalle non vide et f € €pm (I,K), g € Gpm (I, K) telles que
0<f<g

1. Si f g(1t) dt converge alors f f () dt converge.
I I

2. Si f f () dt diverge alors f g(1) dt diverge.
I I

11
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In(?)

1
EXERCICE 61. — Démontrer que I'intégrale f T+: dt est convergente.
0

6. INTEGRATION PAR PARTIES SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

THEOREME 62 (INTEGRATION PAR PARTIES). — Soient I un intervalle d’intérieur non vide, a = inf(I) € R et
b=sup(l) € R. Soit (f,g) € C' (I,K)? tel que le produit fg posséde des limites finies en a et b.

b b
1. Les deux intégralesf fng'ode etf f(t)g'(t) dt ont méme nature.
a a

2. Sil'une des deux intégrale converge, alors :
b R
f fg'(nde= [fg]a—f fg'nde
a a

oulfglh:= lim fgw) - lim fg).

1
EXERCICE 63. — Démontrer que l'intégrale f tIn(¢) dt converge et donner sa valeur. 0
0

+00

EXERCICE 64. — Soit n € N. Démontrer que 'intégrale f sin(t) e”" d¢ converge et donner sa valeur.
0

+00

EXERCICE 65. — Soit n € N. Démontrer que I'intégrale f t" e~! dt converge et donner sa valeur.
0

7. THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLE SUR UN INTERVALLE OUVERT

LEMME 66 (DES LIMITES DE LA RECIPROQUE D’UNE BIJECTION STRICTEMENT CROISSANTE). — Soit
—4
(a,B,a,b)eR telquea<Peta<bet:
¢:]a, Bl la, bl
une bijection strictement croissante. Alors :
o' (x) at et o' ——p.
x—a* x—b~

DEMONSTRATION. — Nous démontrons uniquement le résultat pour la limite de ¢! en b~, lorsque b et 8 sont réels.
Nous voulons établir que :

Ve>0, 3r>0, Vxelabl, b-r<x<b= f-e<p l(x)<p

ou encore :
Ve>0, 3r>0, Vxelabl, b-r<x = f-e<¢p (¥

puisque les inégalités (fondamentales) 6tées sont nécessairement vérifiées.
Soite telque 0 <& < B—a. Ainsi, B—€e€]a, Bl et:

ri=b—@(f-¢

est un nombre réel strictement positif bien défini. Soit x €]a, b[ tel que b—r < x. Comme b —r = ¢@( — €) et comme
¢! est strictement croissante, il vient :
B-e<olx).

12
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L. . —=4
THEOREME 67 (CHANGEMENT DE VARIABLE). — Soit (a,f,a,b) eR .

1. Soient f € € (la,bl, K) et p: |la, Bl—]a, bl une bijection strictement croissante et de classe €. Alors les
intégrales :

b p
f fyde et f flpw) ¢’ (w) du
a a

ont méme nature et sont égales si elles convergent.

2. Soient f € 6 (la,bl, K) et@: la, Bl—]a, bl une bijection strictement décroissante et de classe €. Alors les
intégrales :

b p
f fde et f flpw) ¢’ (w) du
a a

ont méme nature et sont opposées si elles convergent.

DEMONSTRATION. — Nous nous concentrons sur le premier cas et fixons y €]a, BI.
o Plan del’étude. L'assertion est conséquence des six résultats suivants.

b B
(@ Si f f converge, alors [ (f o) ¢ converge.
@) Y
B b
(b) Si f (f o) ¢ converge, alors f converge.
Y 400

b i b B
(©) Si f fet f (f o) ¢ convergent, alors / f= f (fop ¢
o) Y o) Y

) Y
(d) Si f converge, alors f (f o) ¢ converge.
a a

Y o)
(e) Si f (f o) ¢ converge, alors f converge.
a

a

@) Y oY) Y
® Sif f etf (f o) ¢ convergent, alorsf f :f (fop)g'.
a a a a

b B
En effet, de (a), (b), (d) et (e), nous déduisons que les intégrales f f f (f o) @' ont méme nature et, dans le cas
a a

b B
ol les intégrales f fet f (f o) ¢ convergent, les propriétés (c) et (f) apportent I'identité :
a a

fabf=faﬁ(f0(p)(ﬁ'.

Nous établissons (a), (b) et (c), les propriétés (d), (e) et (f) pouvant étre démontrées de maniére analogue.
o Limitesde ¢ en a* et . Comme ¢ est strictement croissante, les limites 6lim+ p(0) et 61111ﬁ1 ¢(6) existent dans
1 —f-

R. La fOnCtiOD (p étant de plus COIltlIlue, ll vient :
(p a,l3 = lilll (p5 y ll]ll (p6 .

La surjectivité de ¢ livre alors :

0) —— t 0) —— b.
@(0) " a e @(0) 5p-

b X b
e (a) et (c). Supposons que l'intégrale f converge, i.e. que f possede une limite finie, notée f f
(442 200 o)
5
lorsque x tend vers b~. Nous démontrons qu’alors f (f o) ¢ possede une limite finie lorsque & tend vers 5.
Y

Soit § €]y, B[. Par théoreme de changement de variable sur un segment :
) , 9(6)
f (fep)g' = f f
Y @)

x b
f— feER et  @0)——b"
fwm x=b~ Jo(y) 6—p-

Comme :

13
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il vient :

@(6) b
f (fop g = f (%ﬁ o) feR  [composition de limites].

B b
Nous en déduisons que I'intégrale f (fo) ¢ converge et que f (fop)g' = f f, ce qui prouve (a) et (c).
Y Y o)

B 6
e (b). Supposons que I'intégrale f (f o) ¢ converge, i.e. que f (f o) ¢’ posséde une limite finie, notée
Y Y

X
f (fop) @', lorsque 6 tend vers 5. Nous démontrons qu’alors f possede une limite finie lorsque x tend vers
Y )
b~.

Soit x €]g(y), b[. Par théoréme de changement de variable sur un segment :
I CEY)) 7' () .
[ T T

w(y) @(y)

o
f (fop)g' —>f (fop)p'eR et (p_l(x)ﬁﬁ_ (lemme 66]

Comme :

il vient :
X e B
f f=f (fop)g' —»f (fop)p €R [composition de limites] .
o) Y x=b" Jy

b
Nous en déduisons que l'intégrale f converge ce qui prouve (a) (et donne une deuxiéme démonstration de

P
(c).

2

EXERCICE 68. — Soit a € R. Déterminer la nature de I'intégrale f c_ne
b 2—

. t
EXERCICE 69. — Etablir la convergence et calculer la valeur de 'intégrale f ( ) dz. O
1

In(7)

+00
EXERCICE 70. — Démontrer que I'intégrale f 5
0 1+¢

+00 2
EXERCICE 71. — Soient m € R et ¢ € R}. Sachant que l'intégrale f e 7T dx converge et vaut v2r, démontrer la

—00
+00 x—-m

. P2 —_ | == 2 s .
convergence de I'intégrale f e 25 )" dx et préciser sa valeur. O
—00

—

§ 7. INTEGRABILITE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1. DEFINITION D’UNE FONCTION INTEGRABLE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

DEFINITION 72 (FONCTION INTEGRABLE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE). — Soient I un intervalle d’inté-
rieur non vide. et f € €y ([a, +0o0,K). On dit que la fonction [ est intégrable sur I ou que l'intégrale f f(o) de
I

est absolument convergente si l'intégrale f | f | dt converge.
I

Remarque 73 (intégrabilité d’une fonction de signe constant). — Soient I un intervalle d’intérieur non vide. et f €

“%6pm ([a, +0o,K) une fonction de signe constant. La fonction f est intégrable sur I si et seulement sil'intégrale fl f(o)de
converge.

14



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

THEOREME 74 (LA CONVERGENCE ABSOLUE IMPLIQUE LA CONVERGENCE). — Soif f € €pm ([, K). Si f est in-

tégrable sur I, alors l'intégrale f f(t) dt converge.
1

*o sin(t)

Exemple 75. — Lintégrale /
0

semi-convergente. [ ]

dz est convergente, mais non-absolument convergente. Elle est alors dite

+o0 cos (12) e !
EXERCICE 76. — Démontrer que I'intégrale f L dz est convergente, mais non-absolument convergente.
0

Elle est alors dite semi-convergente. O

2. DESPACE L! (I,K) DES FONCTIONS INTEGRABLES DE [ DANS K

DEFINITION 77 (ESPACE L!(I,K) DES FONCTIONS INTEGRABLES DE I DANS K). — Soit I un intervalle d'inté-
rieur non vide. Lensemble :

LY(I,K) := {fe‘gpm(I,K) :fl|f| converge}

des fonctions intégrales de I dans K est un sous-espace vectoriel de €y, (I,K).

PROPOSITION 78 (INEGALITE TRIANGULAIRE). — Soit I un intervalle d’'intérieur non vide. Alors :

vV fe LY (1K), Uf(t) dt'<f|f(t| dr.
1 1

EXERCICE 79. — Soit I un intervalle d’'intérieur non vide. Démontrer que 'application :
Ll(IyK) ﬂ(g(I:K) a— R+

-y ; . f1|f|

définie une norme sur le K-espace vectoriel LY(I,K) n€ (I,K). O

3. THEOREME DE COMPARAISON EN UNE BORNE QUELCONQUE

THEOREME 80 (DE COMPARAISON EN UNE BORNE QUELCONQUE). — Soienta€RetbeR tels quea < b.
1. Soient f € €pm (la,bl, K) et g € €pm(la,bl, K)
(a) Supposons f(x) = 0O(g(x)).Alors:
X

b~
g intégrable sur [a,b]l = f intégrable sur[a,b|.
(b) Supposons f(x) e g(x). Alors :
f intégrable sur[a,b] <= g intégrable sur|a, bl.
2. Soient f € €pm(la, bl , K) et g € €pm(1a,b], K)
(a) Supposons f(x) xfa+ O(g(x). Alors :
g intégrable surla, bl — f intégrable surla,Db).

(b) Supposons f(x) ~ g(x).Alors:
x—at

f intégrable surla, bl <= g intégrable surla,b].

15
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+00

EXERCICE 81 (FONCTION I'). — Déterminer les réels x tels que I'intégrale f et dr.
0

EXERCICE 82. — Démontrer que les intégrales :
/2 /2
f In(sin(?)) dt et f In(cos(t)) dt
0 0
convergent et sont égales. En déduire leur valeur commune.

4. INTEGRALES DE RIEMANN SINGULIERES EN UN POINT REEL

PROPOSITION 83 (INTEGRALES DE RIEMANN SINGULIERES EN UN POINT REEL). — Soif (a,b,a) € R3 tel que
a<b. Alors :

ao |
(f dx converge <— a< 1) et (f dx converge — a<1].
a (x—a)® a (b—x)%

1

EXERCICE 84. — Ftudier la nature de I'intégrale f @ dt.
0o 1In

1 1
EXERCICE 85. — FEtudier la nature de l'intégrale f — dt.
& 0o vVt(l-1)

§ 8. INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

THEOREME 86 (INTEGRATION DES 0). — On énoncé deux versions, suivant l'emplacement de la singularité.

Soient (a,b) € R tel que —co < a < b < +oo. Soient Soient (a,b) € R tel que —co < a < b < +oo. Soient
f€6pm(la,bl, R) et g € €pm(la,bl, Ry) telles que f€6pm(la,bl, R) et g € €pm(la,bl, Ry) telles que
) = t)). t) = t)).
fn = ofg) f = o(g®)
b b b b
(a) Si f g converge, alors f |f| converge et : (@) Si f g converge, alors f |f| converge et :
a a a a
b b X X
_ = o .
fx f x—b~ O(fx g). fa ! x—a* (fa g)
b b
(b) Si f g diverge, alors (b) Si f g diverge, alors
a a

[ s el [1 2 olls)

DEMONSTRATION. — Nous établissons les résultats de la colonne de gauche, lorsque a € R et b = +00. Soient donc
f € €pm ([a,+ool, R) et g € Gpm ([a, +ool, Ry ) telles que f(1) = o(g(®).
o0

—

+0o
(a) Supposons que l'intégrale f g converge.
a

o Intégrabilité de f sur [a, +oo[. Comme f(t) = O(g(1), l'intégrabilité de f sur [a, +oo[ se déduit du théo-

—+
reme 36.
* Les queues des intégrales de f sont négligeables devant les queues des intégrales de g au voisinage de +oo.
+oo +0o
Lassertion f =0 ( f g), a démontrer, peut se formuler comme suit :
x X—+0oo x

Ve>0, da.>a, Vx> ag,

fx+oof'<£fx+oog-

16
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Soit £ > 0. Comme f (1) = o(g®):

da:za, Vtza, |f(0]<eg).

Ainsi, pour tout x > a, :

+00 +00
f f dt‘ < f |f(r)|dt  [inégalité triangulaire]
X X
ef g1 dt |f| € g sur [x,+oo| et croissance de l'intégrale] .
X

+0o
(b) Supposons que l'intégrale f g diverge.
a

« Comportement asymptotique des intégrales partielles de g. Comme la fonction g est positive, la fonction :

[a,+oo[ — R

I X
s — [

a

(e.o]
est croissante. Puisque l'intégrale f g diverge, la fonction I n"admet pas de limite finie en +oco. Par théoréme
a

de la limite monotone :

X—+00

o Lesintégrales partielles de f sont négligeables devant les intégrales partielles de g au voisinage de +co.

X
Lassertion f f = ( f g), a démontrer, peut se formuler comme suit :
¥—+00 “

X
e[ s
a
Pour établir ce résultat, nous adaptons la démonstration du théoréme de Cesaro que nous avons rédigée aupa-
ravant.

Soit € > 0.

Ve>0, da.>a, Vx> a,

(i) Comme f(1) Herooo(g(t)) :
Jaeza, Vizae |f0]<5g0.

Ainsi, pour tout x > ay ¢ :

J...

X
< f |f|  [inégalité triangulaire]
a

l,e

N

/ g [| fl < g sur [aj ¢, x] et croissance de I'intégrale
€ X
<3 f g  [g>=0etrelation de Chasles].
a

est une constante :

[

(ii) D’apres (%), la quantité f g estnon nulle sur un voisinage de +oo et, comme
a

ale

f
a
X X—+00 0
s
a

(x % %) dare =2 a, Vx=ape,

Ainsi :

[

e [*
< = .
<s[e

17
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Posons 4, := max{ay ¢, az ¢ }. Pour tout x > a, :

J.s

ale X
f f+ [ f ‘ [relation de Chasles]
a ale

ale x
T
a ale
e (* € [*

s[5 [ metenn

P
=sfg.
a

N

+ [inégalité triangulaire|

N

|
THEOREME 87 (INTEGRATION DES O). — On énoncé deux versions, suivant l'emplacement de la singularité.
Soient (a, b) € ﬁz tel que —oco < a < b < +oo. Soient Soient (a, b) € ﬁz tel que —oco < a < b < +oo. Soient
f€6pm(la,bl,R) et g € €pm(la,bl, Ry) telles que f€6pm(la,bl,R) et g€ €pm(la,bl, Ry) telles que
) = O 1)). ) =0 t)).
I )t—>b‘ (g( )) f )x—»b (g( ))
b b b b
(a) Si f g converge, alors f |f| convergeer: (@) Si f g converge, alors f |f| convergeer:
a a a a
b b X X
= O . f = O (f ) o
fx f x—b~ (./)‘c g) a ! x—a* a <
b b
(b) Si f g diverge, alors (b) Si f g diverge, alors
a a
X X b b
L5 = ol [r oz olle)
a x—b a X x—a* X
ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Adapter la démonstration rédigée du théoréme 86. O

COROLLAIRE 88 (INTEGRATION DES EQUIVALENTS). — On énoncé deux versions, suivant l'emplacement de la

singularité.
Soient (a,b) € R tel que —oco < a < b < +oo. Soient Soient (a,b) € R tel que —co < a < b < +oo. Soient
f€6pm(la,bl, R) et g € €pm(la,bl, Ry) telles que f€6pm(la,bl, R) et g € €pm(la,bl, Ry) telles que
f@ ~ g. f ~ g(.
t—b t—b
b b b b
(@) Si f g converge, alors f |f| converge et : (@) Si f g converge, alors f |f| converge et :
a a a a
b b X =\
fx ! x:b‘ fx & fa ! xra* fu &
b b
() Si f g diverge, alors (b) Si f g diverge, alors
a a

X X b b
ff o fg- ff = fg-
a Xx—b a x X—a X
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DEMONSTRATION. — Nous établissons les résultats de la colonne de gauche, lorsque a € R et b = +00. Soient donc
f €%6pm(la,+ool, R) et g € 6pm (la, +ool, Ry ) telles que f(1) o g(1). Cette derniere hypothese se reformule :
—+00

f-gn) = o (g(0).

—

Cette observation va nous permettre de déduire aisément le corollaire du théoréme 86.

+00
(a) Supposons que l'intégrale f g converge.
a

o Intégrabilité de f sur [a,+oo[. Comme f () ot g(1), 'intégrabilité de f sur [a, +oo[ se déduit du théoreme
—+00

36.

o Lesqueuesdesintégrales de f sont équivalentes aux queues des intégrales de g au voisinage de +co. D’apres

le théoréme 86 :
+00 +00 +00 +00
fx f fx g fx f-& = 8

+00 +00
d’ ol fx f Mot fx g.

+00
(b) Supposons que I'intégrale f g diverge. D’aprés le théoréme 86 :
a

R S NI
d’otlfa fx;:oofa g.

EXERCICE 89. — Soit la fonction :

1. Déterminer le domaine de définition I de la fonction ¢.
2. Justifier que ¢ est de classe € sur I et donner sa dérivée.

3. En considérant ¢(x) — ¢(1), démontrer ¢(x) T In(x).
xX— +

4. ATaide d’'une intégration par parties, démontrer :

—X
px) = eT +O(@)

X—+00 X
et en déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de +oo.

+00
5. Démontrer que I'intégrale f @(x) dx existe et calculer sa valeur.
0

19



	Fonctions continues par morceaux sur un intervalle
	Études asymptotiques d'intégrales partielles
	Intégrales généralisées sur un intervalle de la forme [a,+[ 
	Définition d'une intégrale convergente sur [a,+[
	Deux intégrales de références sur [a,+[
	Queue d'une intégrale convergente sur [a,+[
	Théorème de domination sur un intervalle [a,+[

	Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a,+[
	Définition d'une fonction intégrable sur [a,+[
	Théorème de comparaison sur [a,+[

	Du comportement asymptotique d'une fonction intégrable en + 
	Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque
	Définition d'une intégrale convergente sur un intervalle quelconque
	Propriétés de l'intégrale généralisée sur un intervalle quelconque
	Deux intégrales de référence sur ]0,1]
	Le faux problème de convergence en une extrémité réelle
	Théorème de domination sur un intervalle quelconque
	Intégration par parties sur un intervalle quelconque
	Théorème de changement de variable sur un intervalle ouvert

	Intégrabilité sur un intervalle quelconque
	Définition d'une fonction intégrable sur un intervalle quelconque
	L'espace L1(I,K) des fonctions intégrables de I dans K
	Théorème de comparaison en une borne quelconque
	Intégrales de Riemann singulières en un point réel

	Intégration des relations de comparaison

