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§ 1. NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL

1. DEFINITION D’UNE NORME ET EXEMPLES FONDAMENTAUX
NOTATION. — K désigne le corps R ou C. [ ]

DEFINITION

DEFINITION 1 (NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL). — Une norme sur un K-espace vectoriel E est une appli-
cation

[I-11: E— Ry
vérifiant les propriétés suivantes.

1. Séparation
VxeE, ||x||[=0<x=0

2. Propriété d’homogénéité
VxeE, VAeK, [IA-xll=IAlllxIl

3. Inégalité triangulaire
Y,y eE%  ||x+y||<lixll+]]y]|

On dit alors que (E, || - ||) est un espace vectoriel normé (evn en abrégé).

Remarque 2 (deuxieme inégalité triangulaire). — Linégalité triangulaire implique 'inégalité suivante, appelée deuxieéme
inégalité triangulaire :
v e, [Ixi=[[yl[|<[[x-yl-

]
Remarque 3 (une autre notation usuelle pour une norme). — Une norme est parfois aussi notée N. Le réel N(x)
désigne alors la norme du vecteur x. [

PROPOSITION 4 (NORME ASSOCIEE A UN PRODUIT SCALAIRE). — Soit (E,( -, - )) un espace préhilbertien (réel).
Lapplication|| - || : E R, définie par :

VxeE, |lx|l=v{x,x)

est une norme sur E.

Exemple 5 (normes usuelles surR et C). — La valeur absolue est une norme sur R. Le module est une norme sur C. ®

Exemple 6 (normes usuelles surR"). — Soit n € N*. Les applications :

Rn - R+ RYL e R+
I 1l2

Rn - R+

(X1,...,Xp) — max |x;|
i€[1,n]

11l -1

n
(xlruvyxn) — z'xll

n
(X1, %n) — 42 %
i=1 i=1

sont des normes sur R”. La norme || - || est associée au produit scalaire canonique sur R”, défini par :

n
Y,y eR"xR", (x,y):=) xiyi.
i

Exemple 7 (normes usuelles sur R[X]). — Les applications :

RIX] — R, RiX] —

o1 | e +oo -1 = R
Y axt — Y lal 2l p
i=0 i=0

el — maxiipyl
ieN
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sont des normes sur R[X]. La norme || - ||, est la norme associée au produit scalaire ( -, - ) défini sur R[X] par :

+00
V(RQ)eRIXI?, (P,Q):=) [P];[Ql;.
i=0
| |

Exemple 8 (normes usuelles sur %9([a, b],R))). — Soient a, b des réels tels quea<betE:= ¢%([a, b],R)) le R-espace
vectoriel des fonctions définie sur [a, b] a valeurs dans R, qui sont continues sur le segment [a, b]. Les applications :

E — R: E — R, E — R,
-1l b [l [ b I+ oo —
Y o— falfmldt 2 f — ff(t)zdt p tz[l(llg)]|f(t)|
a

sont des normes sur E. La norme || - ||, est associée au produit scalaire canonique sur E, défini par :

b
Y(f,g) € ExE, <f,g>:=f f(o-g(r dr.
a
et le caractere bien défini de la norme || - ||, est assuré par le théoréme des bornes atteintes. ]

EXERCICE 9. — Soit la fonction f € €°([-1,1],R)) définie par :

[-1,1] — R
f \ !

—  x-e72%,
Caleuler || £[|,, || £]], et || f[|oo- =
EXERCICE 10 (UNE NORME SUR UN ESPACE DE FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES). — Soient a, b des réels tels que
a < b. Démontrer que 'application :
E — R,
[z b 2
f — f |fo|" de
a
ol |- | désigne le module, est une norme sur le C-espace vectoriel €% ([a, b, C)). O

DEFINITION 11 (VECTEUR UNITAIRE, VECTEUR UNITAIRE ASSOCIE A UN VECTEUR NON NUL). — Soit (E,|| - ||)
un espace vectoriel normé.

1. Un vecteur x de E est dit unitaire si || x|| = 1.

1
2. Soit x € E\ {0}. Le vecteur m - X est unitaire. On l'appelle vecteur unitaire associé a x.
X

2. DISTANCE ASSOCIEE A UNE NORME

DEFINITION 12 (DISTANCE ASSOCIEE A UNE NORME)). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. La distance
associée a la normel|| - || est lapplication :

ExE — R,

d
xy — dxy)=|x-y|.

PROPOSITION 13 (PROPRIETES D’UNE DISTANCE). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. La distance d
vérifie les propriétés suivantes :
1. Symétrie
Y(x,y) e ExE, d(x,y)=d(yx)

2. Séparation
V(x,y)€ExE, d(x,y)=0< x=y

3. Inégalité triangulaire
V(x,y,2) € B, d(x,2) <d(x,y)+d(yz2)
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DEMONSTRATION. —

1. Soit (x, y) € E?. D’aprés ’homogénéité de la norme :
d(xy) =[lx-yll=l|D- -0 =1-1-|[y=x[[ = ||y -x[[ = d (3, x).

2. Conséquence immédiate de la séparation de la norme.

3. Soit (x, y, z) € E3. D’apres I'inégalité triangulaire de la norme :

dix,2) =llx-zll=||x=-n+ -2 ||<||x=y||+]||y-z||=d(x.¥) +d(y,2).

3. BOULES

DEFINITION 14 (BOULES OUVERTES, BOULES FERMEES, SPHERE). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
Notons d la distance associée a la normel|| - || et fixons (a, E) € E x Rsy.

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r, notée B(a, r), est l'ensemble des éléments de E dont la distance
a a est strictement inférieure ar, soit :

B(a,r) :={x€E :||x—all<r}={x€E :d(x,a)<r}.

2. La boule fermée de centre a et de rayon r, notée B rla,r), est l'ensemble des éléments de E dont la distance
a a est inférieure ou égale ar, soit :

Bf(a,r):={x€E: |x—al|ll|<r}={x€E :d(x,a) <r}.

3. La sphere de centre a et de rayon r, notée S(a, r), est l'ensemble des éléments de E dont la distance a a est
égalear, soit:

S(a,r):={x€E:|lx—all=r}={x€E:d(x,a)=r}.

OnadoncBf(a,r) = B(a,r) U S(a,r).

Remarque 15 (boule unité, sphére unité). — La boule unité ouverte (resp. fermée) est la boule ouverte (resp. fermée)
de centre le vecteur nul et de rayon 1. La sphere unité est la sphere de centre le vecteur nul et de rayon 1. [}

Exemple 16 (boules dans R muni de la valeur absolue). — Dans |'espace vectoriel R muni de la valeur absolue |.],
pouracRetr>0,0ona:
B(a,r)=la-r,a+r[ et Bglar)=la-T1a+Tr].

]
EXERCICE 17 (BOULES UNITE FERMEES DANS R%Z POUR LES TROIS NORMES USUELLES). — Dans I'espace vectoriel R?,
I'allure des boules dépend de la norme. Déterminer, puis représenter, la boule unité fermée pour les normes || - ||,
-1z et]l - lloo-

B¢(0,1) pour || - |l B¢(0,1) pour || - [I2 Bf(0,1) pour [ - [l
y y y

14 14 14
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Exemple 18 (boule pour la norme|| - ||, dans un espace de fonctions). — Soit (¢, 1) € €9(10,11,R) x Rsq. Alors, pour
toute fonction y € €°([0,1],R) :

veBspr) = |lo-yl|| <7

— Vxe[01], |p)-y@)|<r

— Vxel0,1], px)-r<yx) <o) +r
— Q-r<yY<LQ+r

Les fonctions ¢ de B (¢, r) sont donc celles qui ont leur courbe représentative dans le « tube » ci-dessous.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
]
EXERCICE 19 (BOULES IDENTIQUES). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé tel que E # {0g}. Soit (a1, az,r1,12) €
E x E x R>q x Rsq tel que B(ay, 1) = B(az, 12). Démontrer : a; = a et ry = r». 0

4. SEGMENTS

NoOTATION. — Lalettre E désigne un R-espace vectoriel.

HEURISTIQUE. — Nous avons déja rencontré la notion de segment dans le contexte des nombres réels. Si x et y sont
deux réels tels que x < y, alors le segment [x, y] est défini par :

[x,yl:={zeR: x<z<y}.

Nous ne pouvons étendre immédiatement cette définition au R-espace vectoriel E, puisque nous ne disposons pas a
priori de relation d’ordre sur E. Nous pouvons observer, au moyen d’'une figure qu'un réel z appartient au segment
[x, y] si et seulement si :

0 1 X z y R
JAel0,1], yz =A- yx v v " " M .
—~— —~— ¢ yz
z=y x=y —
< yx

i.e. si et seulement s’il existe A € [0,1] tel que z = A - x + (1 — A) - y. Ces considérations conduisent a formuler I'énoncé
suivant.

LEMME 20 (DESCRIPTION EN EXTENSION D’UN SEGMENT REEL). — Soient x, y des nombres réels tels que x < y.

Alors :
{zeR:x<z<yt={A-x+(1-1)-y: A€[0,1]}.

DEMONSTRATION. — Soitze{1-x+(1-A)-y: A€0,1]}.

e Commex<yetdl>0,Ax<Ay,doiz=24-x+(1-1)-y<A-y+1-1)-y=y.

e Commex<yetl-120,1-A)-x<1-A)-y,doux=A-x+1-A)-x<A-x+1-N)-y=z.
Ainsix < z<y.
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Soit z € R tel que x < z < y. Nous devons déterminer un A € [0,1] tel que z=A-x+ (1 — A) - y. Une rapide analyse

z— -z
nous invite a poser A := x—;/ = h Vérifions que ce choix convient.
y—z
e Commey—-z>0ety—x>0,1= V= x >0.
-z
e Comme x< z, —z< —xetdonc y—z < y—x.Puisque y— x>0, il vient A = ;/ p <1.
z— z— z— xX-z ZX—yX+Xxy—z
e A x+(1-A)-y= y-x+(1— y)-yz y-x+ Yy = 4 A4 yzz
x=y xX=y x=y x=y x=y
[
SUITE DE HEURISTIQUE. — Nous en déduisons que si x et y sont deux réels tels que x < y, alors :
X, y1={1-x+(1-21)-y: 1€[0,1]}.

On peut a présent étendre la notion de segment de R au R-espace vectoriel E.

DEFINITION 21 (SEGMENT). — Soit (x,y) € E2. On définit le segment d'extrémités x et y, noté [x, yl, par :

y
z=A-x+(1-A)-youre[o1] .-*® L
2 z—y=yz=A-yx=1-(x-y)
X—y=:1yx

[x,y1:={A-x+1-1)-y: 1€[0,1]}.

Remarque 22 (un segment n'est pas orienté). — Soient x, y € E. En raisonnant par double inclusion, on démontre :
PAx+1-D-y: A€o} ={u-y+A-pw-x: pel01]}.

Ainsi les segments [x, y] et [y, x] sont égaux. [ ]
5. PARTIE CONVEXE D’UN R-ESPACE VECTORIEL
NoOTATION. — La lettre E désigne un R-espace vectoriel.

DEFINITION 23 (PARTIE CONVEXE DE E). — Une partie C de E est dite convexe si :

Y(x,y)€C? [x,ylcC.
Remarque 24 (illustration de la notion de convexité). — Nous représentons ci-dessous une partie convexe et une
partie non convexe de R?.
convexe non convexe
y
* [
EXERCICE 25 (PARTIES CONVEXES DE R). — On rappelle qu'une partie I de R est un intervalle si :
V(x,y)el?, VzeR, x<z<y=zel.

Démontrer qu'une partie C de R est convexe si et seulement si C est un intervalle. 0
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EXERCICE 26 (FONCTION CONVEXE VERSUS EPIGRAPHE CONVEXE). —

Soient I un intervallede Ret f: I R une fonction. L'épigraphe de o 8
la fonction f est la partie du plan définie par 6

Er={x,yelIxR: f(x)<y}. 1

La partie &7 du plan est donc la réunion du graphe 6f de f et de la /\ C
partie du plan située au-dessus 6y.

Démontrer que :
la fonction f est convexe <= la partie & de R? est convexe

PROPOSITION 27 (LES BOULES D’UN ESPACE VECTORIEL NORME SONT CONVEXES). — Soient (E,N) un R-
espace vectoriel normé, (a,r) € E x R5g. Les boules :

B(a,r):={x€eE: Nx—a)<r} et Bf(a,r) ={xe€eE: Nx—-a)<r}

sont des parties convexes de E.

EXERCICE 28 (ENVELOPPE CONVEXE D’UNE SPHERE). — Soient (E, N) un R-espace vectoriel normé, (a,r) € E x Rx.
On considere la sphere de centre a et de rayon r :

S(a,r)= {x€R2 : N(x—a)=r}.
Déterminer la plus petite partie convexe de E qui contient S(a, r). O

EXERCICE 29 (UNE CARACTERISATION DE LA CONVEXITE A LA MANIERE DE JENSEN). — Démontrer qu'une partie C de
E est convexe si et seulement si :

n n
YneNs,, V(x,x....x)€C", YA, 2,.. A0 e R)" Y A=1= Y Ag-x,€C.

k=1 k=1
O
6. PARTIES ET SUITES BORNEES
DEFINITION 30 (PARTIE BORNEE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME). — Soient (E,|| - |[) un espace vectoriel
normé et X € Z(E). On dit que X est une partie bornée de E pour la normel|| - || si :
dMeR,, VxeX, |lx||<M.
EXERCICE 31. — Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et X € Z2(E). Démontrer que la partie X est bornée si et
seulement si elle est incluse dans une boule fermée. O
EXERCICE 32. — On munit R? de lanorme || - ||,. Les parties :
A={(x,y)eR*: x¥*+2)* <1} et B:={(x,y)eR*: x*-2y*<1}
sont-elles bornées? O
EXERCICE 33 (DIAMETRE D’UNE PARTIE NON VIDE BORNEE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME). — Soit (E,|[| - ||) un es-

pace vectoriel normé.

1 Soit A une partie non vide et bornée de E. Justifier que le diameétre de A, défini par :

0(A):= sup lla1—axll

(ay,az)€ A%

est bien défini.

2 Soit (a, r) € E x Rsq. Calculer le diametre de la boule ouverte B(a,r).
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DEFINITION 34 (SUITE BORNEE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME). — Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel
normé et x = (x,) nen € EN. On dit que x est une suite bornée de E pour la normel|| - || si :

AMeR;:, VneN, |lx,lI<M

i.e. si{x, : n €N} est une partie bornée de E pour la norme]|| - ||.

EXERCICE 35 (LE CARACTERE BORNE PEUT DEPENDRE DE LA NORME). — Pour tout n € N, on définit la fonction f;,

par:
[0,1] — R

x — n-x"

La suite (f};) sen est-elle bornée pour la norme || - ||; 2 pour la norme || - [ 2 O

In

7. NORME DE LA CONVERGENCE UNIFORME SUR UN ESPACE DE FONCTIONS BORNEES

DEFINITION 36 (FONCTION BORNEE). — Soient X un ensemble non vide et (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
On dit qu'une fonction f: X E est bornée si :

IMeR,, VxeX, ||[f0]|<M

ie. si {f(x) P XE X} est une partie bornée de E pour la normel]| - ||.

THEOREME 37 (ESPACE VECTORIEL NORME DES FONCTIONS BORNEES). — Soient X un ensemble non vide et
(E, Il - ) un espace vectoriel normé. On pose :

B(X,E):={fe€ EX: f est bornée} .

1. Lensemble B(X, E) est un sous-espace vectoriel de EX.

2. Lapplication :
BX,E) — R:

o | 7 e sup|| 70|
xeX

est bien définie et est une norme sur B(X, E), appelée norme de la convergence uniforme sur E.

DEMONSTRATION. —
1. Démontrons d’abord que (X, E) est un sous-espace vectoriel de EX.
o L'ensemble %(X, E) est non vide. La fonction nulle sur X, i.e. 'application :

X — E

OEX X — OE

est bornée, donc Opx € B(X, E).
¢ Lensemble #(X, E) est stable par combinaison linéaire. Soient (f,g) € %(X, E) et (A, W € K2. 11 existe

(Mf, My) € Ry x Ry tels que pour tout x € X, || f(x) || < My et ||g(x)|| < Mg. Soit alors x € X. D’aprés
I'inégalité triangulaire et 'homogénéité :
[|A- fC)+p-gQo || < IAL|| £ ||+l || g0 || < IA My + || Mg.
[ —
indépendant de x
Onendéduitque A- f +u- g estbornée, doncque A- f+u-ge B(X, E).

2. Démontrons ensuite que 'application || - ||, est bien définie et est une norme.
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o Caractere bien défini. Soit f € 2B(X, E). 1l existe donc M € Ry tel que, pour tout x € X, Hf(x) H < M.
Lensemble :

sl xex)

est une partie non vide (X # &) et bornée (incluse dans [0, M]), la propriété de la borne supérieure assure
I'existence de H f||00

« Positivité. Soit f € B(X, E).
Fixons un élément xy de X. Alors :
0< | fexo) || <[] f oo

donc || f||, =0.

« Séparation. D’autre part, si|| f ||, =0, alors, pour tout x€ X :

o< feoll <[ Flle=0

donc f(x) = 0f (séparation de la norme || - ||), d’oit f =0px.
« Homogénéité. Soit (4, f) € Kx B(X,E). Si A =0, alors ||A- f||, =0=1Al"|| ]| Supposons désormais
A #0.

Pour tout x € X :

[A-f@ =1l f@ll< M £l
—_—

indépendant de x € X

Par passage a la borne supérieure :

) A Flloo S oo

Linégalité (x) vaut pour tout A # 0 et pour tout f € %B(X, E). En effectuant les substitutions :
A ! t f—Af
— — e —A-f.
A

il vient : 1
1< 112
d’ott:
G0 Ml <14 oo
De (%) et (x%), on déduit: || A- f|| = IAl || f]|o-
o Inégalité triangulaire. Soit (f,g) € B(X, E)2. Pour tout x € X, I'inégalité triangulaire pour la norme || - ||
implique :
If@+gwll<|[foll+[lg@ < I fllo+&llo

indépendant de x € X

Parpassagealabornesupérieure,ilvient||f+g||oo< Hf||00+||g||OO

8. PRODUIT D’UN NOMBRE FINI D’ESPACES VECTORIELS NORMES

PROPOSITION 38 (PRODUIT D’UN NOMBRE FINI D’ESPACES VECTORIELS NORMES). — Soient un entier n = 2 et
une famille de n espaces vectoriels normés (E;, N;)1<i<n- Lapplication :

n
[1E: — R,
N i=1
x=(x1,...,Xp) +— N(x)= max N;(x;)
<i<

n
est une norme sur H E;, appelée norme produit.
i=1
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DEMONSTRATION. — Montrons que N vérifie les propriétés pourétre une norme.

o Positivité et séparation. Soit x = (x1,...,X,) € E. Comme pour tout i € [1, n], N;(x;) > 0, alors N(x) > 0.
Par ailleurs, si N(x) = 0, alors pour tout i € [1, n], N;(x;) =0, donc x; =0. D’out x = 0.

e Homogénéité. Soit x = (x1,...,x,) € E, soit L e K. Si A = 0 alors N(1-x) = 0 = |A| N(x). Supposons désormais
A #0.Soit i € [1,n].
Ni(A-x;) = 1Al Ni(x;) < [Al N(x)
——

indépendantde i € [1, ]

Par passage au max :
(*)  N@A-x)<|A NX)

Linégalité (x) vaut pour tout A # 0 et pour tout x € E. En effectuant les substitutions :
A L et x—A-x
A

il vient
1
N(x) < ‘Z‘ NA-x)
dou:
(% %) IAIN(x) < N(Ax).
De (%) et (x%), on déduit: N(A-x) = || N(x).

o Inégalité triangulaire. Soient x = (x1,...,xp) € Eety = (y1,...,¥n) € E. Soit i € [1, n]. Linégalité triangulaire pour
la norme N; donne :
Ni(xi+y) S Ni(x)+ Ni(y) < N&x)+N()
—_—

indépendantde i € [1,n]

d’oty, en passant au maximum, N(x+ y) < N(x) + N(y).

]
§ 2. SUITE D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME
1. DEFINITION ET EXEMPLES
DEFINITION 39 (CONVERGENCE D’UNE SUITE). — Soit (E, || - ) unK-espace vectoriel normé. Soit (u) nen Une
suite d’éléments de vecteurs de E.
1. Soit a € E un vecteur. On dit que la suite () nen converge vers a dans (E, || - ||) si:
Ve>0, IAN:eN, Vn> N, |lu,—all<Le.
Si c’est le cas, on écrit :
u [-11 a
n—-+o0o
2. Sila suite (uy,) ne converge vers aucun point, on dit qu'elle diverge.
Remarque 40 (reformulation de la notion de convergence). — Si (E, || - ||) est un espace vectoriel normé, (1) sen € EN
etacE, alors:
u (T a — || u; — all 0.
n n—+oo n n—+oo
]
PROPOSITION 41 (UNICITE DE LA LIMITE). — Soient (E, || - ||) unK-espace vectoriel normé et (u,) ,en une suite

de vecteurs de E. Si la suite (u,) ,en converge vers un vecteur a de E, alors ce vecteur a est unique. On le nomme
limite de la suite (uy) ,en et on le note linl Uy.
D n—=+o0o

10
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DEMONSTRATION. — Soit (u,) ,eN Une suite convergente, soient a;, a € E tels que :

-1 a et u 1111 a
" —too 1 n e %
Raisonnons par I'absurde et supposons a; # ay, i.e. € :=||a; — az|| > 0.
1l existe N € N tel que pour tout n > N : |lu, — a11| < €/3 et il existe N, € N tel que pour tout n > Ny, ||u, — azl| < €/3.

En particulier pour n = max(Ny, No), |lu, —a1ll < €/3 et |lu, — axl| < €/3. Par suite :

2¢€
e=lla1 —all=llar — up + up — all < llay — upll + llup — azll = llup — ar 1l + llup — azll < 3
P 2 .
Comme € > 0, nous en déduisons 1 < 3’ ce qui est faux. ]
PROPOSITION 42 (UNE SUITE CONVERGENTE EST BORNEE). — Soient (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé et

(Un) nen une suite de vecteurs de E. Si la suite (uy,) ,en converge, alors elle est bornée, i.e. :

AMeRsg, VneN, |lu,|ll<M.

THEOREME 43 (ESPACE DES SUITES CONVERGENTES). — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

1. Lensemble 6 (E,|| - ||) des suites convergentes dans (E, || - ||) est un sous-espace vectoriel de l'ensemble EN
des suites d’éléments de E.

2. De plus, l'application :
CEIN-I) — E

(Un) nen — lim uy,
n—+00

est linéaire.

DEMONSTRATION. — Remarquons d’abord que la suite nulle converge vers 0 et donc 6 (E, || - [|) est non vide.

Soient maintenant (u,)eN €t (V) nen deux suites convergentes, de limites respectives a et b. Soit (A, ) € K2. Nous
allons montrer que la suite (- u, + i vy)nen converge vers A-a+ - b, ce qui d'une part achévera de montrer que
I'ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de EN et, d’autre part, établira que I'application qui a
une suite convergente associe sa limite est linéaire.

Supposons que |A| + | ,u| # 0 (dans le cas contraire, 1 = p = 0 et le résultat voulu est immédiat). Soit € > 0. Posons
!/

g =—>0.

AL+ ||
Il existe N; € N tel que pour tout n > Ny, ||u, —all < €, et il existe N, € N tel que pour tout n > N, ||u, — bl < €.
Posons alors N3 = max(N7, Ny). Soit n > Nj.

||(/1‘u,,+,u-v,,)—(/l-a+y'b)|| ||/1-(un—a)+u-(vn—b)||

< M lup—all+|p| llv,—DblI

< (A +|p|) e =e.
Ainsi, A-up +pu- -a+pu-b. u

si, A-uy, HU”n—»+oo)La u-b

Exemple 44 (suites convergentes dans R> pour une des trois normes usuelles). — SiIE=R? et || - || = | - lloo, || - |I; OU
[l - Il2, alors une suite (u,) ey de terme général u, = (x,,y,) converge vers un vecteur a = (x, y) si et seulement si
(xn) neN €t (¥n) nen convergent respectivement vers x et y dans R. u
EXERCICE 45. — Soient (£, || - ||) un K-espace vectoriel normé et x € E.

1
1. Démontrer que la suite de terme général u, = — - x converge vers 0.
n

2. Six #0, démontrer que la suite de terme général n - x diverge.
|

EXERCICE 46. — On munit R[X] est muni de la norme || - ||oo. Démontrer que la suite de terme général P,, = X"
diverge. O

11
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EXERCICE 47. — On considere le R-espace vectoriel E := €¢°([0,1],R) et on pose, pour tout ne N* :

0,11 — R
X — X"

In

1. Démontrer que la suite (f;,) nen+ converge pour la norme || - ||; sur E.

2. Démontrer que la suite (f};) ,en+ diverge pour la norme || - || sur E.

D’apres I'exercice précédent, la notion de convergence d'une suite de vecteurs d'un espace vec-

toriel E peut dépendre de la norme. Nous verrons plus tard que, si E est de dimension finie, alors
@ la notion de convergence est indépendante du choix de la norme (résultat profond), mais lorsque
E est de dimension infinie, on veillera a toujours préciser la norme que I'on considere.

2. CONVERGENCE DANS UN ESPACE PRODUIT

THEOREME 48 (CONVERGENCE ET ESPACES PRODUITS). — Soient (Ej, Ni) e[y, p] Une famille de p espaces vec-
toriels normés, (E, N) leur espace produit et (u,) nen une suite d’éléments de E de terme général :

Up = (ul,n: ey up,n)

ot pour tout i € [1, p], (Ui n)nen est une suite d'éléments de E;. Alors la suite (up) nen cOnverge vers un vecteur
a=(ay,...,ap) € E si et seulement si pour tout i € [1, p], la suite (ui’")m—:N converge vers a;.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On démontre le résultat en raisonnant par double implication, grace a I'observa-
tion suivante. Pour tout x = (x1,...,Xp) € E, pour tout iy € [1, p] :

Ny (xi)) < N(x) := .mlax Ni(x;) < N1(x1) +...+ Np(xp).
i€|l,p

3. SUITES EXTRAITES ET VALEURS D’ADHERENCE

DEFINITION 49 (SUITES EXTRAITES). — Soient (u,)neN et (Vn)nenN deux suites d'éléments d'un K-espace vec-
toriel E. On dit que (v,;) nen est une suite extraite de (uy,) nen S'il existe une application ¢: N — N strictement
croissante telle que :

VneN, vn=upm.

Remarque 50 (suite extraite d’une suite extraite). — Si (V) ,eN €St une suite extraite de () ,en et si (Wy) nen €St une
suite extraite de (v,,) ,en, alors (wy,) e est une suite extraite de (¢,) ,en- En effet, il existe deux applications ¢: N — N
ety : N — N strictement croissantes telles que pour tout 72 € N, wy, = vy (). Nous en déduisons que :

Wy = Ugpoy(n) [prendre garde a la maniére de composer ¢ et |
et'application ¢ oy : N—— N est strictement croissante. [ ]
DEFINITION 51 (VALEUR D’ADHERENCE). Soit (E, || - |I) un K-espace vectoriel normé. Un vecteur a € E est
valeur d'adhérence d’'une suite (uy,) nen d'éléments de E, s'il existe une suite extraite de (1) ,eN cOnvergeant vers
a.
Remarque 52. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé. Une suite (1) eN € EN telle que (|| uy ) nen tend vers
+oo n'a pas de valeur d’adhérence. ]

12
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LEMME 53 (CLE POUR LES SUITES EXTRAITES). — Soit ¢: N —— N une application strictement croissante.
Alors :
VneN, ¢n)=n.

DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur I'entier naturel 7.
o Initialisation a n =0. Comme ¢(0) € N, ¢(0) = 0.

o Hérédité. Soit un entier naturel n tel que ¢(n) > n. Comme ¢ est strictement croissante, ¢(n+1) > ¢(n). Comme
@(n+1) et p(n) sont entiers, il vient :
pn+l)Zzen)+1=>2n+1.

Remarque 54. — La proposition est un puissant outil pour prouver la divergence d’une suite. [

PROPOSITION 55 (UNE SUITE CONVERGENTE POSSEDE UNE UNIQUE VALEUR D’ADHERENCE). — Soient
(E, Il - II) un K-espace vectoriel normé et (u,) ,eN Une suite d'éléments de E.

1. Si(un)nen convergevers a € E, alors toute sous-suite de (uy,) nen converge vers a, donc a est l'unique valeur
d’'adhérence de (u;) nen.

2. En particulier, si (uy,) nen posséde deux valeurs d’adhérence, alors elle diverge.

DEMONSTRATION. — L'assertion 2 est conséquence de la premiére, qui est la seule que nous considérons.
Supposons que (1) ,en converge vers a € E. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. Nous avons établi,
plus tot dans 'année, en raisonnant par récurrence que :

VneN, ¢(n) =n.

Soit € > 0. Il existe N € N tel que
Vo2 N, |luy—all<e.

Soit alors n > N. Comme ¢(n) > n > N, alors || Upn) — || < & Ainsi, Upmn) a. ]

n—-+oo

Exemple 56. — La suite réelle de terme général (—1)" admet deux valeurs d’adhérence distinctes, 1 et —1. Elle est
donc divergente. [ ]

EXERCICE 57. — Donner un exemple de suite bornée d'un espace vectoriel normé n’ayant aucune valeur d’adhé-
rence. O

EXERCICE 58. — Soit (1) ,en une suite réelle.
1. On suppose que (uz) ,,en €St bornée et possede une unique valeur d’adhérence. Démontrer que la suite (i) ,en

converge.
2. Sion suppose seulement que (i) ,en posséde une unique valeur d’adhérence, la suite (u,,) ,eny converge-t-elle
nécessairement?
O
EXERCICE 59. — Posons, pour tout n € N :
f [0,27] — R
" X —  cos(nx).
Supposons que (f;) admette une valeur d’adhérence f dans (4([0,1],R),|| - lloo). On dispose alors d’'une fonction
¢: N — N strictement croissante telle que :
R
o=l =70
Démontrer que :
7 /2
VneN, 0)— — <2 - +|fO) - fl———]|-
o ®=fon (5 )| <2 o = Fll+ 0= (57 )|
Que peut-on en déduire? O

13



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

EXERCICE 60. — Pour tout n € N, notons f;, la fonction définie sur [0, 1] par:

0 sio<x<1-1/n

1 . 1 1
Vxelo,1], X 2n(x—1+;) 311—;<x<1—ﬁ

1
—2n(x—1) sil-—<x<1.
2n
Faire un dessin, puis montrer que pour tout x € [0,1] :

fn(x)

0.

n—+oo

Est-ce que la suite (f;;) nen* converge vers 0 dans (6 ([0,11), ] - lleo) 2

§ 3. COMPARAISON DE NORMES

DEFINITION 61 (NORMES EQUIVALENTES). — Soient N; et N, deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit
que N est équivalente a Ny i :

(@, ) eR50xR50 VXEE, alN(x)<Na2(x)< BN1(%).

PROPOSITION 62 (’EQUIVALENCE ENTRE NORMES EST UNE RELATION D’EQUIVALENCE). — Soit E un K-
espace vectoriel E. La relation % définie sur I'ensemble des normes sur E par :

N1 # N, <= N est équivalente a N,

est une relation d'équivalence.

DEMONSTRATION. — Démontrons que la relation £ est réflexive, symétrique et transitive.
o Réflexivité. Soit N un norme sur E, comme N < N < N, NZ N, donc Z est réflexive.
o Symétrie. Soient N, N, deux normes sur E telles que N1 2 N». [l existe a, f > 0 tels que : a N} < N2 < fN;, donc:

1 1
N <N <—Na.
B a

Ainsi N, Z N,. La relation Z est symétrique.

 Transitivité. Soient N;, N, N3 trois normes sur E telles que N1 2 N, et No % Ns. Il existe a >0,6>0,y>0,6 >0
tels que :
aN <N <BN; et yNo<N3<ON,

donc ay N; < N3 < B0 Nj. Ainsi N» Z Ns. La relation £ est transitive.

|
Exemple 63 (équivalence des trois normes usuelles surR"). — On considére les normes || - |I1, || - [l2 et || - [l définies
précédemment sur R”, ol1  est un entier supérieur ou égal a 2.
1. Comparaison des normes || - ||; et || - ||, sur R". Soit x = (xy,...,x;) € R"”. Nous calculons :
n 2 n 5 n 2
Ylal| =) ag+2 Y Ixl x| =Y
i=1 i=1 1<i<j<n i=1

et en déduisons que || x ||, < || x||;. D’aprées 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel sur R” :
n n
xlly =Y lxil = Y Ixil- 1= (Uxal,ees 0D, (Lo, DY <l xl2- 11, Dl = VA [ x2.
i=1 i=1
Ainsi :
Nl < <Vl [inégalités optimales] .

Les normes || - || et - ||, sont donc équivalentes sur R”.

14
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2. Comparaison des normes || - ||} et - ||o, sur R™. Soit x = (x1,...,x,) € R". Pour tout i € [1,n] :
0 < Ixil < M xlleo

etdonc: ;
112 lloo < lexil <7 1% ]loo.
i=
Ainsi :
Nl <1<l lloo [inégalités optimales] .
Les normes || - ||1 et || - ||, sSONt donc équivalentes sur R”.
3. Comparaison des normes || - ||, et || - ||o, sur R". Soit x = (x1,..., x,) € R". Pour tout i € [1,n] :

0< X7 < lxll,

etdonc: i
xlZ, <Y x2<nllxll.
i=1
Ainsi :
N loo <12 VA oo [inégalités optimales] .
Les normes || - ||, et || - [l sont donc équivalentes sur R”, ce que 'on pouvait déduire des points 1 et 2.
]

EXERCICE 64 (CRITERE D’EQUIVALENCE ENTRE NORMES VIA LES BOULES). — Démontrer que deux normes N; et N
sur un K-espace vectoriel E sont équivalentes si et seulement si toute boule ouverte (respectivement fermée) pour la
norme Nj est contenue dans une boule ouverte (respectivement fermée) pour la norme Ny, et réciproquement. [

Remarque 65 (d’'une boule centrée en un point quelconque a une boule centrée en Uorigine). — Soit (E,|| - ||) un es-
pace vectoriel normé. Une partie A de E est bornée si et seulement si :

3r>0, AcB0,1).

PROPOSITION 66 (INVARIANCE DU CARACTERE BORNE POUR DEUX NORMES EQUIVALENTES). — Soient E un
K-espace vectoriel et Ny, N» deux normes équivalentes sur E. Alors, pour toute A € 2?(E), A est bornée pour Ny
si et seulement si A est bornée pour Ny.

DEMONSTRATION. — Par symétrie des rdles joués par les normes N; et N, il suffit de prouver que toute partie de E
bornée pour la norme N est bornée pour la norme Nj.
Soit A une partie de E bornée pour la norme Nj. Alors :

IMeR,, VYxeA, Nx <M.
Comme les normes N; et N» sont équivalentes :
daeRsg, VxeA alN(x)<N(x).

Nous en déduisons que :

M
VxeA Ny(x)<—.
a
La partie A de E est donc bornée pour la norme N>. [
Remarque 67. — Le théoréeme suivant est un outil puissant pour comparer des normes. [

THEOREME 68 (CRITERE SEQUENTIEL DE COMPARAISON DES NORMES). — Soit E un K-espace vectoriel et
soient N7 et N, deux normes sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Toute suite d’éléments de E qui converge vers 0 au sens de Ny, converge vers 0 au sens de Ns.
2. da Ry telque N> < a N;.

15
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DEMONSTRATION. — Procédons par double implication.
e (2) = (1). Soit @ > 0 tel que N> < a Nj. Soit (u#,)en Une suite convergeant vers 0 au sens de Nj, i.e. telle que
Ni(uy) 0. Comme pour tout neN:

n—+oo

0< No(up) < aNi(up)

le théoréme d’encadrement pour les suites réelles implique (N2 (1,,)) sen tend vers 0, i.e. que (u,) ,en converge vers 0
au sens de No.
e (1) = (2). Raisonnons par contraposée. Supposons donc que :

Va>0, dxe€E, Nx(x)>aN(x).

Ainsi, pour tout n € N*, il existe x, € E tel que Na(x,) > n N (x,). Alors pour tout n € N*, x,, # O, et on peut considérer

X
Ypi= N (” ) d’apres la propriété de séparation de la norme N,. On observe :
2(Xn

— pour tout 7€ N*, N>(y,,) =1, et donc (y,) nen+ ne tend pas vers 0 pour la norme N»;

1 1
— pourtout n €N, 0 < N1(yp) < —No(yn) = pe donc par théoréeme d’encadrement, N;(y;,) — 0. La suite
—+00
(¥n) nen+ converge donc vers 0 pour la norme Nj.
On a exhibé une suite de vecteurs de E qui converge vers 0 au sens de N, mais pas au sens de N>. [ ]

COROLLAIRE 69 (CONVERGENCE ET EQUIVALENCE DES NORMES). — Soit E un K-espace vectoriel et soient N;
et N, deux normes sur E. Les normes N et N, sont équvalentes si et seulement si pour toute suite (un) peny deE :

(un)nen converge vers 0 au sens de Ny <= (u,) nen converge vers0 au sens de N,.

DEMONSTRATION. — Il s’agit d'une concéquence immédiate du théoreme précédent. [

Remarque 70. — Ce corollaire peut étre utilisé pour démontré que deux normes sur un méme espace vectoriel ne
sont pas équivalentes. ]

EXERCICE 71 (NORMES NON EQUIVALENTES SUR R[X]). — Démontrer que sur R[X] :

1. lesnormes || - || et || - ||, ne sont pas équivalentes;

2. lesnormes || - |l;et]] - [loo ne sont pas équivalentes;

3. lesnormes || - ||2et || - ||, ne sont pas équivalentes.
EXERCICE 72 (NORMES NON EQUIVALENTES SUR ¢°([a, b],R)). — Soient a et b des réels tels que a < b. Démontrer
que sur €°([a, b],R) :

1. lesnormes || - ||; et || - ||, ne sont pas équivalentes;

2. lesnormes || - |l;et]| - [l ne sont pas équivalentes;

3. lesnormes || - ||zet || - ||, ne sont pas équivalentes.

16



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

§ 4. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

NOTATION. — Dans toute cette partie, on fixe un espace vectoriel normé (E, || - [|).

1. OUVERTS ET FERMES

DEFINITION 73 (PARTIE OUVERTE, PARTIE FERMEE). —

1. Une partie U c E est un ouvertde (E,|| - ||) si:
VxeU, 3dryeRsy, Bx,ry)cU.

2. Unepartie F c E est un fermé de (E, || - ||) si son complémentaire E\ F est un ouvert.

Exemple 74 (propriétés topologiques de & et de E). — Les parties E et & sont des ouverts et des fermés de (E,|| - [[).m
Exemple 75 (un singleton est un fermé). — Si a € E, {a} est un fermé de (E, || - []). ]

Exemple 76 (propriétés topologiques de parties deR). — Si E =R alors :
1. I'ensemble ]0, 1[ est un ouvert;
2. I'ensemble [0, 1] est un fermé;

3. 'ensembile [0, 1[ n’est ni ouvert, ni fermé.

@ Une partie de E peut n’étre ni ouverte, ni fermée, telle [-1,2[ dans (R, |- ).

PROPOSITION 77 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE DES BOULES). — Une boule ouverte est un ouvert de (E,|| - ||),
une boule fermée est un fermé de (E, || - ||).

DEMONSTRATION. — Soient (a,r) € E x Rsg.
e B(a,r) estun ouvertde (E,|| - [|). Considérons x € B(a, r) et démontrons qu’il existe une boule ouverte centrée en x
contenue dans B(a, r). Posons :

re:=r—|la—-x||>0 [faire une figure pour comprendre ce choix]
et démontrons que B(x, ry) < B(a, r). Soit y € B(x, ry). Par I'inégalité triangulaire :
l|ly—al|=||y-x+x-al|<||y—x||+lIx-all<re+lla-xlI=T
donc y € B(a,r) et B(x, 1) € B(a,r).
Ceci étant vrai pour tout x € B(a, r), laboule B(a, r) est un ouvert de (E, | - []).
* Br(a,r) estun fermé de (E, || - |I).
Démontrons que E\ By(a,r) est un ouvert. Considérons x€ E\ B rla,r) et démontrons qu'’il existe une boule ouverte
de centre x contenue dans E \ B r(a,r). Posons :
re=|lx—all-r>0 [faire une figure pour comprendre ce choix]
et démontrons que B(x,7x) € E\ By(a, ). Soit y € B(x, 1y). Par la deuxieme inégalité triangulaire :

l|ly=al|=||ly-x+x=-al|>llx-all-||y-x||>llx—all-re=r.

donc ye E\ Bg(a,r). Ainsi, B(x,ry) c E\ By(a,r).et E\ By(a,r) est bien un voisinage de x.
Ceci étant vrai pour tout x € E\ Br(a, 1), laboule E\ By(a, r) estun ouvert de (E, || - I].
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PROPOSITION 78 (UNION QUELCONQUE ET INTERSECTION FINIE D’OUVERTS). —

1. Une réunion quelconque d’ouverts de (E, || - ||) est un ouvert de (E, || - |1).
2. Uneintersection finie d'ouverts de (E, || - ||) est un ouvertde (E, || - |]).
DEMONSTRATION., —
1. Soient (U;);e; une famille d’ouverts de (E,|| - ||) et x € U U;. Par définition d'une réunion, il existe i, € I tel que
iel
x € U;,. Comme U;,_ estun ouvert de (E, || - ||) contenant x, il existe ry € R, tel que :

B(x,ry) cU;, < JUs.

iel

Ceci étant vrai pour tout x € | J U;, | U; estun ouvert de (E, || - |).
iel iel
p
2. Soient un entier p > 2 et Uy,..., U, des ouverts de (E, || - []). Soit x € ﬂ U;. Comme, pour tout i € [1, p], U; est
i=1
un ouvert de (E, || - ||) contenant x, il existe ry ; € R5o tel que B (x, rx,,-) c U;. Sil'on pose :

ry:=min{ry1,...,7xp} €ERso  [le minimum d’une partie finie non vide de R est bien défini]

alors, pour tout i € [1,7] :
B(x,ry) € B(x,ry,;) € U;
donc:
P
B(x,ry) <[ Ui.

i=1

p p
Ceci étant vrai pour tout x € (| U;, [ | U; est bien un ouvert.

i=1 =1
[
COROLLAIRE 79 (UNION FINIE ET INTERSECTION QUELCONQUE DE FERMES). —
1. Uneréunion finie de fermés de (E, || - ||) est un fermé de (E, || - ]).
2. Une intersection de fermés de (E, || - ||) est un fermé de (E, || - ||).
DEMONSTRATION. —
1. Soient un entier p > 2 et F,..., F, des fermés de (E, || - |I). Alors pour tout i € [1,r], E\ F; est un ouvert de
(E, 1l - II). Donc d’apres la proposition précédente :
r r
(N (E\F)=E\|UF;
i=1 i=1
est un ouvert de (E,|| - [[). Donc :
r r
E\(E\ UF,-) =JF.
i=1 i=1
est un fermé de (E,|| - |]).
2. Soit (Fj)je; une famille de fermés de (E, || - |]). Alors pour tout i € I, E\ F; estun ouvertde (E, || - ||). Donc, d’aprés
la proposition précédente :
UE\F)=E\(F;
iel iel
est un ouvert de (E,|| - ||). Donc:
E\[E\ ﬂFi) = Fi.
iel iel
est un fermé de (E,|| - |]).
[
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Remarque 80 (importance de 'hypothese de finitude). —

1. Une intersection infinie d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert. Par exemple :
11
nn

=1{0}

nenN*
n’est pas une partie ouverte de R.
2. Une réunion infinie de fermés n’est pas nécessairement un fermé. Par exemple :

U

neN*

1

1
-1+—,1-—|=]-1,1[
n n

n’est pas une partie fermée de R.

|
PROPOSITION 81 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE D’UNE SPHERE). — Une spherede (E, || - ||) est une partie fermée
de (B, - 1)).
DEMONSTRATION. — Si(a,7) € E x Ry alors :
S(a,r)=Byf(a,r) N (E\B(a,r))
est une partie fermée de (E, || - ||) comme intersection de deux fermés de (E, || - |]). ]

PROPOSITION 82 (PRODUIT FINI D’OUVERTS ET PRODUIT FINI DE FERMES). — Soient un entier n > 2 et une
Jfamille de n espaces vectoriels normés (E;, Ni)1<i<n- Nous avons déja établi que l'application :

n
[1E: — R, .
N i=1 [norme produi]
*= (%1, %p) — N(x)= max N;(x;)
\l\

n
est une norme sur | | E;.
i=1

n

[1E.N

i=1

n
[1E.N
i=1

n
1. Considérons, pour tout i € [1, n], un ouvert U; de (E;, N;). Alors l_[ U; est un ouvert de
i=1

n
2. Considérons, pour tout i € [1,n], un fermé F; de (E;, N;). Alors H F; est un fermé de
i=1

2. VOISINAGES D’UN POINT

DEFINITION 83 (VOISINAGE D’UN POINT). — Soit a € E. Une partie V' de E est appelé voisinage de a dans
(E, [l - 11) si:

drx€Rso, Bx,ro) 7.

Exemple 84 (voisinages d’'un point deR). — Soient des réels x, y, z tels que x < z < y. Les intervalles | x, y[, [x, V], 1, y]

sont des voisinages de z dans R. [ ]

Exemple 85 (un singleton w'est pas un voisinage du point qu’il contient). — Supposons que E # {0z} et considérons

a € E. Alors, 'ensemble {a} n'est pas un voisinage de a dans (E, || - ||), puisque pour tour r >0, B(a, r) & {a}. ]
Remarque 86 (partie contenant un voisinage). — Soit a € E. Un ensemble contenant un voisinage de a dans (E, || - ||)
est un voisinage de a dans (E, || - |]). [
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PROPOSITION 87 (CARACTERISATION DES OUVERTS PAR LE CONCEPT DE VOISINAGE). — Une partie U de E est
un ouvertde (E,|| - ||) si et seulement si la partie U est un voisinage de chacun de ses points dans (E, || - |1).

PROPOSITION 88 (UNION QUELCONQUE ET INTERSECTION FINIE DE VOISINAGES D’UN POINT). — Soita € E.

1. Une réunion quelconque de voisinages de a dans (E, || - ||) est un voisinage de a dans (E,|| - ||).
2. Uneintersection finie de voisinages de a dans (E, || - ||) est un voisinage de a dans (E, || - ||).
DEMONSTRATION. —
1. Soit (¥%;);e; une famille de voisinages de a dans (E, || - ). Soit ip € I. Comme 7, est un voisinage de a dans

(E, Il - 1D, il existe r € R tel que B(a,r) c V;,. Alors:

B(a,r) c|JV;.
iel
Donc | V; est un voisinage de a dans (E, || - |)).
i€l
2. Soient un entier p > 2 et V1,..., V), des voisinages de a dans (E, || - |]). Alors :

Vie[l,r], 3r,>0, Blar)cV;.
Sil'on pose:
r:=min{ry,...,rp} €R5p  [le minimum d’une partie finie non vide de R est bien défini|

alors, pour tout i € [1,7] :
B(a,r)cB(a, 1) cV;
donc: .
B(a,r)c [ V.
i=1
;
Ainsi ﬂ V; est un voisinage de a dans (E, || - []).
i=1
]

Remarque 89 (importance de 'hypothese de finitude). — Une intersection infinie de voisinages peut ne pas étre un

1
voisinage. Par exemple, posons E =R, a =0, et pour tout n e N*, 7}, = [— —,—|.Pourtout ne N* :
nn

1 11
o) =] e,
n nn
donc 7%}, est un voisinage de 0. Or, ﬂ ¥, = {0} n'est pas un voisinage de 0. ]

neN*

3. ADHERENCE D’UNE PARTIE

DEFINITION 90 (POINT ADHERENT ET ADHERENCE D’UNE PARTIE). — Soit A une partie non vide de E.

1. Soit x € E. On dit que x est adhérent a A dans (E, || - ||), si tout voisinage de x dans (E, || - ||) rencontre A,
ie. si:
VeeRsy, Bx,e)nA#D.
2. Lensemble des points adhérents a A est appelé adhérence de A, et noté A.

Ladhérence de l'ensemble vide est U'ensemble vide lui-méme, i.e. @ = @.

Remarque 91 (une partie est contenue dans son adhérence). — Une partie A de E est contenue dans son adhérence
dans (E,|| - |]),i.e. Ac A. ]
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Exemple 92 (adhérence d’'une partie deR). — L'adhérence de ]0,1] est [0,1] dans (R, |- ). ]
Exemple 93 (adhérence d’'une boule ouverte). — L'adhérence d'une boule ouverte estla boule fermée de méme centre

et de méme rayon, i.e. :
V(a,r)e ExRsg, B(a,r)=Bgla,r).

THEOREME 94 (PROPRIETE DE MINIMALITE DE ADHERENCE). — Soit A une partie non vide de E. Son adhé-

rence A est le plus petit fermé de (E, || - ||) contenant A, d’oix :
A= ) E
AcF
F fermé

DEMONSTRATION. — o Etape 1: A est un fermé. Nous démontrons que E \ A est un ouvert.
Soit x € E\ A. Comme x ¢ A, il existe r > 0 tel que B(x,r) N A= @. Démontrons que B(x,r) € E\ A.
Soit y € B(x, ), posons :

r'=r—||y-x||>0  [faire une figure pour comprendre ce choix].
Alors B(y,r') € B(x, r). En effet, pour tout z € B(y, ') :
lz=xli=[[z=y+y=x[[<[[z=y[[+|ly=x|[<r"+[[y=x|| =~

Ainsi B(y,r')c E\ A, d’'ou y 7 A.

Ceci étant vrai pour tout y € B(x, r), alors B(x,7) N A = @, soit encore B(x,r) € E\ A. Donc E\ A est un ouvert.

o Etape 2 : A est le plus petit fermé contenant A. Nous savons déja que A est un fermé qui contient A. Considérons un
fermé F qui contient A et démontrons que A c F ou plutot E\ F c E\ A qui lui est équivalente.

Soit x € E\ F, comme F est un fermé, E \ F est un ouvert, donc il existe r > 0 tel que B(x,r) c E\ F. Comme AcC F,
E\FcE\AetdoncB(x,r)c E\ A. Ainsi B(x,r)N A=, cequilivreer\Z.

Nous venons de montrer que E\ F c E\ A, d’ot1 Ac F.

o Btape 3 : A est l'intersection de tous les fermés contenant A. Comme A est un fermé contenant A :

ﬂ FcA.
AcF
F fermé

Or ﬂ F est un fermé (comme intersection quelconque de fermés) contenant A. Comme tout fermé contenant A

AcF
F fermé _
contient aussi A (étape 2), il vient :
Ac ﬂ E
AcF
F fermé

COROLLAIRE 95 (CARACTERISATION DES FERMES VIA UADHERENCE). — Soit A une partie non vide de E. Len-
semble A est fermé dans (E, || - ||) si et seulement si A= A.

DEMONSTRATION. — e Implication directe. Supposons que A est fermé. alors A est un fermé contenant A, donc
Ac A. Comme A c Adans tous les cas, il vient A = A.
e Implication réciproque. Supposons A = A. Comme A est un fermé, A est un fermé. |

THEOREME 96 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE UADHERENCE). — Soit A une partie non vide de E.

1. Unélément x € E est adhérent a A si et seulement si x est limite d’'une suite d'éléments de A, i.e. :

- -1
x€A <= apnene AN, ap———x.
n—-+oo

2. Lensemble A est fermé si et seulement si toute suite d'éléments de A qui converge dans E a sa limite dans
A.
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DEMONSTRATION. —

1. Posons A’ I'ensemble des points x € E tels qu’il existe une suite (a,),en d’éléments de A convergeant vers x et
démontrons que A= A’

_ 1
¢ Inclusion directe. Soit x € A. Pour tout n €N, B (x, " 1) N A # @, donc il existe a;, € Atel que:
n

1
0<|lx—ayll < ——.
<l "”\n+1

D’apres le théoreme d’encadrement pour les suites réelles, || x — ay || 0. La suite (ay,) ,en converge donc

n—+oo
vers x. Ainsi x € A'.
« Inclusion réciproque. Soit x € A’. 1l existe une suite (a,) ey d’éléments de A qui converge vers x. Soit alors r >
0. D’apres la définition de la convergence d’une suite, il existe un N € N tel que pour tout n > N, || x—a,ll <.
Ainsi :
Vn>=N, aj€B(x,r).
en particulier ay € B(x,r) etdonc B(x,r)NA# Q.
Ceci étant vrait pour un réel r > 0 quelconque, il vient x € A.

2. Cette assertion découle du fait que A est fermé si et seulement si A = A.

[
EXERCICE 97 (PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE PARTIES DE R?). — On munit R? de la norme || - ||,. Démontrer que :
F:={(x,y)€R®: x=y}  [premicre bissectrice]
est une partie fermée de (R?,|| - ||,) et que :
U:={(x,y) eR* : x>0ety>0}  [quartde plan nord est]
est une partie ouverte de (R?, | - |I,). m
EXERCICE 98 (PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE PARTIES DE ./, (R)). — Soit un entier n > 2. On munit .#,(R) de la
norme :
MpR) — Ry
Il oo A — max _|[Al; ]

(i, Ne[1,n]?

Démontrer que %, (R) est une partie fermée de (4, (R), || - Iloo) et que GL, (R) est une partie ouverte de (4, (R), || - lloo)-
O

EXERCICE 99 (PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE PARTIES DE %' ([0,1],R)). — On considére :
A:={fe€6(0,1,R) : f(1)=1}.

Démontrer que A est une partie fermée de (€([0, 1], R), || - ||oo) mais que An’est pas une partie fermée de (€ ([0, 1],R), || - [I1).
|

4. DENSITE D’UNE PARTIE

DEFINITION 100 (PARTIE DENSE). — Une partie A de E est dite dense dansE si A= E, i.e. si :

VxeE, Ve>0, Ja.€ AnB(x,é¢).

Exemple 101 ('ensemble des nombres rationnels est dense deR). — Q est dense dans (R, |- ). ]
EXERCICE 102 (ENSEMBLE DES NOMBRES DYADIQUES EST DENSE DE R). — Démontrer que 'ensemble :
[P . .
D= {2_‘7 ((p,q) €ZxN [ensemble des nombres dyadiques]

est dense dans (R,]|-1). m]
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EXERCICE 103. — Démontrer que Q" est dense dans (R", ] - ||oo)- O

COROLLAIRE 104 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA DENSITE). — Une partie A C E est dense dans E si
et seulement si tout élément de E est limite d’'une suite d’éléments de A, i.e. si et seulement si :
II- 1]

Vx€eE, 3(an)npenc€AY, a, ——— x.
n—+oo

DEMONSTRATION. — Cette assertion découle de la définition d'une partie dense dans E et de la caractérisation sé-
quentielle de I’adhérence. [

EXERCICE 105 (UNE PARTIE DENSE DANS UN ESPACE DE POLYNOMES). — Munissons E = R[X] de la norme N définie
par:
R[X] — R,

+00
N p . lax| )
o+l
o0 o0
Démontrer que 'ensemble A = aka eR[X] : Z a; =0 » est dense dans (E, N). O
k=0 k=0

EXERCICE 106 (DENSITE DE ENSEMBLE DES MATRICES INVERSIBLES). — Soit un entier n > 2. On munit .4, (R) de la
norme :

I Moo —  max _|[Al;].

‘ MnR) — R,
A
G, e[Ln]?

Démontrer que GL, (R) est une partie dense de (4, (R), | - |lo0)- O

EXERCICE 107 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE D’UN HYPERPLAN). —

1. Démontrer que I'adhérence F d'un sous-espace vectoriel F de E est encore un sous-espace vectoriel de E.

2. En déduire qu'un hyperplan H de E est soit fermé dans E, soit dense dans E.

EXERCICE 108 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE D’UN HYPERPLAN DE 6([0,1],R)). — Soient E:=%6([0,1],R) et :
A:={f€E: f(0)=0}.

1. Démontrer que A est dense dans E pour la norme || - [|;.

2. Démontrer que A est fermé dans E pour la norme || - ||oo-

5. INTERIEUR D’UNE PARTIE

DEFINITION 109 (POINT INTERIEUR A UN ENSEMBLE, INTERIEUR D’UN ENSEMBLE). — Soit A une partie non
videdeE, soita€ E.

1. Le point a est intérieur a A si A est un voisinage de a. De maniere équivalente, a est intérieur a A si :

dr, >0, B(a,r)cA.

o
2. Lensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et noté A.

o
Par convention, l'intérieur de l'ensemble vide est l'ensemble vide lui-méme, i.e. & = &.

o
Remarque 110 (une partie contient son intérieur). — Pour toute partie Ade E, Ac A. ]

23



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

THEOREME 111 (PROPRIETE DE MAXIMALITE DE L'INTERIEUR). — Soit A une partie non vide de E. Son inté-
o
rieur A est le plus grand ouvert contenu dans A, de sorte que :

o
A= U U.
UcA, U ouvert

DEMONSTRATION. — Etape 1: 13 est un ouvert. Soit a € IZ Comme A est un voisinage de aq, il existe r > 0 tel que
B(a,r) c A.Pour tout x € B(a,r), B(a,r) estun voisinage de x, donc A est un voisinage de x, donc x € IZ Ainsi, B(a,r) c
IZ. Donc fol est un voisinage de tous ses points, c’est donc un ouvert.

Etape 2 : ;ﬂj est le plus grand ouvert contenu dans A. Soit U un ouvert contenu dans A. Soit a € U. Comme U est un

o o
ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) c U, donc B(a,r) < A, donc a € A. Ainsi, U c A.

. 0 ] ]

Etape 3 : A estlaréunion de tousles ouverts contenus dans A. Aestun ouvert contenu dans A, donc Ac U U.
UcA, U ouvert

Or, U U est un ouvert (comme réunion quelconque d’ouverts) qui est contenu dans A. Comme tout ouvert

UcA, U ouvert

o o
contenu dans A est contenu dans A, U UcA. ]
UcA, U ouvert

COROLLAIRE 112 (CARACTERISATION DES OUVERTS). — Soit A une partie de E. A est ouvert dans (E,|| - ||) si

o
et seulement si A = A.

o
DEMONSTRATION. — Implication directe. Si A est un ouvert, A est un ouvert contenu dans A, donc A < A. Comme

o
par ailleurs A c A, on a égalité.
o o
Implication réciproque. Si A= A, comme A est un ouvert, alors A est un ouvert. [ ]

THEOREME 113 (ADHERENCE, INTERIEUR ET COMPLEMENTAIRE). — Soit A une partie non vide de E.

1. Le complémentaire de l'intérieur de A est égal a l'adhérence du complémentaire de A, i.e. :

o
E\A=E\A.

2. Le complémentaire de l'adhérence de A est égal a l'intérieur du complémentaire de A, i.e. :

o
—_—

E\A=E\A.

DEMONSTRATION. —

o - o
1. Remarquons d’abord que E\ A est un fermé contenant E\ A, donc E\ Ac E\ A.
[ [ -
Ensuite, soit x € E\ A. Comme x ¢ A, pour toutr >0, B(x,r) ¢ A, donc B(x,r)n(E\ A) # &. Ainsi, x€ E\ A. D’olu

o —_—
E\AcE\A.
D’ou I'égalité.

2. Remarquons d’abord que E \ A est un ouvert contenu dans E\ A, donc E\Ac E\ A.

Réciproquement, soit x € E\ A. Il existe r > 0 tel que B(x,7) c E\ A. Donc B(x,7)NA=@,etx¢ A ie. xe E\ A
D’ou 'inclusion réciproque, puis I'égalité.

EXERCICE 114 (INTERIEUR D’UNE BOULE FERMEE). — Soit (a, r) € E x R5. Démontrer que By(a,r) = B(a,r).
EXERCICE 115. — Soit A une partie de E d’intérieur non vide. Démontrer que Vect(A) = E. O

EXERCICE 116 (ADHERENCE ET INTERIEUR DE PARTIES DE R[X]). — On munit E := R[X] de la norme || - ||;.
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(e ] o0
1. Démontrer que A = { Z arX k. Z a > 0} est un ouvert. Déterminer A.
k=0 k=0

0o 00 P
2. Démontrer que B = { Y ax*: Y ap= 0} est un fermé. Déterminer B.

k=0 k=0
O

EXERCICE 117 (ADHERENCE ET INTERIEUR DE PARTIES DE 4 ([0,1],R)). — Onmunit E :=%6([0,1],R) delanorme || - || .

1. Montrer que A={f € E : f >0} est un ouvert. Déterminer A.

0
2. Montrer que B={f € E : f(0) =0} est un fermé. Déterminer B.

6. FRONTIERE D’UNE PARTIE

DEFINITION 118 (POINT FRONTIERE, FRONTIERE D’UN ENSEMBLE). — Soit A une partie non vide de E.

1. Soitac€ E. On dit que a est un point frontiere a A si a appartient a l'adhérence de A mais pas a l'intérieur
de A.

2. Lensemble des points frontiere de A est appelé frontiére de A, et noté 0A. Ainsi :

— o
0A=A\ A

Exemple 119 (frontiere d’'un intervalle réel). — La frontiére d'un intervalle [a, b] vaut {a, b}. Idem pour la frontiere de
la, b[, de la, b] oude [a, bl. ]

Exemple 120. — Soit (a,r) € E x R5¢. Soit A une partie de E telle que :
B(a,r)c Ac Bf(a, r).

Alors 0A = S(a,r). ]

7. PROPRIETES TOPOLOGIQUES INVARIANTES POUR DES NORMES EQUIVALENTES

PROPOSITION 121 (PROPRIETES TOPOLOGIQUES INVARIANTES PAR EQUIVALENCE DE NORMES). — Soient N;
et N, deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel E.

1. Partie bornée. Une partie A de E est bornée pour la norme N si et seulement si elle est bornée pour la
norme N,.

2. Suite convergente. Une suite (i) en € EN converge vers £ € E pour la norme Ny si et seulement si elle
converge vers ¢ pour la norme N,.

3. Partie ouverte. Une partie A de E est ouverte pour la norme N; si et seulement si elle est ouverte pour la
norme N,.

4. Partie fermée. Une partie A de E est fermée pour la norme N, si et seulement si elle est fermée pour la
norme N.

5. Adhérence d’'une partie. Si A est une partie de E, alors son adhérence pour la norme N; coincide avec son
adhérence pour la norme N».

6. Intérieur d'une partie. Si A est une partie de E, alors son intérieur pour la norme N, coincide avec son
intérieur pour la norme N,.

7. Frontiere d'une partie. Si A est une partie de E, alors sa frontiére pour la norme N; coincide avec sa
frontiéere pour la norme N».
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8. TOPOLOGIE INDUITE

DEFINITION 122 (TOPOLOGIE INDUITE). — Soit A une partie non vide de E.

1. Soitac A. SiV, est un voisinage de a dans E, V, N A est un voisinage relatif de A dans a.

2. SiU est un ouvertde E, UnN A est un ouvert relatif de A.
3. SiF estun fermédeE, F N A est un fermé relatif de A.

Exemple 123 (topologie induite sur des parties deR). — Soient des réels a, b, c tels que a < ¢ < b.

1. Si A =]a, bl alors [c, b[ est un fermé relatif de A (mais n’est pas fermé dans R), ]c, b[ est un ouvert relatif de A,
la, b[ est un fermé relatif et un ouvert relatif de A.

2. Si A =[a,b] alors ]c, b] est un ouvert relatif de A (mais n’est pas ouvert dans R), [c, b] est un fermé relatif de A,
[a, b] est un fermé relatif et un ouvert relatif de A.
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§ 5. ETUDE LOCALE D’UNE APPLICATION, CONTINUITE

NOTATION. — (E,|| - |lg) et (| - ||r) désignent deux espaces vectoriels normés et A une partie non vide de E.

1. NOTION DE LIMITE DE FONCTION

DEFINITION 124 (LIMITE D’UNE FONCTION). — Soient a un point adhérent a A, b € F et une application f €
F(A,F). On dit que f a pour limiteb en a si:

Ve>0, In>0, VxeAnBg(an), [f(x)e€Br(b,e).

On écrit alors f(x) —— b.
X—a

Remarque 125. — Avec les notations de la précédente définition, la fonction f a pour limite b en a si et seulement si :
Ve>0, >0, VxeA, llx—allp<n=||fx)-b|p<e

ou encore si et seulement si :
Ve>0, In>0, f(AnBg(a,n)<Br(be).

[

PROPOSITION 126 (UNICITE DE LA LIMITE). — Soient a un point adhérent a A, (b1, by) € F? et une application

feF(AF).Sif(x) — b et f(x) — by, alors by = bs.
DEMONSTRATION. — Raisonnons par I’absurde et supposons b; # b, i.e. € :=||b; — b2||r > 0.
1l existe n; > 0 tel que (AN Bg(a,n1)) < Br(by,€/3). De méme, il existe n, > 0 tel que f(AN Bg(a,n2)) < Br(bz,€/3).
Posons alors 7 := min(n;,7n2) > 0. Comme B(a,n) = B(a,n1) N B(a,n2), alors :

f(AnBg(a,n) c Br(by,€/3) N Br(by,€/3).
Soit alors x € B(a,n) N A, qui est ensemble non vide car a est adhérent a A. On a par I'inégalité triangulaire :
2e
e=|lb—b2llp= ||b1—f(x)+f(x)—b2||F< Hb1—f(x)||F+Hf(x)—b2HF< 3
o 2 .

Comme € >0, il vient 1 < 3 ce qui est faux. ]
Remarque 127. — Si f a pour limite b en a, on dit que b est la limite de f en a, et on note JClima fx)=h. ]
PROPOSITION 128 (COMPOSITION DE LIMITES). — Soient (G, || - [|g) un espace vectoriel normé, Bc F, f €

F (A F)etge #(B,G).
Supposons que f(A) c B. . _
Lapplication g o f est bien définie et, pour toutac A,be BetceG:
f(x) ;:»—; b
= gof(x)——vc.
g(y) - .c x—a
y—b
DEMONSTRATION. — Soit € > 0.
Comme g(x) - ¢, il existe n > 0 tel que g(B N Br(b,n)) < Bg(c, €).
X—
Comme f(x) — b, il existe a > 0 tel que f(An Bg(a, @) < Br(b,n) N B (ici nous utilisons 'hypotheése f(A) c B).
Donc go f(An Bg(a,a)) c Bg(c, ).
Ainsi go f(x) —C [ ]
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THEOREME 129 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA LIMITE). — Soientac A, be F etfeZF(AF).
Alors f(x) - b si et seulement si pour toute suite (x,) d'éléments de A :

Xp————a — X,
" p— oo S i) n—

b.
oo

DEMONSTRATION. — Procédons par double implication.

 Implication directe. Soit (x;) une suite d’éléments de A convergeant vers a. Soit € > 0.
Comme f(x) p— b, il existe n > 0 tel que f(ANn Bg(a,n)) < Br(b,¢).

Comme x, % il existe N € N tel que :

Vn=N, llxp—allg<n

soit x, € An Bg(a,n). Alors pour tout n > N, f(x,) € Br(b,€), soit ||f(xn) - bHF <e.

Donc f(xy) — b.

» Implication réciproque. Raisonnons par contraposée et supposons que f(x) ne converge pas vers b quand x tend
Vers a.

Alors il existe € > 0 tel que pour toutn >0, f(An Bg(a,n)) & Br(b,€).

Donc pour tout n € N*, il existe x, € An Bg(a, 1/n) tel que f(x,) € Bp(b,¢), ie ||f(xn) - b||F >E€.

. . 1 . .
— Lasuite (x;,) converge vers a, puisque pour tout n € N*, || x,, — al|g < — (théoréme d’encadrement pour les suites
n
réelles).

— Lasuite (f(x,)) ne converge pas vers b, car pour tout n € N*, || fxp)—b | |F > €.

]
Remarque 130. — Si f a pour limite b en a € A, alors pour toute suite (x,),eN convergeant vers a :
(f(xn)),,cn converge et f (nl—1>IPoo xn) = ninjoo ) [échange des symboles f et n1—1>IPoo .
]

2. CONTINUITE D’UNE FONCTION

DEFINITION 131 (CONTINUITE). — Soient a € A et une application f € & (A, F).

1. Onditque f est continueen a si:

fQ) —— fl@.

2. Ondit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

PROPOSITION 132 ((ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS CONTINUES)). — Lensemble €°(A, F) des fonctions
continues sur A est un sous-espace vectoriel de & (A, F).

DEMONSTRATION. — (a) Remarquons tout d’abord que la fonction nulle est continue sur A.

(b) Soit alors (f, g) € €°(A, F)?, soit (A, u) € K?, soit @ € A. Montrons que A- f + i g est continue en a, en utilisant la
caractérisation séquentielle de la limite. Soit (a,) une suite d’éléments de A convergeant vers a. Par continuité de f et
gena,ilvient:

flan) fla) et  glay)

n—-+oo n—-+oo

g(a).

Par opération sur les limites de suites, nous en déduisons :

A-f+p-g)an) =1 flan) +p-glan) A-fla)+pu-gla)=Af+ug)a).

n—+oo

Ceci étant vrai pour toute suite (a,) d’éléments de A convergeant vers a :

Af +18)(x) —— (Af +pug)(@.
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PROPOSITION 133 (D’AUTRES MODES DE CONSTRUCTION D’APPLICATIONS CONTINUES). —

1. Composition. Soient (G,|| - ||g) un espace vectoriel normé, B< F, et f € €°(A, F), g € 6€°(B, G) telles que
f(A)cB. Alorsgo f € €°(A,G).

2. Restriction. Soient f € 6€°(A, F) et A' une partie non vide de A. Alors f € €°(A', F).
3. Uplet. Soient (Fy,|| - 111),..., (Fy,l - ;) un nombre fini d’espaces vectoriels normés. Notons (F, || - ||g) Ues-
pace vectoriel normé produit. Soit f = (f1,..., fn) € F(A,F). Alors :

fe€’AF) < Vie[ln], fie€"AF).

DEMONSTRATION. —
1. Conséquence immédiate de la proposition 128.
2. Immédiat.

3. S’obtient simplement par caractérisation séquentielle de la limite et par caractérisation de la convergence dans
les espaces produits (théoréeme 48).

]
THEOREME 134 (CONTINUITE, DENSITE ET PROLONGEMENT D’IDENTITE). — Soient f,g € €°(A,F) et B une
partie de A qui est dense dans A. Si f et g coincident sur B, i.e. si, pour tout x € B, f(x) = g(x), alors f = g, i.e.
si, pour tout x € A, f(x) = g(x).

DEMONSTRATION. — Soit x € A. Par densité de B dans 4, il existe une suite (x;),en d’éléments de B telle que :

*n n—+00 a.

Par hypothese, pour tout n € N, f(x,) = g(x,). Mais, par ailleurs, par caractérisation séquentielle de la continuité :

fen) ———=f) et glxn) -——g).

Donc par unicité de la limite, f(x) = g(x).

Ceci étant vrai pour tout xe€ A, f = g. [

THEOREME 135 (CARACTERISATION DES APPLICATIONS CONTINUES VIA LES OUVERTS). — Soit f € (A, F).
Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout ouvert U de F, f~(U) est un ouvert relatif de A.

DEMONSTRATION. — Procédons par double implication.
o Implication directe. Soit U un ouvert de F. Montrons que f~!(U) est un ouvert relatif de A.
Soit x € f~1(U). Comme f(x) € U et U est un ouvert de F, il existe £ > 0 tel que :

B(f(x),e)cU.
Comme f est continue en x, il existe n > 0 tel que :
fLAANB(x,mM) < B(f(x),e)cU

donc An B(x,n)  f~1(U). On en déduit que f~!(U) est un voisinage relatif de x.

Ceci étant vrai pour tout x € f~1(U), on en déduit que £~ (U) est un ouvert relatif.

« Implication réciproque. Soit x € A, soit € > 0. Posons U = B(f (x), €).

Comme U est un ouvert, f~!(U) est un ouvert relatif de A, donc il existe > 0 tel que B(x,n) N A c f~1(U), d’or
f(ANB(x,m) € B(f(x),¢€). Ainsi, f est continue en x.

Ceci étant vrai pour tout x € A, f est continue sur A.

EXERCICE 136. — Si f € ¢%(A, F), montrer que {xe A : f(x) # 0} est un ouvert relatif de A. O
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COROLLAIRE 137 (CARACTERISATION DES APPLICATIONS CONTINUES VIA LES FERMES). — Soif f € F (A, F).
Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout fermé B de F, f~'(B) est un fermé relatif de A.

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Le résultat de se déduit de la proposition 135, en remarquant que, pour toute
partie Bde F:
FLF\B) = A\ fL(B).
O
3. APPLICATIONS UNIFORMEMENT CONTINUES
DEFINITION 138 (APPLICATION UNIFORMEMENT CONTINUE). — Soit f € & (A, F). Lapplication f est unifor-
mément continue sur A si:
Ve>0, 3dAn>0, V(x,y)EAz, ||x_J’||E<77 = ||f(x)—f(y)||F<€-
Remarque 139 ('uniforme continuité implique la continuité). — Soit f € & (A, F). Si f est uniformément continue
sur A, alors elle est continue sur A (comparer les deux définitions en jeu). ]
Remarque 140 (la continuité, seule, wimplique par Uuniforme continuité). — Démontrer que la fonction carrée :
R — R
fly o 2
est continue sur R, mais non-uniformément continue sur R. ]
4. APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES
DEFINITION 141 (APPLICATION LIPSCHITZIENNE). — Soient f € % (A, F) et k € Rso. Lapplication f est k-
lipschitzienne sur A si :
Ve e A, || fo-fmllp<k-l|x-yllg.
PROPOSITION 142 (UNE APPLICATION LIPSCHITZIENNE EST UNIFORMEMENT CONTINUE). — Soient f €
F (A, F) etk e Rsg. Si f est k-lipschitzienne sur A, alors elle est uniformément continue sur A.
£
DEMONSTRATION. — Supposons que f est k-lipshitzienne sur A. Fixons € > 0 et posons 1 := % > 0. Alors, pour tout
(x,y) € A% tel que || x—y ||, <n:
|l f@ =W [p<k-[lx=-yllp<k-n=e
La fonction f est donc uniformément continue sur A. [
Remarque 143 (I'uniforme continuité n'implique pas le caractere lipschitzien). — Démontrer que la fonction :
f [0, — R
x  — Vx
est uniformément continue sur le segment [0, 1], mais non-lipschitzienne sur [0, 1]. [ ]
EXERCICE 144 (LA NORME EST 1-LIPSCHITZIENNE). — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Démontrer que ’ap-
plication :
[ 52— R
x — x|
est 1-lipschitzienne. O
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EXERCICE 145 (UNE APPLICATION 2-LIPSCHITZIENNE). — Soit A := Bf(0,1) la boule unité fermée dans (RZ, |- ||2).

Démontrer que 'application
A — R?

I nxn) — (x2,x})
est 2-lipschitzienne. 0
EXERCICE 146 (L’APPLICATION DISTANCE A UNE PARTIE NON VIDE EST 1-LIPSCHITZIENNE). — Soient (E,|| - ||) un K-
espace vectoriel normé et A c E une partie non vide. Pour tout x € E, notons :
d(x, A) := in£ [lx—all [la distance de x al’ensemble A].
ae
Démontrer que l'application «distancea A»:
E — R
d(-,A
(-, 4) X d(x, A)
est 1-lipschitzienne. O

EXERCICE 147 (CRITERE D’EQUIVALENCE DE NORMES VIA APPLICATION IDENTITE). — Justifier que deux normes N;

et N, sur un K-espace vectoriel E sont équivalentes si et seulement si les applications :

(E,N) — (E/N2) . (E,N2) — (E,N1)

i et i
N1,N» X X Nz, X X

sont lipschtziennes.

§ 6. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

1. CARACTERISATION DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

THEOREME 148 (CARACTERISATION DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES). — Soient (E,||-||g),
(El - 1lp) des espaces vectoriels normés et u € £ (E,F) une application linéaire. Les cing propositions sui-
vantes sont équivalentes.

1. u est continue sur E.
2. u estcontinueen0.
3. Larestriction de u a la boule unité fermée est bornée.
4. Ilexisteunréel C >0 tel que:
VxeE, llux)Illr<C-llxllg.

5. u est lipschitzienne.

Exemple 149. — Tout endomorphisme de R" est continu pour la norme || - ||oo- ]
Exemple 150. — Soit { -, - ) un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E, de norme associée || - ||. Alors, pour tout
x € E, 'application :
E — R
<xy : ) '
y — (xy)
est continue. ]
Exemple 151. — Lapplication évaluationen 0 :
v €¢°(0,1, ) — R
0 f —  f(0)
est continue pour la norme || - ||. En revanche, elle n’est pas continue pour la norme || - [|;. ]
Exemple 152. — Lapplication évaluationen 2 :
ov R[X] — R
2l P — P©
n’est pas continue pour la norme || - [|;. En effet, [| X" [|; =1 alors que ¢ (X™) +00. ]

n—-+oo
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EXERCICE 153 (DE LA CONTINUITE D’UNE FORME LINEAIRE). — Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et ¢ € E*
une forme linéaire.

1. Montrer que Ker(¢p) est fermé si et seulement si ¢ est continue.
2. Montrer que Ker(¢p) est dense dans E si et seulement si ¢ n’est pas continue.

THEOREME 154 (CARACTERISATION DE L'EQUIVALENCE DES NORMES). — Soient E un K-espace vectoriel et
Ny, N, deux normes sur E. Les trois propositions suivantes sont équivalentes.

1. N; et N, sont équivalentes.
2. (E,Ny) et (E, N>) ont les mémes parties ouvertes.

3. Lapplication identité de E est continue en tant qu'application de (E, Ny) vers (E, N>) et en tant quappli-
cation de (E, N;) vers (E, N,).

2. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

THEOREME 155 (ESPACE VECTORIEL DES APPLICATION LINEAIRES CONTINUES). — Soient (E,||:||lg) et
(E |l - llp) deux espaces vectoriels normés. Notons £ (E, F) l'ensemble des applications linéaires continues de
(B, -llg) vers (Bl - llp), i.e. :

% (E,F):={fe£(EF) : f estcontinue sur E}.

Alors £, (E, F) est un sous-espace vectoriel de £ (E, F).

THEOREME 156 (COMPOSITION DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES). — Soient (E,|| - |lg), (Bl - llf),
(G,I - llg) trois espaces vectoriels normés. Soient u € £ (E,F) et ve £, (F,G). Alors :

voue 4. (E,G).

3. NORME SUBORDONNEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE CONTINUE

PROPOSITION 157 (NORME SUBORDONNEE POUR LES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES). Soient (E, || -
llg), (F |- ||r) deux espaces vectoriels normés et u € £LE, F). On appelle norme subordonnéedeu a||-||g et ||r
leréel :

Mulll:= sup [lu(x)llg.
[xllp<1
Lapplication :
Zc(E,F) — Ry
—lfulll

est une norme sur <. (E, F).

Remarque 158 (formule alternative pour la norme subordonnée). — Soient (E, || ||g), (F,||-||r) deux espaces vecto-
riels normés et u e LE, F). Alors :

Mulll:== sup [lux)|lp= sup [[u(x)llg.
lxllg<1 lxllg=1
]
EXERCICE 159. — Calculer la norme subordonnée de I'application linéaire continue :
RE1 - loe) — (R lloo)
(x,) —  (x+2y,3x+4y)
et généraliser. O
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EXERCICE 160. — Calculer la norme subordonnée de I'application linéaire continue.
f — (0.
O

EXERCICE 161. — Soit u € £ (R") un endomorphisme de matrice A = (a;,j)1<;,j<n dans la base canonique. Justifier
que les applications linéaires :

et
X — u(x) X — u(x)
sont continues, puis calculer, dans les deux cas, sa norme subordonnée. O

4. NORME SUBORDONNEE D’UNE MATRICE CARREE

PROPOSITION 162 (CONTINUITE DES APPLICATIONS LINEAIRES ET DIMENSION FINIE). — Soit (E,|| - ||g) un
espace vectoriel normé de dimension finie. Alors tout endomorphisme de E est continu sur E.

PROPOSITION 163 (NORME SUBORDONNEE SUR L’ESPACE DES MATICES CARREES). — Soit (E, || - ||g) un espace
vectoriel normé de dimension finie muni d'une base e = (ey, ..., e,).

1. Lapplication :

-fﬂn,l(K) - R,
X1
I x| — uxie= Zx, e;
Xn 5
est une norme sur M1 (K).
2. Lapplication :
M (K) — R,
-1 A — [llAlll:= sup [[AX|I= sup [|AX]]
X11<1 I X=1

est une norme sur 4, (K).

5. INEGALITES POUR LES NORMES SUBORDONNEES

PROPOSITION 164 (MAJORATION PAR LA NORME SUBORDONNEE). — Soient (E,|| - ||g), (|| - [|r) deux espaces
vectoriels normés. Alors :
VYue % (E,F), VxeE, |lu@Ilr<llulll-llxllg.

PROPOSITION 165 (SOUS-MULTIPLICATIVITE DE LA NORME SUBORDONNEE). — Soient (E,|| - ||g) un espace
vectoriel normé. Alors :
2
Vu,v)e Z(E), luovlll < Ilulll-llvlll.

6. APPLICATIONS MULTILINEAIRES CONTINUES

PROPOSITION 166 (CARACTERISATION DES APPLICATIONS BILINEAIRES CONTINUES). — Soient (E,|| - |lg),
(Ell - llg), (G,I - llg) trois espaces vectoriels normés et :

B:ExF—G
une application bilinéaire. Lapplication B est continue si et seulement si :

3C>0, V() €ExE ||Bx,y|lc<C lxllg||y]|p-
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DEMONSTRATION. — Rappelons que la norme placée sur E x F est la norme produit || - ||, définie par :

Yy eExE |[top]|:=max(lixlle ||y]lF):

Procédons par double implication.

Implication directe. Supposons I'application B continue. Alors B est continue en tout point de E x F, en particulier
continue au point (0g,0r). Remarquons que, B étant bilinéaire, B (0g,0r) = 0. Dans la définition de la continuité de
Ben (0g,0r), nous spécifions € a 1 > 0 pour obtenir qu’il existe a > 0 tel que pour tout (x,y) e Ex F:

lxnllsa = |[Bayllg<1
—_— —_————
[ x,1)=0£,00) || <a [ B(x,y)=B(0g,0r) || <1
Nous scindons alors I'étude en deux parties suivant que les vecteurs x et y s’annulent ou non.

a

X, deExFa
Nxlle ™ |yl

» Soient x un vecteur de E non nul et y un vecteur de F non nul. Alors le vecteur ( -y

al_@ a

—— . x , — . y
BRI
En utilisant la bilinéarité de B, 'homogénéité de la norme ||- || et le fait que a, || x|g et || y || sont strictement
positifs, nous en déduisons :

une norme || -|| égale a @. Donc:

<1,
G

1
(*) ||B(X,Y)HG<?'HXHE'“J/HF-

e Si(x,y) € ExFesttelque x =0g ou y = 0, alors la bilinéarité de B livre B(x, y) = 0g. Linégalité (x) s’étend donc
atous les vecteurs (x, y) de E x F.

Implication réciproque. Supposons qu'il existe un réel C > 0 tel que :
V) €ExE ||Bxy)|lg<C-llxlle-||y]|p-

Soient (x, y) € E x F. Démontrons que B est continue en (x, y), en appliquant le critere séquentiel de continuité. Soit
((%n,¥n)) ,cn une suite d’éléments de E x F telle que :

(% Yn) — — (1.
D’apres le théoreme 48, nous en déduisons :
X II-llg x et II-1lp
" n— oo In TSV

Soient n € N.

[|B(xn,yn) =B, Y ||lc < ||B(xnyn) =B (xn¥) || +||B(xn,y) - B(x,¥)||s  [inégalité triangulaire]
= ||B(xnyn-y) ||G +||B(xn—x,) HG [B est bilinéaire]
< Collxnllg-||yn=y|[p+C-llxn=xllg-||y|[p  [cf. hypothese]

La suite (x,),en est convergente donc bornée, pour la norme ||-||g. Donc il existe M > 0 tel que pour tout n € N,
[l xn 1l < M. On en déduit que, pour tout n € N :

0<[[B(xn yn) =B || SCM || yn =y [+ C llxn =l || y]]: -

. ll-llg
—0,ie.B (xn, ¥n) — — Blx,y. [

D’apres le théoreme d’encadrement, || B (x4, yx) - B(x, ) ||

n—-

Exemple 167 (continuité du produit scalaire). — Si E est muni d’'un produit scalaire ( -, - ) de norme associée || - ||,
alors I'application :
ExE — R

x,y) — (x,y)

est continue pour la norme || - |. ]

<')'>
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PROPOSITION 168 (CARACTERISATION DES APPLICATIONS MULTILINEAIRES CONTINUES). — Soient un entier
p=2,(E,ll- IIEI),...,(E,,,II . ”Ep) et (F|| - |lr) des espaces vectoriels normés et :

fiEix...xEp —F
une application multilinéaire. Lapplication f est continue si et seulement si :

3C>0, V(1. Xp) € By xoox Ep, || flx, o, %p) [ S Cellxllg, oo || xp [ -

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — On adapte les idées développées pour établir la proposition 168. O

EXERCICE 169 (CONTINUITE DU DETERMINANT). — Démontrer que I'application :

(AR - Nloo)  — R

det M —  det(M)
est continue. O
§ 7. COMPACITE
NOTATION. — (E,|| - ||g) désigne un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.

1. PROPRIETE DE BOLZANO-WEIERSTRASSET DEFINITION DE LA COMPACITE

DEFINITION 170 (PROPRIETE DE BOLZANO-WEIERSTRASS). — On dit que A vérifie la propriété de
Bolzano-Weierstrafs si de toute suite d'éléments de A on peut extraire une sous-suite convergente dans A,
i.e si:

Y(unnen€ AN, 39:N—N //, JacA, upp

n—+oo

DEFINITION 171 (PARTIE COMPACTE). — On dit que A est une partie compacte de (E,|| - ||g) si A vérifie la
propriété de Bolzano-Weierstrafs.

Exemple 172. — Un segment de R est un compact (théoreme de Bolzano-Weierstrass de MP2I). [ ]

2. CARACTERE COMPACT VERSUS CARACTERES FERME ET BORNE

PROPOSITION 173 (UN COMPACT EST FERME BORNE). — Si A est un compact, alors A est fermé et borné.

Remarque 174 (la réciproque de la proposition précédente w'est pas nécessairement vraie). —

1. La boule unité fermée de (R[X], || - |loo) n'est pas compacte. En effet, la suite (X™) ey n’a pas de valeur d’adhé-
rence.
2. Laboule unité fermée de (%([0,1],R), || - llo) N'est pas compacte. En effet, la suite (f;;) ,en définie par pour tout
neN:
0,11 — R
In

X — sin(2nmx)

n’a pas de valeur d’adhérence.

PROPOSITION 175 (UN FERME D’UN COMPACT EST COMPACT). — Supposons A compacte et considérons une
partie B de A. Alors B est un compact si et seulement si B est fermé.
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3. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE CONVERGENCE DANS UN COMPACT

PROPOSITION 176 (SUITE D’UN COMPACT POSSEDANT UNE UNIQUE VALEUR D’ADHERENCE). — Supposons A
compacte et considérons une suite (a,)neN € AN. La suite (ay) nen converge si et seulement si elle posséde une
unique valeur d'adhérence.

4. PRODUIT D’UN NOMBRE FINI DE COMPACTS

THEOREME 177 (UN PRODUIT D’UN NOMBRE FINI DE COMPACTS EST COMPACT)). — Soient un entier p > 2 et
ELI 11, (Ep, Il - II,,) des espaces vectoriels normés. Soient A, < Ey, <, Ap < Ep, des compacts.
Alors Ay x ... x A, est un compact de l'espace vectoriel normé produit (Ey x...x Ep, || - 1)
COROLLAIRE 178 (COMPACTS DE (K", || - ||o0)). — Une partiede (K", || - ||oo) est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.
EXERCICE 179. — Soit (E, || - ||g) un espace vectoriel normé. Supposons que la sphere unité S={x€ E : || x|| = 1} est
compacte. Démontrer que la boule fermée B(0, 1) est compacte. O

EXERCICE 180. — Munissons le R-espace vectoriel :

L (R) = {(tn) nen € RN : (4,,) nen est bornée }

de la norme :
(PR — R,
Flloo | (up)pen —  suplunl.
neN
La boule unité fermée de (/*°(R), || - ||o) est-elle compacte? O
EXERCICE 181. — Soit K un compact d'un espace vectoriel normé. Montrer qu’il existe une boule fermée de rayon
minimal contenant K. O
§ 8. APPLICATIONS CONTINUES SUR UNE PARTIE COMPACTE
NOTATION. — (E, || - ||g) désigne un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.

THEOREME 182 (L'IMAGE CONTINUE D’UN COMPACT EST UN COMPACT). — Soient (E|| - ||r) un espace vecto-
riel normé et f € €°(A, F). Alors :

A estun compactde (E,|| - llg) = f(A) est un compact de (F|| - ||g).

COROLLAIRE 183 (THEOREME DES BORNES ATTEINTES). — Si A est compact et f € €(A,R), alors f est bornée
et atteint ses bornes, i.e. :
3o, xm) € A%, Vx€ A, flxm) < F(0) < flxm).

EXERCICE 184. — On munit R? de lanorme || - ||, et on note B la boule unité fermée de I’espace vectoriel normé ainsi
formé. Démontrer que 'application :

B — R
(x,9,2) — Xx-sin(y)+y-cos(z) + z°

f
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THEOREME 185 (DE HEINE). — Soient (F || - ||[g) un espace vectoriel norméet f € €Y (A, F). Alors :

A estcompact —  f est uniformément continue sur A.

DEMONSTRATION. — La démonstration est analogue a celle exposée en MP2I pour une application continue d'un
segment de R (qui est une partie compacte de R) dans R. [ ]

§ 9. CONNEXITE PAR ARCS

NoTATION. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide de A.

1. ARC JOIGNANT DEUX POINTS ET PARTIE CONNEXE PAR ARCS

DEFINITION 186 (ARC JOIGNANT DEUX POINTS). — Soit (a, b) € A?. Un arc tracé dans A joignant a et b est une
application continue :

¢:la,pl— A
ot & < f3 sont réels, telle que p(a) = a et p(f) = b.

EXERCICE 187 (PROPRIETES DES ARCS). — Soient a, b, c des points de A.
1. Donner un arc tracé dans A joignant a a a.
2. Soit y un arc tracé dans A joignant a a b. Donner un arc tracé dans A joignant b a a.

3. Soient y un arc tracé dans A joignant a a b et k¥ un arc tracé dans A joignant b a c. Donner un arc tracé dans A
joignantaac.

O

DEFINITION 188 (PARTIE CONNEXE PAR ARCS). — Soit A c E une partie non vide. On dit que A est connexe par
arcs si, pour tout couple (a, b) € A2, il existe un arc tracé dans A joignanta ab.

EXERCICE 189 (COMPOSANTES CONNEXES PAR ARCS D’UNE PARTIE). — Soit X une partie non vide de E. On définit la
relation ~ sur X par:

Y (x1,X2) € X2, X1 ~ X2 < il existe un arc tracé dans X joignant x; a x,.

1. Démontrer que ~ est une relation d’équivalence sur X.

2. Une classe d’équivalence pour la relation ~ est appelée composante connexe par arcs. Justifier que X est réunion
disjointes de composantes connexes par arcs.

EXERCICE 190 (GL,,(C) EST CONNEXE PAR ARCS). — Démontrer que GL,(C) est connexe par arcs. O

THEOREME 191 (LA CONVEXITE IMPLIQUE LA CONNEXITE PAR ARCS). — Une partie convexe de E est connexe
par arcs.

Exemple 192 (les boules sont connexes par arcs). — Une boule d’'un espace vectoriel normé est connexe par arcs.

DEFINITION 193 (PARTIE ETOILEE). — La partie A est dite étoilée si :

Jdape A, VaeA, [ap,alcA
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THEOREME 194 (LE CARACTERE ETOILE IMPLIQUE LA CONNEXITE PAR ARCS). — Une partie étoilée de E est
connexe par arcs.

THEOREME 195 (CARACTERISATION DES PARTIES CONNEXES PAR ARCS DE R). — Soit A c R une partie non
vide. Alors :
A est connexe par arcs < A est un intervalle.

EXERCICE 196 (OPERATION SUR LES PARTIES CONNEXES PAR ARCS). —
1. Lintersection de deux parties connexes par arcs est-elle connexe par arcs?

2. Une réunion de deux parties connexes par arcs est-elle connexe par arcs?

2. GENERALISATION DU THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

THEOREME 197 (IMAGE CONTINUE D’UNE PARTIE CONNEXE PAR ARCS). — Soient (F || - ||g) un espace vectoriel
norméet f: A— F une application continue. Alors :

A est connexe par arcs —>  f(A) est connexe par arcs.

EXERCICE 198 (SO2(R) EST CONNEXE PAR ARCS). — Démontrer que :
SO2(R):={A€ 4r(R) : AT A= D, et det(A) = 1}

est connexe par arcs. O

COROLLAIRE 199 (GENERALISATION DU THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES). — Soit f: A — R une
application continue.

A connexe par arcs
et — dacA, f(a)=0g.
I(a,a) € A%, flar)f(az) <0

DEMONSTRATION. — Limage f(A) de A par f est une partie connexe par arcs de R (théoréme 197), donc un intervalle
de R (théoreme 195). Comme f(x;) et f(x2) sont dans f(A), et de signes opposés, 0 se trouve donc aussi dans f(A) qui
est un intervalle de R. Donc 0 € R posséde au moins un antécédent par f dans A. [
EXERCICE 200 (GL,(R) N’EST PAS CONNEXE PAR ARCS). — Démontrer que GL, (R) n’est pas connexe par arcs. O

EXERCICE 201 (COMPOSANTES CONNEXES DE GL,(R)). — Démontrer que :

GL,(R)* := {A€ GL,(R) : det(A) > 0} et GL,(R)” :={AeGL,R) : det(A) <0}

sont les deux composantes connexes de GL;, (R). O
EXERCICE 202 (R ET R> NE SONT PAS HOMEOMORPHES). — Un homéomorphisme de R vers R? est une application
bijective et continue, dont la bijection réciproque est également continue. Démontrer qu’il n’existe pas d’homéomor-
phisme de R vers R?. O
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§ 10. ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE

NoTATION. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1. EQUIVALENCE DES NORMES ET INVARIANCE DES NOTIONS TOPOLOGIQUES

THEOREME 203 (EQUIVALENCE DES NORMES EN DIMENSION FINIE). — Toutes les normes sur E sont équiva-
lentes.

DEMONSTRATION. — o Toute norme de K” est équivalente a || - ||.o. Nous notons % = (ey, ..., e,) la base canonique
de K" et considérons une norme N sur cet espace.

- Premieére relation de comparaison entre N et || - ||o. On vérifie :
n
VxeK", N(x) < Niep) | Il xllo
k=1
N —t
=:a>0

en décomposant un vecteur de K" dans la base 98, grace a ses coordonnées, qui sont également ses compo-
santes ici.

- Compacité de la sphere unité de (K", || - |lo). La sphere unité de (K", || - lloo) :
S:={xeK" : [|xllo =1}
est fermée, bornée dans (K", || - ||o,), donc compacte dans (K", || - ||o,) (corollaire 178).
- Lanorme N induit une application numérique continue sur (K", || - ||o,). D’apres (a) I'application linéaire :

K% lee) — K'Y N)
f' !

— X

est continue. Composée avec 'application 1-lipschitzienne :

KY"N) — ®RID
N’ X —  N(x)

nous obtenons 'application continue :

K41 leo) — RI-D
Nef ’ x — N
- Deuxieme relation de comparaison entre N et || - ||, grace au théoréme des bornes atteintes. D’apres le théo-
reme des bornes atteintes, appliqué a la restriction de I'application continue N o f a la partie compacte S de
dans (K", || - lleo) :
(%) dxnmesS, VxeS, N(x, <Nx).
——

=p

Par séparation de la norme x,,, N(x;,) > 0. Nous déduisons de (x) que :

VxeE, PBllxlleo<N(X).

- Conclusion. D’apres (a) et (d), les normes N et || - [|o-

« Toute les normes de K" sont équivalentes. D’aprés ce qui précede, si N; et N, sont deux normes sur K”, alors elles
sont équivalentes a || - ||o,. Comme la relation « étre équivalentes » définie sur ’ensemble des normes de K" est une
relation d’équivalence, les normes N; et N, sont équivalentes entre elles.
¢ Toute les normes de E sont équivalentes. Considérons une base 9 = (uy, ..., u,) de E. Les applications :
K" — E
n E — K"

et
Xl X)) — Y X g V1 x — MatgT
k=1

4
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sont des isomorphismes réciproques 'un de I'autre. Considérons deux normes N; et N, sur E. Alors les applications :

Kn - R+ Kn - R+
n

¢ (-xl;---;-xn) — Nl( Xk'uk)
k=1

Nyo et Noog 1t

(xl’---)xn) — NZ( Xk'uk)

k=1
sont deux normes sur K”. D’apres ce qui préceéde, on déduit que :
3(“,ﬁ)€R>0XR>0, V(xly---;xn)EKn) aNl((P(xl’---yxn))gNZ((P(xl,---»xn))<ﬁN1((P(x1y---;xn))-

Gracea vy, il vient:
VxeE, aNi(x)<N(x)<pN(x).

Les normes N et N, sont donc équivalentes. |

PROPOSITION 204 (PROPRIETES TOPOLOGIQUES INTRINSEQUES EN DIMENSION FINIE). — Soient Ny et N>
deux normes équivalentes sur le K-espace vectoriel E de dimension finie.

1. Partie bornée. Une partie A de E est bornée pour la norme N si et seulement si elle est bornée pour la
norme N,.

2. Suite convergente. Une suite (Up) peN € EN converge vers ¢ € E pour la norme N, si et seulement si elle
converge vers ¢ pour la norme N».

3. Partie ouverte. Une partie A de E est ouverte pour la norme N si et seulement si elle est ouverte pour la
norme N,.

4. Partie fermée. Une partie A de E est fermée pour la norme N, si et seulement si elle est fermée pour la
norme N,.

5. Adhérence d'une partie. Si A est une partie de E, alors son adhérence pour la norme N; coincide avec son
adhérence pour la norme N.

6. Intérieur d'une partie. Si A est une partie de E, alors son intérieur pour la norme N coincide avec son
intérieur pour la norme N».

7. Frontiere d'une partie. Si A est une partie de E, alors sa frontiere pour la norme N coincide avec sa
frontiére pour la norme N5.

8. Compacité d'une partie. Une partie A de E est compacte pour la norme N si et seulement si elle est
compacte pour la norme Ns.

9. Connexité par arcs d'une partie. Une partie A de E est connexe par arcs pour la norme N si et seulement
si elle est connexe par arcs pour la norme No.

Sur un espace vectoriel de dimension finie, il est d'usage de ne pas préciser la norme que 1'on
Jes choisit. En effet, toutes les normes sont équivalentes sur un tel espace et, par conséquent, les
notions topologiques sont intrinseques, i.e. indépendantes de tout choix de norme.

2. CONVERGENCE DES SUITES EN DIMENSION FINIE

PROPOSITION 205 (CONVERGENCE D’UNE SUITE EN DIMENSION FINIE). — Soient 8 = (ey,...,ey,) une base de
E et une suite :

n
(xn = Z xkyn-ek) e EN.
k=1 neN

Alors la suite (x,) nen converge dans E si et seulement si : les n suites numériques (xk, n) LeN convergent dans K.
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3. COMPACITE EN DIMENSION FINIE

THEOREME 206 (COMPACITE EN DIMENSION FINIE). — Soit A une partie de E. Alors :

Aestcompacte <= A est fermée et bornée.

EXERCICE 207 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE DU GROUPE ORTHOGONAL ET DU GROUPE SPECIAL ORTHOGONAL). — Dé-
montrer que le groupe orthogonal :
0,(R):={Ae M,R) : AT A=1I,}

et le groupe spécial orthogonal :
SO, R):={A€0,[R) : det(A) =1}

sont des parties compactes de .4, (R). O

4. CARACTERE FERME D’UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE

THEOREME 208 (PROPRIETE TOPOLOGIQUE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE). — Soient
(E,N) un espace vectoriel normé (non nécessairement de dimension finie) et A un sous-espace vectoriel de di-
mension finie de F. Alors A est une partie fermée de F.

DEMONSTRATION. — Soit (@) nen € AN une suite qui converge vers x € F. Démontrons que x € A.
(a) Les a,, appartiennent a la trace d'une boule fermée de F sur A. Comme la suite (a,),en converge, elle est bornée.
Donc il existe r > 0 tel que, pour tout e N :

an € Bf(0,1) [boule fermée de centre 0 et de rayon r de F].

De plus, pour tout n €N, a, € A. Ainsi :
VYneN, a,€Br(0,r)NA.

(b) Br(0,r) N A est une partie compacte de (A,N,). La restriction N4 de la norme N a A définie une norme sur
I'espace vectoriel A. Nous remarquons que B¢ (0, r) N A coincide avec :

{ae A: Ny(x)<r}

qui n’est autre que la boule fermée de centre 0 et de rayon r de I'espace vectoriel normé (A, Na). Ainsi, Bf(0,r) N A
est-elle une partie fermée et bornée de I'espace vectoriel normé (A, N4). Comme A est de dimension finie, B¢(0,7r)n A
est compacte.
(c) Conclusion. D’apres (a) et (b), il existe une application ¢: N —— N qui est strictement croissante et un point
ac Atels que:

Ap(n) —= a [convergence au sens de la norme Ny (en particulier) donc au sens de la norme N ] .
n—+oo
Comme une suite convergente posséde une unique valeur d’adhérence, sa limite, il vient x = a € A. [
EXERCICE 209. — On munit E := €°([0,1],R) de la norme || - ||o. Soit F le sous-espace vectoriel de E formé des

fonctions polynomiales. F est-il fermé dans E? O

5. APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

THEOREME 210 (APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE). — Soit (E, || - ||g) un espace vectoriel normé
de dimension finie. Soit (F || - ||[g) un espace vectoriel normé. Toute application linéaire de (E,||-|lg) vers
(FE |l - ||g) est continue, i.e. :

% (E,F)=%(E,F).
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6. APPLICATIONS MULTILINEAIRES EN DIMENSION FINIE

THEOREME 211 (APPLICATIONS MULTILINEAIRES EN DIMENSION FINIE). — Si (Eq,|| - |1),..., (Ep |l - Il;,) sont
des espaces vectoriels normés de dimension finie et si (F || - ||) est un espace vectoriel normé, alors toute appli-
cation multilinéaire :

f:Eyx...xE,——F

est continue.

Exemple 212 (continuité du déterminant). — Si % = (ey,..., e;) est une base d'un espace vectoriel E de dimension
finie, alors le déterminant dans 28 est n-linéaire et continu. De plus, I'application déterminant :

Mn(K) — K

n
det’ M — det(M)

est continue. ]

Exemple 213 (continuité du produit matriciel). — Lapplication :

M) X Mp(K) — MK
# (A,B) —  AB

est bilinéaire et continue. ]

Exemple 214 (continuité de la composition d’applications linéaires). — Soient E, F,G des espaces vectoriels de di-

mension finie.
L (FGxZ(EF) — <2(EG
(v, u) — vou

est bilinéaire continue. ]
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