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REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES CHAPITRE

par David Blottiere, le 13 octobre 2023 a 07h03 5
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§ 1. LIMITE DE SUITE

1. SUITES CONVERGENTES

DEFINITION 1 (SUITE CONVERGEANT VERS ¢ € R). — Soit (u,)en une suite réelle. Soit ¢ € R. On dit que la suite
(un)en converge vers ¢ quand n tend vers +oo, et on note u, l, si

n—+oo

Ve€eRs, INEeN, VneN, n>N=|u,—¥¢|<e.

Représentation d'une suite convergeant vers ¢ € R

5..
X X
44 X
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.1 X X X X X X
l—¢
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N
_1.-

PROPOSITION 2 (UNICITE DE LA LIMITE D’UNE SUITE CONVERGENTE). — Soit (Uy) neN Une suite réelle conver-
gente. Alors le nombre réel ¢ tel que u,, ¢ est unique. On l'appelle limite de la suite (uy) nen et on le note

n—-+oo
lim u,.
n—+oo
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PROPOSITION 3 (CONVERGENTE —> BORNEE). — Toute suite réelle convergente est bornée.

EXERCICE 4. — Une suite réelle bornée est-elle nécessairement convergente ? O
EXERCICE 5 (SIGNE D’UNE SUITE CONVERGEANT VERS UN REEL STRICTEMENT POSITIF). — Soit (i;,) ,eN Une suite réelle
convergente de limite ¢ > 0. Démontrer que u,, est strictement positif a partir d'un certain rang. O
EXERCICE 6. — Une suite réelle convergente est-elle nécessairement monotone a partir d'un certain rang? O
EXERCICE 7. — Une suite de réels strictement positifs, convergente, de limite nulle est-elle nécessairement décrois-
sante a partir d'un certain rang? O
EXERCICE 8 (ECRITURE FORMELLE DE DEUX PROPRIETES). — Soit (i45) neN une suite réelle et soit £ € R. Exprimer les

propriétés suivantes sous forme quantifiée.
1. (un) nen Ne converge pas vers £.

2. (Up)neny Nadmet pas de limite finie.

THEOREME 9 (OPERATIONS SUR LES SUITES CONVERGENTES). —
Lensemble %, des suites réelles convergentes indexées par N est une sous-algeébre deRN, i.e. :

1. la suite constante nulle appartient a #;

2. l'ensemble & est stable par somme :
V(an)nen € ¢, ¥ (Dn)neN € Fe,  (An+ bp)nen € F¢
3. l'ensemble &, est stable par multiplication par un scalaire :
V(an)neN € F, VYAER, (Aap)pen € F
4. l'ensemble #; est stable par multiplication interne :

V(an)neN € Fe; ¥V (Bp)peN € Fo,  (@nbp)pen € S .

Lapplication :
& — R
(ap)nen — lim ay,
n—-+o0

est un morphisme de R-algebres, i.e. :

1. l'application est linéaire :

V(an)nen € o, ¥ (bn)nen € Fo, VLW €R?, Him Aan+pby=A lim ap+p lim by

2. limage de la suite constante égale a 1 (qui est le neutre de ¥, pour la multiplication interne) est le réel 1
(qui est le neutre de R pour la multiplication)

3. l'application respecte le produit interne

V(@n)neN € Foy ¥ (Bdnen€ Fer  Nim ayby=( lim_ay)( lim by).

Soit (Up) nen € S telle que uy, # 0 pour tout n €N, i.e. (Uy) nen € S est un élément inversible de #,;. On suppose
que?:= lim u,#0.Alors
n—--+oo
1 . 1
(—) €S et lim —=
neN

1
U n—+oo y, /£ ’
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EXERCICE 10 (CONVERGENCE DU CARRE D’UNE SUITE VERSUS CONVERGENCE DE LA SUITE ELLE-MEME). — Soit (i45) neN
une suite réelle.

. 2 P .
1. Si (un)neN converge, alors (i) ,en converge-t-elle nécessairement?
. 2 3 .
2. Si (un) nen converge vers 0, alors () en converge-t-elle nécessairement vers 0?2

O
0. Peut-on affirmer lim a,=
n—+oo

EXERCICE 11. — Soient (a;) nen €t (by) nen deux suites réelles telles que a,,—b;, -
n—+oo

lim b,? O
n—-+oo

THEOREME 12 (PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE LARGE). — Soient () nen et (V) nen deux suites
réelles. On suppose que :

(H1) la suite (un) nen est convergente;
(H2) la suite (vy,) neN est convergente;
(H3) up < vy apartir d'un certain rang.

Alors lim u, < lim wu,.
n—+oo n—+oo

EXERCICE 13. — Soient (1) zeN €t (V) nen deux suites réelles convergentes. On suppose que, pour tout n € N, u, <

Un. A-t-on nécessairement lim u, < lim wu,? O
n—-+oo n—-+oo

THEOREME 14 (ENCADREMENT). — Soient (ay)neN, (bn)nen et (Cn) nen trois suites réelles. On suppose que :
(H1) la suite (a,)eN est convergente;

(H2) la suite (cp) nen est convergente;

(H3) lim a,= lim c;;

n—-+oo n—--+oo

(H4) a, < by, < ¢y, a partir d'un certain rang.

Alors

(C1) la suite (by,) nen converge;

(C2) lim b,= lim a,= lim c,.
n—+oo n—-+o0o n—+oo

EXERCICE 15. — Démontrer :

cos(n)
- 0
n n—+oo
puis proposer une généralisation du résultat.
O
EXERCICE 16 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE (sin(n) ,en). — Démontrer que la suite (sin(n)) ,en diverge. ]

2. SUITES DIVERGEANT VERS —00

DEFINITION 17 (SUITE DIVERGEANT VERS —00)). — S0it (1) neN Une suite réelle. On dit que u,, tend vers —oo
quand n tend vers +oo, et on note uy, —00, Si

n—-+oo

VAE€R, dNEN, VneN, n>2N=u, <A

THEOREME 18 (DOMINATION POUR LA DIVERGENCE VERS —00). — Soient (i) nen et (Vy) nen deux suites réelles
telles que u, < v, a partir d'un certain rang.

Upn 00 = Uy———— -0

n—+oo n—+oo
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3. SUITES DIVERGEANT VERS +00

DEFINITION 19 (SUITE DIVERGEANT VERS +00). — S0if (Uy) neN Une suite réelle. On dit que u,, tend vers +oo
quand n tend vers +oo, et on note uy, +00, Si

n—-+oo

VAE€R, INEN, VneN, nzN= u, = A.

Représentation d'une suite divergeant vers +oo
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THEOREME 20 (DOMINATION POUR LA DIVERGENCE VERS +00). — Soient () nen et (Vy) nen deux suites réelles

telles que u, < v, a partir d'un certain rang. Si u, +o00 alors vy,
n—-+oo n—- -+oo

+00.

4. UNE SELECTION D’EXERCICES

EXERCICE 21. — Démontrer n!

n—-+oo —+00

n
+00, puis 1~ 1. O
puis ) k! n
k=0
EXERCICE 22 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE REELLE GEOMETRIQUE). — Soit g € R. Quel est le com-
portement asymptotique de la suite (¢") . ? O
EXERCICE 23 (OPERATIONS SUR LES SUITES DIVERGEANT VERS L'INFINI). — Enoncer et démontrer les résultats sur les
opérations sur les suites réelles divergeant vers I'infini. O

EXERCICE 24 (CROISSANCES COMPAREES). — Soient des nombres réels a, 8, g strictement positifs. Enoncer les résul-
tats sur les croissances comparées des suites :

(na)neN (lnﬁ(n)) * (qn)neN (n) pen -
neN
Comment peut-on les établir? O
EXERCICE 25 (FORMALISATION DE LA NON DIVERGENCE VERS +00). — Soit (#,) ,en une suite réelle. Exprimer a 'aide
d’une proposition logique quantifiée I'assertion : « (i) ,en ne tend pas vers +o0o ». O

EXERCICE 26. — Une suite réelle qui ne tend pas vers +oo est-elle nécessairement majorée? O

EXERCICE 27. — Une suite qui tend vers +oo est-elle nécessairement croissante a partir d'un certain rang? O
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EXERCICE 28 (SUITE REELLE NON MAJOREE). — Soit (1) nen une suite réelle non majorée. Démontrer qu’il existe une

application ¢: N — N, strictement croissante, telle que 1y > too. )
n—-+00

EXERCICE 29 (UNE VERSION DU CRITERE DE D’ALEMBERT POUR LES SUITES). — Soit (#;) ,en une suite de nombres

réels strictement positifs. On suppose qu’il existe ¢ € R tel que dad —= 4
u, nh—+o

0si¢<1.

1. Démontrer que uy
n—-+oo

+oosil >1.
o0

2. Démontrer que uy,
n—

3. Que peut-on dire du comportement asymptotique de (#,) pen Si € =17

EXERCICE 30. — Soit x € R.

X
1. Justifier que le nombre In (1 + —) est bien défini a partir d'un certain rang n,.
n

. x\n
2. Etudier le comportement asymptotique de la suite ((1 + —) ) .
n nzny

EXERCICE 31 (LA FORME INDETERMINEE 17%°), —

1. Soit ¢ > 0. Donner une suite (u,) ,en convergeant vers 1 et telle que u)! /.

n—-+o0o
2. Donner une suite (v,) ,en convergeant vers 1 et telle que v},

+00.
n—+oo

3. Donner une suite (wy) ,en convergeant vers 1 et telle que la suite (w,’{) s @it ni limite finie ni limite infinie.

EXERCICE 32. — Quel peut étre le comportement asymptotique d'une suite réelle?

§ 2. THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE ET CONSEQUENCES

THEOREME 33 (LA LIMITE MONOTONE). — Soit () ,eN Une suite réelle croissante.

1. Si(up)nen est majorée, alors elle converge vers sup u,,.
neN

2. Si(un)nen nest pas majorée, alors elle diverge vers +oo.

Remarque 34. — Ce théoréme d’existence « abstraite » de limite est un outil puissant pour construire de nouveaux
nombres. Il a des applications trés riches, dans la théorie des séries numériques par exemple. ]

EXERCICE 35. — Soit (#,) zen une suite réelle, décroissante et minorée par 0. A-t-on nécessairement u,

0?20
n— 400

COROLLAIRE 36 (THEOREME DES SUITES ADJACENTES). — Soient (1) neN et (Vn) nen des suites réelles. On sup-
pose que

(H1) (uy)nen est croissante;

(H2) (V) nen est décroissante;

(H3) up— vy 0.

Alors

(C1) (up)nen converge;

n—+oo

(C2) (vn)nen converge;

(C3) lim u,= lim v,;
n—+oo n—-+oo

(C49) YVkeN, wy<ur< lim u,= lim v, <v;< .
n—-+o0o n—+oo

Remarque 37. — Le théoréme des suites adjacentes est, avant tout, un critére de convergence pour deux suites. Le
résultat sur la valeur commune des deux limites est trivial, une fois les deux convergences établies. ]
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EXERCICE 38. Que peut-on dire de deux suites réelles (u,,) ,en €t (V) nen Vérifiant seulement les hypotheses (H1)
et (H2) du théoréme des suites adjacentes? O

EXERCICE 39 (THEOREME DES SEGMENTS EMBOITES). — Soient (a,) nen €t (by) nen des suites réelles telles que a, < by,
pour tout n € N. Pour tout n € N, on pose K}, := [a,, by], le segment d’extrémités a,, b,. On suppose que :

(H1) lasuite (Kj)en est décroissante au sens de 'inclusion, i.e. K,,+1 < K}, pour tout n € N;

(H2) longueur(K,):= b, —a, —— 0.

n—-+oo
Démontrer que [ ] K, est un singleton, i.e. il existe £ € R tel que (] K, = {¢}. O
neN neN
EXERCICE 40. — Que dire d’une suite (K,),en de segments de R décroissante au sens de l'inclusion (i.e. vérifiant
uniquement ’hypothese (H1) du théoreme des segments emboités) ? O

EXERCICE 41 (liminf ET limsup D’UNE SUITE REELLE BORNEE). — Soit (1) ,eN Une suite réelle bornée. Pour tout
neN, on pose :

vy = inf u, et Wy 1= SUp Up.
p=n p=n

1. Démontrer que les suites (v,;) nen €t (Wy) nen SONt convergentes.

2. Que peut-on dire de plus, dans le cas ol (1) ,en converge?

§ 3. VALEUR D’ADHERENCE

DEFINITION 42 (SUITE EXTRAITE ET VALEUR D’ADHERENCE). — S0it (uy) nen Une suite réelle.

1. On appelle suite extraite de (u,) neN, toute suite (Upn)) neN, 0lt @ : N — N est une application strictement
croissante.

2. Unnombreréel ¢ est appelée valeur d'adhérence de la suite (uy,) nen S'il existe une suite extraite de (Un,) nen
convergeant vers £ .

EXERCICE 43 (CALCULS DE QUELQUES VALEURS D’ADHERENCE). —

1. Soit (u,) nen définie par u,, = (—1)", pour tout n € N. Démontrer que —1 et 1 sont des valeurs d’adhérence de la
suite (uy) neN-

2. Soit (vy)nen définie par v, = n (1+ (—=1)"), pour tout n € N. Déterminer une valeur d’adhérence de la suite
(Un)neN.

O

PROPOSITION 44 (VALEUR D’ADHERENCE D’UNE SUITE CONVERGENTE). — So0it (Up)nen Une suite réelle
convergeant vers ¢ € R. Toute suite extraite de (un) nen converge vers ¢ et donc la suite (uy,) nen e possede qu'une
valeur d’adhérence : ¢.

EXERCICE 45 (SUITE EXTRAITE DES TERMES D’INDICES PAIRS ET SUITE EXTRAITE DES TERMES D’INDICES IMPAIRS). —
Soit (#,)nen une suite réelle. On suppose que les suites (U2,,) neN €t (U2n+1) nen convergent. Donner une condition
nécessaire et suffisante portant sur ces deux suites extraites, pour que (i) ,eN cOnverge. O

EXERCICE 46 (CRITERE POUR ETRE VALEUR D’ADHERENCE D’UNE SUITE). — Soit (¢,,) ,en une suite réelle et soit £ € R.
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est une valeur d’adhérence de (1) nen.

2. Ve>0, VNeN, In>N, |u,-¥¢|<ec.

3. Pourtout e >0,'ensemble {n € N : |u, — ¢| < €} est infini.
4

. Il existe une suite d’entiers naturels strictement croissante (k) sen telle que ug, — /.
n—=+oo
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EXERCICE 47 (ENSEMBLE DE VALEURS D’ADHERENCE). —
1. Déterminer toutes les valeurs d’adhérence des suites (1) ,en définie par u,, = (-1)", pour tout n € N.
2. Déterminer toutes les valeurs d’adhérence des suites (v;,) nen définie par v, = n (1+ (-=1)"), pour tout n € N.

Exemple 48. — Un sous-groupe de (R, +) est monogene ou dense dans R. Grace a ce résultat, on peut démontrer que
I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos(n)) ,en est le segment [—1,1]. |

EXERCICE 49. — Une suite réelle ayant une unique valeur d’adhérence est-elle nécessairement convergente? O
EXERCICE 50. — Une suite réelle possede-t-elle toujours une valeur d’adhérence? O

EXERCICE 51. — Soit () zen une suite réelle. Soient ¢: N — N et ¢: N — N deux applications strictement crois-
santes. Les suites

(Ugoy(n)) neN et (Uyop(n)) neN

sont-elles des suites extraites de (tpn)) neN? O

§ 4. THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

THEOREME 52 (BOLZANO-WEIERSTRASS). — Toute suite réelle bornée admet au moins une valeur d’adhé-
rence.

COROLLAIRE 53 (SUITE REELLE BORNEE AYANT UNE UNIQUE VALEUR D’ADHERENCE). — Toute suite réelle bor-
née ayant une unique valeur d'adhérence converge.

EXERCICE 54 (SUITES EXTRAITES DE DEUX SUITES, CONVERGENTES ET AYANT DES INDICES COMMUNS). — Soient (¢;) nen
et (v,) nen deux suites réelles bornées. Démontrer qu’il existe une application ¢: N — N strictement croissante telle
que les suites (Ugp(n)) neN €t (Vpm)) nen convergent. ]

EXERCICE 55 (VALEURS D’ADHERENCE IDENTIQUES). — Soient (i) eN €t (V5)nen deux suites réelles telles que u,, —
Un 0. Démontrer que (i) neN €t (V) nen ont les mémes valeurs d’adhérence. O

n—+oo

EXERCICE 56 (BORNE SUPERIEURE, BORNE INFERIEURE ET VALEURS D’ADHERENCE). — Soit (1) ,eN Une suite réelle
bornée. Soit A’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,) ,en. Démontrer que A admet une borne supérieure
et une borne inférieure, et que inf(A) et sup(A) appartiennent a A. O

EXERCICE 57 (LEMME DE LA PUCE). — Soit (i;;) en une suite réelle bornée telle que :

0.

Un+1 = Un - —

Démontrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de (1) ,en €st un segment. O

Remarque 58. — Le théoreme de Bolzano-Weierstral permet de démontrer plusieurs théoremes fondamentaux, por-
tant sur les fonctions définies et continues sur un segment de R. Nous en mentionnons deux.
1. Lethéoreme de Heine
Soient a et b des nombres réels tels que a < b. Soit f: [a, b] — Rune fonction continue. Alors f est une fonction
uniformément continue, i.e. :

Ve>0, Ja>0, V(x,yela b |x-y|<a= |f)-f)|<e.

2. Lethéoréme des bornes atteintes
Soient a et b des nombres réels tels que a < b. Soit f: [a, b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et
atteint ses bornes, i.e. :

3 (xXm, xm) € la, bI%, Vxela,bl, f(xm)<fx)<fxm) .
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§ 5. LIMITE INFERIEURE ET LIMITE SUPERIEURE (HP)

On étudie plus en profondeur des notions rencontrées lors de la résolution de 'exercice 41.

DEFINITION 59 (LIMITE SUPERIEURE ET LIMITE INFERIEURE). — Soit (14,,) nen Une suite réelle bornée.

1. La suite | sup up est décroissante et minorée. Elle converge donc vers inf sup u,. On appelle limite
P2n ) peN neN p>n

supérieure de (1) nen et on notelimsup u,, la limite de la suite (sup up) , e :
pzn neN

limsup uy, := inf supu, = lim supu
: p p-
N p>n nTERp>n

2. La suite ( inf up) est croissante et majorée. Elle converge donc vers sup inf uy,. On appelle limite in-
pzn neN neNpzn

feérieure de (u,) nen et on noteliminfu,, la limite de la suite ( inf u,,) ,Le.:
p=n neN

liminfu, :=sup inf u, = lim inf u,.
neN p=n n—+0p=n

PROPOSITION 60 (LIMITE INFERIEURE, LIMITE SUPERIEURE ET VALEUR D’ADHERENCE). — S0it (Up)neNn UNE
suite réelle bornée.

1. limsup u, etliminfu, sont des valeurs d'adhérence de la suite (un) nen-
2. limsupu,, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy,) neN.

3. liminfu,, est la plus petite valeur d'adhérence de la suite (up,) neN.

EXERCICE 61 (UN CRITERE DE CONVERGENCE VIA limsup ET liminf). — Soit (u,) ,en une suite réelle bornée. Démon-

trer que (u,) ,en converge si et seulement si limsup u,, = liminfu,,. O
EXERCICE 62 (SUITES SOUS-ADDITIVES). — Soit (i) ,en une suite de nombres réels positifs telle que :
V(n,m)ENz, Up+im < Up + Up,.

1. Soit (n,m) e N* x N* tel que n < m. Démontrer qu'il existe re Ntelque r < net:
u U, U
me Ty T

m n m

Up . . Up
2. Onsuppose (—) bornée. Démontrer que (—) converge.
n /neN n /neN
O
§ 6. SUITES COMPLEXES
DEFINITION 63 (CONVERGENCE D’UNE SUITE A VALEURS COMPLEXES). — Soif (i) nen UNe suite de nombres
complexes, soit ¢ € C. On dit que la suite (1) ,en converge vers ¢ et on écrit uy, — lsi:
—+00
Ve>0, IAN.eN, VneN, n>Ny = |u,—¥l|<e.
Remarque 64. — Dans la définition 63, le symbole | - | désigne le module. ]

PROPOSITION 65 (CONVERGENCE VIA LES PARTIES REELLE ET IMAGINAIRE). — Soit (U;)neN Une suite de
nombres complexes, soit ¢ € C. La suite (u,) ,en converge vers ¢ si et seulement si la suite (Re(u,)) nen converge
vers Re(¢) et la suite (Im(uy)) nen converge vers Im(£).
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Remarque 66 (Concepts et résultats sur les suites réelles qui s’étendent aux suites complexes). —
o Les Théoremes d’opérations.
e Lanotion de valeur d’adhérence.

o Le Théoreme de Bolzano-Weierstrall.

]
Remarque 67 (Concepts et résultats sur les suites réelles qui ne s’étendent pas aux suites complexes). —
» Lanotion de suite monotone et le Théoréme de convergence monotone.
o Le Théoréme de passage a la limite dans une inégalité large.
e Le Théoréme d’encadrement.
» Lanotion de suites adjacentes, le théoréme des suites adjacentes.
o Lanotion de limite supérieure et de limite inférieure.
]
EXERCICE 68 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE COMPLEXE GEOMETRIQUE). — Soit g € C. Quel est le
comportement asymptotique de la suite (g") neN Y O

EXERCICE 69 (MODULE ET ARGUMENTS). Soit (0) nen une suite de réels positifs. Soit (6,,) ,en une suite de réels. On
suppose que la suite (z;) 4eN, de terme général

Zp = ppe'fn

est convergente et on note z = pe’? sa limite (que 'on suppose non nulle), oi1 p est un réel positif et 6 un réel.
1. Les suites (p,)nen €t (0,) nen convergent-elles nécessairement?

2. Reprendre la question 1 avec I’hypotheése additionnelle suivante.

(H1) VneN, 0,€10—m,0 + 7]

3. Reprendre la question 1 avec les hypothéses additionnelles suivantes.

(H1) VneN, 0,€10 —m,0 + ]
(H2) p>0

O

Remarque 70. — Le théoreme des segments emboités (cf. exercice 39) n’a pas de sens tel quel dans C, mais peut étre
reformulé de maniere satisfaisante (cf. exercice 71). ]

EXERCICE 71 (UNE VERSION DU THEOREME DES SEGMENTS EMBOITES DANS C). — Soit une suite (E(an, rn)) N de
ne

boules fermées de C, décroissante au sens de 'inclusion, telle que r, 0. Démontrer qu'il existe ¢ € C tel que :

n—-+oo

() Blan, ) = {¢}.

neN
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