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NoTATION. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps.

§ 1. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

1. DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE ET PROJECTEURS

NOTATION. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel.

PROPOSITION 1 (PROJECTEURS ASSOCIES A UNE DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE). — Soient un entier

p
p =2 etE,..., E)y des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @Ei. Pour touti € |1, p], n; désigne la projection
i=1

p
de E sur E; parallelement a @D E; :
=1
J#i

T

EEj
Alors :

p
Y mi=idg et Vi, pell,n]? i#j = 7iomj=0gm).
i=1

EXERCICE 2. — Soient un entier p > 2 et 7y,..., T, des projecteurs de E tels que :

p
Y mi=idg et (VG,pe1,n]? i#j=mion;=0g@).
iz

p
Démontrer que E = P Im (;). O
i=1

2. DIMENSION D’UNE SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

PROPOSITION 3 (DIMENSION D’UNE SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS). — Soient un entier p > 2 et
Ey,..., Ep des sous-espaces vectoriels de E, que nous supposons ici de dimension finie.
p p
1. dim| ) E;| <) dim(E))

i=1 i=1

P
=) dim(E)).

p
2. La somme Z E; est directe si et seulement si dim
i i=1

i=1

p
2 Ei
i=1

ELEMENTS DE DEMONSTRATION. — Lapplication :
n n
[1E: - Y Ei
Flo =
(X1, Xp) = Xi+...+Xp

est linéaire et surjective. O
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PROPOSITION 4 (CONSTRUCTION D’APPLICATIONS ET DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE). — Soient un en-
p
tier p > 2, Ey,..., Ey des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @Ei et F un K-espace vectoriel.
i=1

p
V..., up) € [[L(Ei,F), JueZ(EF), Vie[l,pl, ug=u.

i=1

3. SOMMES ET PRODUITS DE MATRICES DEFINIES PAR BLOCS

Remarque 5 (découpage d’une matrice en blocs). — Soient un entier n > 2 et p € [1,n—1]. Il est parfois utile de
considérer une matrice de .4/, (K) comme une matrice par blocs :

¢ o)

olt A€ Mp(K), B Mppnp(K), CEMn_ppK) et DE My_pnpK. U

THEOREME 6 (SOMME ET PRODUIT DE MATRICES PAR BLOCS). — Les matrices par blocs s'additionnent et se
multiplient comme des matrices 2 x 2. Plus précisément, soient :

_ A1 B _ A, B
Ml = (Cl Dl) et M2 = (Cz Dz)

avec : (A1, Az) € Mp(K)?, (B1, By) € Mp,n—p(K)?, (Cy,Co) € My p,p(K)? et (Dy, D2)* € My pn—pK)*. Alors :

A1Ay+B1Cy A1By+B1D;

_(A1+A2 Bi1+B
M1+M2—( ) CiA2+D1Cy, C1By+D1Dy)°

Cl + C2 D1 +D2 2 M1M2 - (

Remarque 7. — On peut généraliser ces formules a une décomposition en un nombre arbitraire de blocs. [

EXERCICE 8 (PUISSANCES D’UNE MATRICE DIAGONALE PAR BLOCS). — Soient ny,..., 1, des nombres entiers naturels
non nuls. Soient A; € Maty, (K), ...,Ap € Maty, (K). Quel lien existe-t-il entre les puissances de la matrice

Ay

Ap
et les puissances des matrices Ay, ..., Ap? O

EXERCICE 9 (INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE MATRICE PAR BLOCS). — Soient E un K-espace vectoriel de di-
mension finie 7 > 2 muni d'une base % = (ey, ..., ep) et u € £ (E). Considérons la décomposition par blocs de Matg (1)
suivante :

A B
Matg(u) = (C D)

ou A€ MyK), Be Myn-pK), Ce My—ppK)etDe My pnpK). Interpréter géométriquement chacun des blocs
AB,C,D. |

1 L
EXERCICE 10. — Soient M € GL,(K), Le #,,,(K) et P = (0 M)‘ Démontrer que P est inversible et exprimer P len

fonctionde M~ ! et L. O

EXERCICE 11. — Soient A € GL,(K), C € M} n-p(K), D € GLy—p(K). Démontrer que M = (g‘ g) est inversible et

exprimer son inverse en fonction de A~', D! et C. O
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4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE DEFINIE PAR BLOCS

THEOREME 12 (DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE PAR BLOCS). —

1. Soit M = (13 g), ot A€ My(K), Be Mpn—pK), D€ My p(K). Alors Det(M) = Det(A) x Det(D).

2. Plus généralement, siny, ..., n, sont des nombres entiers naturels non nuls, si

Ay % ... %

*

Ap

oit Ay € Maty, (K), ...,Ap € Maty,, (K), alors Det(M) = Det (A;) x ... x Det(Ap).

Remarque 13. — Ce théoréme est valable pour des matrices triangulaires inférieures par blocs. ]

EXERCICE 14 (DEMONSTRATION ALTERNATIVE DU THEOREME 12). — Soient A € #,(K), B € M n—p(K) et D € M} (K).

1. Démontrer :

In-p 0)_ A B\
Det( 0 A)—Det(o In_p)—Det(A).

2. En écrivant judicieusement (0 D

) comme un produit de deux matrices, démontrer la premieére assertion du
Théoreme 12.

3. En déduire la deuxieme assertion du Théoréme 12.

EXERCICE 15. — Soient (4, B,C, D) € .4,,(K)* telles que C et D commutent et D soit inversible. Démontrer que :

A B
Det(c D) =Det(AD - BC).
. L. . D-BC B . .
Indication : on pourra écrire la matrice 0 D comme un produit de deux matrices.

EXERCICE 16. — Soit (4, B) € .4, (R)?.

1. Démontrer que : Det (2 i) =Det(A+ B)Det(A— B).

A B
2. Démontrer que : Det (_ B A) = Det(A + iB)Det(A — iB). Indication : On pourra multiplier certaines lignes et

B ; P .
colonnes de ( ) par i et effectuer des opérations sur les lignes et les colonnes.

-B A

. A B
3. Démontrer que : Det(_B A

)20.

4. Supposons que AB = BA. Démontrer que : Det(A? + B?) > 0.

5. Démontrer que I'inégalité de la question 4 ne vaut pas nécessairement, lorsque A et B ne commutent pas.
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5. SOUS-ESPACES STABLES ET ENDOMORPHISMES INDUITS

NOTATION. — Dans cette partie, on note E un K-espace vectoriel,

DEFINITION 17 (SOUS-ESPACE STABLE PAR UN ENDOMORPHISME). — Soient u € £ (E) et F un sous-espace
vectoriel de E. On dit que F est stable par u, ou que u stabilise F, si u(F) C F, i.e. si:

VxeF, u(x)eF

Remarque 18. — Les sous-espaces vectoriels {0z} et E sont stables par tout endomorphisme de E. [

DEFINITION 19 (ENDOMORPHISME INDUIT). — Soient u € £ (E) et F un sous-espace vectoriel de E, qui est
stable par F. Lapplication ur définie par :

F — F

U,
Flx — u(x)

est un endomorphisme de F, appelé endomorphisme de F induit par u.

EXERCICE 20 (ENDOMORPHISME DE R® STABILISANT UN PLAN). —
1. Démontrer que le plan F de R® d’équation x + y + z = 0 est stable par I'endomorphisme :

R3 — R3
(x,y,2) — (2x+y+z,x+2y+z,x+y+2z)

2. Déterminer la matrice de yr dans la base ((1,-1,0),(1,0,-1)) de F.
3. Reconnaitre 'endomorphisme ur de F?

O

EXERCICE 21 (UN ENDOMORPHISME STABILISANT TOUTE DROITE EST UNE HOMOTHETIE). — Soit u € £ (E) stabilisant
toute droite de E.

1. Démontrer que:
Vxe E\{0g}, I'1;eK ux)=A2A-x
2. Soient x, y deux vecteurs liés de E'\ {0g}. Démontrer: A, = Ay.
3. Soient x, y deux vecteurs libres de E\ {Og}. En considérant le vecteur x + y, démontrer: A, = A,.
4. En déduire que u est une homothétie.

O

EXERCICE 22 (UN SOUS-ESPACE STABLE N’ADMET PAS NECESSAIREMENT UN SUPPLEMENTAIRE STABLE). — Soit f I'en-
domorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique %, = (e}, e2) est :

11
Matg, (f) = (0 1).

1. Déterminer toutes les droites de R? stables par f.

2. Soit D une droite stable par f. Justifier que D ne posséde aucun supplémentaire stable par f.

O
EXERCICE 23 (ENDOMORPHISME DE R? NE POSSEDANT PAS DE SOUS-ESPACE STABLE NON TRIVIAL). — Donner un
exemple d’endomorphisme de R? ne possédant aucun sous-espace stable non trivial. O
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6. SOUS-ESPACES STABLES D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

CONVENTION. — Dans la suite, on suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

DEFINITION 24 (BASE ADAPTEE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL). — Soit F un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie p > 1. Une base (ey, ..., ey) de E est dite adaptée a F si (el, e e,,) estunebasedeF.

Remarque 25 (existence et construction d’'une base adaptée a un sous-espace vectoriel). — On conserve les notations
de la définition 24. Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p > 1, ( fireeo fp) une base de F et
(e1,...,ey) une base de E. D’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe (n—p) entiers 1 <i) < iz <...<ipp<n

tels que la famille 98 := (fl, ceo i ei,,,p) soit une base de E. Le base 28 de E ainsi construite est adaptée a F. =

DEFINITION 26 (BASE ADAPTEE A UNE DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE). — Soient un entier p > 2 et des
sous-espaces vectoriels de E notés Ey, Ey, ..., Ey, de dimensions respectives ny > 1,np > 1,...,n, > 1, tels que

p P
E=DE,;. Unebase (ey,...,e,) deE est dite adaptée i la décomposition en somme directe E = @D E; si :
i=1 i=1

(e1,...,en,) est une base de E ;
(eny+1,---,€ny+n,) est une base de E, ;

(eny+npt.tmtly e s €nyemys . npng,, ) €St une base de Eg.y ;

(en1+n2+...+n,,_1+1. ceor @Ryt gt Rp 1 1y = en) est une base de Ep.

Remarque 27 (existence et construction d’'une base adaptée a une décomposition en somme directe). — On conserve
les notations de la définition 26. Pour tout k € [1, p], soit By = (ek,l, ey eky,,k) une base de Fj. Alors la famille

B .= (61,1,...,61,711,62,1,...,ezynz,...,ep'l,...,ep,np)
obtenue en concaténant les familles %y, ...,98, est une base de E, qui est adaptée a la décomposition en somme

p
directe E =P E;. =
i=1

PROPOSITION 28 (MATRICE D’UN ENDOMORPHISME DANS UNE BASE ADAPTEE). —

1. Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension p > 1. et u € £ (E). Alors F est stable par u si et
seulement si pour toute base B de E adaptée a F :

A
Matg(u) = (0 g)

ol A€ My(K), CE My n—p(K) et D € My p(K).

2. Soientun entierp > 2 et Ey, ..., E), des sous-espaces vectoriels de E de dimensions respectives ny > 1,ny >

p
1,...,np 21, tels que E = @Ei. Soit u € £ (E). Alors chacun des espaces Ey, ..., Ep est stable par u si et
i=1

p
seulement si pour toute base 98 adaptée a la décomposition @ E,=E:
i=1

Ar 0
Matg (u) = o [ matrice diagonale par blocs|
0 A,

ot pour tout k € [1, p||, Ax € My, (K).
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§ 2. ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME, D’UNE MATRICES CARREE

NOTATION. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel non réduit a {0g}.

1. DEFINITION DES ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME

DEFINITION 29 (VALEUR PROPRE ET VECTEUR PROPRE D’UN ENDOMORPHISME). — Soientu e £ (E) et A € K.

1. Le scalaire A est une valeur propre de u si :
dxe E\{0g} u(x)=A1-x.

2. Si A est une valeur propre de u, alors tout vecteur x € E\{0g} vérifiant u(x) = Ax est appelé vecteur propre
associé a la valeur propre A.

Remarque 30 (des vecteurs propres). —
1. Le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre.

2. Un vecteur propre n’est jamais unique. En effet soit A une valeur propre de u € &£ (E) et soit x un vecteur propre
associé a la valeur propre A. Alors tout vecteur y := k- x, ot k € K*, est vecteur propre associé a la valeur propre

A.
[
EXERCICE 31 (EXISTENCE D’UNE VALEUR PROPRE VS. EXISTENCE D’UNE DROITE STABLE). — Soit u € &£ (E).
1. Montrer que s'il existe une droite vectorielle D de E stable par u, alors u posséde une valeur propre.
2. Etudier la réciproque.
O

PROPOSITION 32 (CRITERE POUR ETRE VALEUR PROPRE VIA 'ENDOMORPHISME u—Aidg). — Soientu € &£ (E)
etAeK. Alors:
A est valeur propre de u = u— Aidg nest pas injectif.

DEFINITION 33 (SPECTRE D’UN ENDOMORPHISME). — Le spectre de u € £ (E), noté Spec(u), est l'ensemble de
ses valeurs propres :
Spec(u) :={A €K : Ix€ E\{0g}, u(x) = A-x}.

DEFINITION 34 (SOUS-ESPACE PROPRE ASSOCIE A UNE VALEUR PROPRE). — Soit u € £ (E), soit A € Spec(u).
Le sous-espace propre associé a la valeur propre A, noté Ej (u), est défini par :

Ejy(u):={x€E: ux)=A-x} =Ker(u—A-idg).

Remarque 35 (des espaces propres). —

1. Lesous-espace propre Ej (1) est un sous-espace vectoriel de E. En effet, Ej (1) estle noyau d'un endomorphisme
de E.

2. Le sous-espace propre E) (u) est formé de tous les vecteurs propres associés a la valeur propre A et du vecteur
nul.

3. Le sous-espace propre E;(u) n'est jamais réduit au singleton vecteur nul. Par conséquent, si E; (1) est de di-
mension finie, alors :

dim (E; (w)) > 1.

[
Remarque 36 (CNS pour que 0 soit valeur propre). — Soit u € £ (E).
1. Le scalaire 0 est valeur propre de u si et seulement si u n’est pas injectif.
2. Si0 e Spec(u), alors Ey(u) = Ker (u).
[
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2. DETERMINATION DES ELEMENTS PROPRES D’ENDOMORPHISMES USUELS

EXERCICE 37 (ELEMENTS PROPRES D’UNE HOMOTHETIE). — Soit A € K*. On pose u := 1idg. Déterminer les valeurs
propres et les sous-espaces propres de u. O

EXERCICE 38 (ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT EST {Og}). — Soit u € £ (E). On suppose que
u est nilpotent, i.e. qu'il existe n € N* tel que u” = 0 (g). Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres
de u. 0

EXERCICE 39 (ELEMENTS PROPRES DE ’OPERATEUR DE DERIVATION SUR K[X]). — Déterminer les éléments propres

de:
K[X] — K[X]

D'P — P

O

EXERCICE 40 (ELEMENTS PROPRES DE ’OPERATEUR DE DERIVATION SUR 6¢°°(R,R)). — Déterminer les éléments propres

de: - -
D ’ € }R,R) — €“R,R)

—_— f,
3. DEFINITION DES ELEMENTS PROPRES D’UNE MATRICE CARREE

DEFINITION 41 (ELEMENTS PROPRES D’UNE MATRICE CARREE). — Soit n € N*, soit M € ,,(K).

1. Un scalaire A € K est appelé valeur propre de M si :
AX € My K\ {01, 0}, MX=A-X.

2. Si A est valeur propre de M, alors tout X € 4,1 (K) \ {0 _/ﬂn’l(]()} vérifiant MX = A- X est appelé vecteur
propre associé a la valeur propre A.

3. Lensemble des valeurs propres de M dansK est appelé spectre de M et est noté Specy (M).

4. SiA €K estvaleur propre de M, le sous-espace vectoriel :
Ex(M):={X € My (K) : MX = A- X} =Ker(M - AI,)

est appelé sous-espace propre de M associé a la valeur propre A.

Remarque 42 (extension du corps des scalaires pour le spectre d’'une matrice carrée). — Quand on parle du spectre
d’'une matrice M € .4, (K), il convient de préciser le corps dans lequel on travaille. En effet, si L est un sur-corps de
K, alors on peut également considérer M comme élément de .4, (L). On peut donc considérer les deux ensembles
suivants :

Speck(M) = {AeK:3Xe€ My K\{04, ), MX=AX}
Spec (M) = {AeL:3Xely W\{0.4, 1}, MX=AX}.
Clairement Specg (M) < Specy, (M), mais il n'y a pas nécessairement égalité (cf. exercice suivant). C’est pourquoi,
comme ci-dessus, on précisera le corps des scalaires considéré, en I'indiquant en indice du symbole Spec. [
N 0 -1
EXERCICE 43. — Calculer Specg (M) et Specg (M), ou M := ( 1 0 ) O
EXERCICE 44. — Déterminer les éléments propres de la matrice A € .#3(R) définie par:

1 2 1
A:=(2 0 2].
1 2 1
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4. LES SOUS-ESPACES PROPRES SONT EN SOMME DIRECTE

THEOREME 45 (LES SOUS-ESPACES PROPRES SONT EN SOMME DIRECTE). — Soient u € £ (E), r un nombre
entier supérieur ou égal a 2, et Ay, ..., A, des valeurs propres deux-a-deux distinctes de u. Alors les Ey ..., Ey
sont en somme directe, i.e. :

r

r r
Z Ey; = @Efli'
i=1 i=1

Remarque 46 (nombre maximal de valeurs propres deux-a-deux distinctes en dimension finie). —

1. Soit u € £ (E), soit r un nombre entier supérieur ou égal a 2, soient 1;,...,A, des valeurs propres deux-a-deux
distinctes de u, soit x1 € Ey, \{Og}, ..., x; € Ej, \ {Og}. Alors la famille (x1,..., x;) est libre.

2. En particulier, si E est de dimension finie 7, alors u posséde au plus n valeurs propres deux-a-deux distinctes.

]
5. ENDOMORPHISMES QUI COMMUTENT ET SOUS-ESPACES STABLES
PROPOSITION 47 (ENDOMORPHISMES QUI COMMUTENT ET STABILITE DES SOUS-ESPACES). — Soit (u,v) €
£ (E)? tels que uov=vou.
1. L'endomorphisme v stabilise Ker (1) et Im (u).
2. Pour tout A € Spec(u), v stabilise le sous-espace propre Ej (u).
EXERCICE 48 (ELEMENTS PROPRES D’UN PROJECTEUR NON TRIVIAL). — Soit p un projecteur de E tel que u # 0 (g et
u# idE.
1. Déterminer les éléments propres de p.
2. Soit u € £ (E). Démontrer que p et u commutent si et seulement si u stabilise Ker (p) et Im (p).
O

6. ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME VS. ELEMENTS PROPRES D’UNE MATRICE

PROPOSITION 49 (ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME VS. ELEMENTS PROPRES D’UNE MATRICE). —
Supposons ici E de dimension finie. Soient 8 = (ey,...,e,) unebasede E, u € £ (E) et M := Matg(u).

1. Spec(u) = Specg (M)
2. Soit A € Spec(u) = Specg(M). Alors :

VxeE xe€E)(u) < Matg(x) € E;(M).

Remarque 50. — D’apres la précédente proposition, les éléments propres d'une matrice A € .4, (K) coincide avec les
éléments propres de I'endomorphisme de .#/,,1 (K) :

-/ﬂn,l(K) - -/%n,l(K)
Pa X —  AX

qui lui est canoniquement associé. u
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§ 3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

NOTATION. — Dans cette partie, n désigne un nombre entier naturel non nul et E est un K-espace vectoriel de di-
mension finie 7.

1. DEFINITION DU POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UNE MATRICE CARREE

PROPOSITION 51 (POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UNE MATRICE CARREE). — Soit M € #,,(K). Lapplication
XM définie par :
K — K
AM | A Det(A-I— M)

est une application polynomiale. Le polynome qui lui est associé, qui est (abusivement) également noté y vy, est
appelé polynome caractéristique de la matrice M.

EXERCICE 52. — Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A définie par :

0 1 1
A=|1 0 1].
1 1 0

2. POLYNOME CARACTERISTIQUE DE DEUX MATRICES SEMBLABLES

PROPOSITION 53 (POLYNOME CARACTERISTIQUE DE DEUX MATRICES SEMBLABLES). — Soient A et B deux
matrices de 4, (K). Alors :
A et B sont semblables = XA=XB-

Exemple 54 (le polynome caractéristique ne détermine pas la classe de similitude). —
1. Soit M € .4 (K) qui est semblable a la matrice identité I,,. Alors, il existe P € GL,(K) telle que :

M=PI,P ' =1,

Donc I'unique matrice n x n a coefficients dans K qui est semblable a I, est la matrice I, elle-méme.
2. Comme:
VAeK Det(AI, — I,) = Det(A—-1)1,) = (A-1)" Det(I,) = (A-1)"
le polyndéme caractéristique de la matrice I, est y, = (X - 1)".
3. Soit la matrice M € .#,,(K) définie par :

1 O 0 1
0 . 0
M=
0
o ... ... ... 0 1

Soit 1 € K. La matrice AI,, — M étant triangulaire supérieure, son déterminant est le produit de ses coefficients
diagonaux, tous égaux a (1 —1). On en déduit :

Det(Al,-M)=A-1)"

et par suite yp = (X - 1)".
4. De 1, 2 et 3, nous déduisons que les matrices I, et M ont le méme polyndéme caractéristique, mais qu’elles ne
sont pas semblables. La réciproque de I'implication de la proposition 53 est donc fausse.
]

10
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3. DEFINITION DU POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN ENDOMORPHISME

Rappel 55 (déterminant d’'un endomorphisme). — Soit ¢ un endomorphisme de E. Soient 98, et 98, deux bases de
E. Alors d’apres le théoréme de changement de bases :

Matg, (¢) = Pg, .5, Matg, (¢) (Pgaz—»%l)_l

ol Pg,_.g, 1= Matg, g, (idg). Ainsi:

Det(Matg, () = Det(Pa, . Mata, (¢) (Ps, )|
= Det(Pg,—az,) Det(Matg, (¢)) Det((ngz_,ggl)_l) [ multiplicativité du déterminant |
= Det(Matg, (¢)) [si A estinversible, Det(A) # 0 et Det (A7) = (Det(4)™! | .
En d’autre termes, le déterminant de la matrice d'un endormorphisme dans une base de E ne dépend pas du choix de

la base de E. Cette observation donne de la consistance a la définition suivante.
Le déterminant de ¢ est le scalaire Det(¢) défini par :

Det(¢) := Det(Matg (¢))

ol 2B est une base quelconque de E. [

DEFINITION 56 (POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN ENDOMORPHISME). — Soit u € £ (E). Lapplication y
définie par :
K — K
Aw ] A — Det(d-idg—uw)

est une application polynomiale. Le polynéme qui lui est associé, qui est (abusivement) également noté y ,, est
appelé polynéme caractéristique de l'endomorphisme u.

Remarque 57. — Soit u € £ (E). Quelle que soit la base 98 de E, vaut :
VAeK, Xu(A) =Det(Aidg —u) := Det(Matg (Aidg —u)) = Det (A1, —Matg (1)) = ¥Matgpw) (D)

et donc, comme K est infini, ¥, = ¥Matg - |

Remarque 58 (extension du corps des scalaires pour le spectre d’'un endomorphisme). — Soit u € £ (E). 1l est pos-
sible que y, possede des racines dans un sur-corps strict L de K. Dans ce cas, ces racines ne sont pas des valeurs
propres de u a proprement parler, mais ce sont des valeurs propres de la matrice M de u dans une base de E, ou M
est vue comme matrice de .4, (L). ]

4. DEGRE ET COEFFICIENTS REMARQUABLES DU POLYNOME CARACTERISTIQUE

THEOREME 59 (DEGRE ET COEFFICIENTS REMARQUABLES DU POLYNOME CARACTERISTIQUE). — Soit M €
M, (K).

1. ym est un polynome de degré n.

2. Le coefficient de degré n est 1, i.e. x s est unitaire.
3. Le coefficient de degré n—1 de y s est —Tr (M).

4. Le coefficient de degré 0 de y est (—1)" Det(M).

EXERCICE 60. — Traduire les résultats précédents pour un endomorphisme de E. 0

Remarque 61 (deux conséquences du théoreme précédentt). —

1. Soit M € 4> (K). Alors :
¥ = X2 =Tr (M) X + Det(M).

2. Le théoreme précédent et le résultat sur le polynéme caractéristique de deux matrices semblables livrent une
nouvelle démonstration du fait que la trace et le déterminant sont des invariants de similitude.

11
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5. VALEURS PROPRES VERSUS RACINES DU POLYNOME CARACTERISTIQUE

THEOREME 62 (VALEURS PROPRES VERSUS RACINES DU POLYNOME CARACTERISTIQUE). —
1. Soit M € 4;,(K). Les valeurs propres de M dansK sont les racines de y ; dansK.
2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Les valeurs propres de u dans K sont les
racines de x,, dansK.

EXERCICE 63 (VALEURS PROPRES DE DEUX MATRICES SEMBLABLES). — Soient A et B deux matrices semblables de

A (K). Que dire de leurs spectres Specg (A) et Speck(B)?

O

PROPOSITION 64 (NOMBRE DE VALEURS PROPRES EN DIMENSION FINIE). —
1. Soit u e £ (E). Alors u posséde au plus n valeurs propres deux-a-deux distinctes, ot n = dim (E).

2. Soit M € ,(K). Alors M possede au plus n valeurs propres deux-a-deux distinctes.

Remarque 65 (méthode pratique de calcul des valeurs propres). — Pour déterminer les valeurs propres d'un endo-

morphisme ou d’'une matrice carrée, il suffit de déterminer les racines de son polynéme caractéristique.

EXERCICE 66. — Déterminer les éléments propres des matrices suivantes.
1 2 3 1 1 5 01 1 1 11 -1 4 2
A= 0 4 5 B=] 0 3 4 C=|0 0 1 D=1 11 E=| -2 5 1
0 0 6 0 2 3 0 0 0 1 11 1 -2 2
EXERCICE 67 (VALEURS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME REMARQUABLE DU PLAN). — Soit 'application linéaire

RZ — R?
“ x,y) — (=px.

1. Donner une interprétation géométrique de u et la matrice M de u dans la base canonique de R?.

2. Déterminer Spec(u) = Specg (M) et Specc(M).

6. POLYNOME CARACTERISTIQUE ET VALEURS PROPRES D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE

PROPOSITION 68 (POLYNOME CARACTERISTIQUE ET VALEURS PROPRES D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE). —
Soit T € M, (K) une matrice triangulaire de coefficients diagonaux t1 1, ..., tyn. Alors :
n

xrX) = [[X-1.
k=1

En particulier les valeurs propres de T sont ses coefficients diagonaux.

EXERCICE 69. — Soit 'application linéaire

K,[X] — KulX]
p — P+P

1. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de K, [ X].

2. En déduire les éléments propres de ¢.

12
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7. POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN ENDOMORPHISME INDUIT

PROPOSITION 70 (POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN ENDOMORPHISME INDUIT). — Soit u € &£ (E).

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u et soit ur l'endomorphisme de F induit par u. Alors :
Xup divise yy.

2. Supposons qu'il existe un nombre entier r = 2, des sous-espaces vectoriels Ey, ..., E, tous stables par u tels

;
queE = @Ei.Alors:
i=1 .
Xu = HXuEi~
i=1

8. ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE VALEUR PROPRE

DEFINITION 71 (ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE VALEUR PROPRE). —

1. Soit u € £ (E) et soit A € Spec(u). On appelle multiplicité de la valeur propre A, et on note m,, son ordre
de multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique de y ;.

2. Soit M € ,,(K) et soit A € Spec(M). On appelle multiplicité de la valeur propre A, et on note my, son
ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique de y .

PROPOSITION 72 (MULTIPLICITE D’UNE VALEUR PROPRE VS. DIMENSION DU S.E.P.). — Soit u € £ (E) et soit
A € Spec(u). Alors
dim (Ej () < my

ot my est la multiplicité de la valeur propre .

EXERCICE 73. — Traduire le résultat précédent pour une matrice carrée. O

9. MATRICES COMPAGNON, PROPRIETES ALGEBRIQUES D’UN POLYNOME CARACTERISTIQUE

EXERCICE 74 (MATRICE COMPAGNON). — Soit P = ag+ a1 X +...+ a,—1 X" ' + X" € K[X]. Définissons la matrice com-
pagnon de P par:

0o ... ... 0 —ay
1 . —
cP)=| o . . : € Mn(K).
: . 0 —-au-—
0O ... 0 1 =-ap
Calculer le polyndme caractéristique de la matrice compagnon de P. O

Remarque 75 (des matrices compagnons). — Posons
I, :={P € K[X] : P estunitaire, de degré n}.
D’apres 'exercice précédent, I'application

X ‘ J”n(K) — I
M [ XM

qui est bien définie, admet pour inverse a droite '’application

M, — (K

C‘ P — CP)

13



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

i.e.pourtout Pell,:
xoC(P)=ycwpy=P= idl'[,, (P).

Lapplication y est donc surjective. [ ]

EXERCICE 76 (POLYNOME CARACTERISTIQUE DE L'INVERSE D’UNE MATRICE INVERSIBLE). — Soit M € GL, (K).
1. Quellien existe-t-il entre y s et yp-1?
2. En déduire un lien entre les valeurs propres de M et celle de M~!.
3. Que dire des sous-espaces propres de M et de ceux de M~!?

O

EXERCICE 77 (POLYNOME CARACTERISTIQUE D’UN PRODUIT DE DEUX MATRICES CARREES DE MEME FORMAT). — Soit
A,Be ;(K).

1. Calculer Al,-BA B )( In0 )et( In 0 )(/Un B

0 Al A I A Iy 0 Al,—-AB
2. Qu'en déduire pour yap et ypa?

§ 4. DIAGONALISABILITE

1. DEFINITIONS D’UNE MATRICE CARREE (RESP. D’UN ENDOMORPHISME) DIAGONALISABLE SUR K

DEFINITION 78 (MATRICE CARREE DIAGONALISABLE SUR K). — Une matrice M € #,(K) est dite diagonali-
sable sur K si elle est semblable a une matrice diagonale, i.e. s'il existe une matrice diagonale D € #,,(K) et une
matrice P € GL, (K) telles que :

M=PDP!.

EXERCICE 79 (MATRICE POSSEDANT UNE UNIQUE VALEUR PROPRE). — Soit M € .4 (K). On suppose que M posséde
une unique valeur propre dans K. Démontrer I’équivalence :

M est diagonalisable sur K — M=2-1,.

O

Remarque 80 (le polynéme caractéristique d’'une matrice diagonalisable est scindé surK). — Si M € 4, (K) est dia-
gonalisable sur K, alors elle a le méme polyndme caractéristique qu'une matrice diagonale de .4/, (K). Son polynéme
caractéristique y s est donc scindé sur K. Cette observation livre la condition nécessaire (non suffisante, cf. exercice
suivant) de diagonalisabilité suivante.

M est diagonalisable sur K = x M est scindé sur K.

[
EXERCICE 81 (MATRICE A POLYNOME CARACTERISTIQUE SCINDE SUR R, NON DIAGONALISABLE). — Soit la matrice :
M:( L1 )eﬂz(K).
0 1
Démontrer que y s est scindé sur K, mais que M n’est pas diagonalisable sur K. O

Remarque 82 (diagonalisabilité d’une matrice et dépendance en le corps de base). — Une matrice M € .4, (K) peut
0 -1
étre non diagonalisable sur K, mais diagonalisable sur un sur-corps L de K. Par exemple M = ( 1 o ) n’est pas

diagonalisable sur R (son polynéme caractéristique est X? + 1 non scindé sur R) mais M est diagonalisable sur C

puisque :
M=P( ! O.)P_l 01‘1P=( ! 1.).
0 —i —i i

14
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DEFINITION 83 (ENDOMORPHISME DIAGONALISABLE). — Soit u € £(E). On dit que u est diagonalisable s'il
existe une base B = (ey, ..., e,) de E telle que l'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous soit vérifiée.

1. Matg(u) est une matrice diagonale.

2. Pour tout k € [1, n], ex est un vecteur propre de u.

Remarque 84 (de la diagonalisabilité d'un endomorphisme). —
1. Diagonaliser un endomorphisme de E revient a chercher une base de E constituée de vecteurs propres pour u.

2. Soit & est une base quelconque de E. Du théoréeme de changement de base, il découle :

u est diagonalisable <= Matg(u) est diagonalisable.

3. Enparticulier M € .4, (K) est diagonalisable si et seulement sil’endomorphisme de K" canoniquement associé
est diagonalisable.

EXERCICE 85 (LES PROJECTEURS SONT DIAGONALISABLES). — Soit p un projecteur de E, i.e. soit p un endomor-
phisme de E tel que po p = p. On suppose que p est non trivial, i.e. : p #idg et p # 0. Déterminer les éléments
propres de p et en déduire que p est diagonalisable. O

EXERCICE 86 (LES SYMETRIES SONT DIAGONALISABLES). — Soit s une symétrie de E, i.e. soit s un endomorphisme de

E tel que so s =idg. On suppose que s est non triviale, i.e. : s # idg et s # —idg. Déterminer les éléments propres de s
et en déduire que s est diagonalisable. O

2. CARACTERISATION DE LA DIAGONALISABILITE VIA LES DIMENSIONS DES SOUS-ESPACES PROPRES

THEOREME 87 (DIAGONALISABILITE VERSUS UNE DECOMPOSITION DE E EN SOMME DE S.E.P.). — Soit u €
% (E). Notons Ay,..., A, les valeurs propres deux-a-deux distinctes de u. Alors :

;
u est diagonalisable < E=EDE,, (u).
k=1

Remarque 88 (décomposition d’'un endomorphisme diagonalisable). — Soit u € £ (E) diagonalisable. Notons A1,...,A,
les valeurs propres deux-a-deux distinctes de u. Pour tout k € [1, 7], notons py le projecteur de E sur E,, (1) parallele-
menta @ Ej,(w),ie.:

1<e<r
(#£k
.
E=@E)w — E
=1
Pk -
x=) x; — X
€Ey, (1)
.
Alors u= )Y Aypk. n
k=1

COROLLAIRE 89 (DIAGONALISABILITE VERSUS SOMME DES DIMENSIONS DES S.E.P.). — Soitu € £ (E). Notons
A1,..., Ay les valeurs propres deux-a-deux distinctes de u. Alors :

.
u est diagonalisable <= ) dim(E;, () = dim(E).
k=1

15
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3. CONDITION SUFFISANTE (NON NECESSAIRE) DE LA DIAGONALISABILITE

COROLLAIRE 90 (CS DE LA DIAGONALISABILITE VIA LE NOMBRE DE VALEURS PROPRES). — Soientu € £ (E) et
n:=dim (E). Alors :

u possede n valeurs propres deux-a-deux distinctes = u est diagonalisable.

Remarque 91 (laréciproque de 'implication du précédent corollaire est fausse). — Si E est de dimension n > 2, alors
idg est diagonalisable (sa matrice dans toute base de E est I, qui est diagonale) mais Spec(idg) = {1}. Ceci fournit un
contre-exemple a la réciproque du précédent corollaire. [ ]

EXERCICE 92. — Soit M € 4> (R) telle que Tr (M)? > 4 Det(M). Démontrer que M est diagonalisable sur R. ]

4. DIAGONALISABILITE VS. POLYNOME CARACTERISTIQUE ET ORDRES DE MULTIPLICITE

COROLLAIRE 93 (DIAGONALISABILITE VS. POLYNOME CARACTERISTIQUE ET ORDRES DE MULTIPLICITE). —
Soit u € £ (E). Notons Ay, ..., A les valeurs propres deux-a-deux distinctes de u, et my,,...,my, leurs multi-
plicités respectives. Alors :

Xu estscindé surK
u est diagonalisable < et

pour tout k € [1,r], dim(Ey,) = my,.

EXERCICE 94 (ETUDE DE LA DIAGONALISABILITE DE MATRICE DANS UN CAS BASIQUE). — La matrice:
0 -1 0
A=]1 00
0 0 1
est-elle diagonalisable sur R? sur C? O

5. TRACE, DETERMINANT ET VALEURS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME DIAGONALISABLE

PROPOSITION 95 (TRACE, DETERMINANT ET VALEURS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME DIAGONALISABLE). —
Soit u € £(E) un endomorphisme diagonalisable. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres deux-a-deux distinctes
deu et my,..., m, leurs multiplicités respectives. Alors :

r
1 Tr(uw) =) mg-Ag
k=1

,
2. Det(w) = [] A%
k=1

EXERCICE 96. — Soit M € ./, (R). On suppose que M est diagonalisable sur R et que toutes ses valeurs propres sont
strictement positives. Démontrer :

Det(M) >0 et VDet(M) < % Tr (M).

16
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6. QUELQUES EXERCICES SUR LA DIAGONALISABILITE

EXERCICE 97 (ETUDE DE LA DIAGONALISABILITE D’ENDOMORPHISMES DANS DES CAS BASIQUES). —
, . . . 11 s .
1. Lendormorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est ( 0 1 ) est-il diagonalisable?

2. Soit un entier n > 3. Lendormorphisme de R” dont la matrice dans la base canonique est

1 ... 1

est-il diagonalisable?
|

EXERCICE 98 (CALCUL DES PUISSANCES D’UNE MATRICE DIAGONALISABLE). — Soit u I'endomorphisme de R3 dontla

2 11
matrice dans la base canoniqueest A:=| 1 2 1
1 1 2

1. Démontrer que u est diagonalisable.
2. Déterminer une base de R® formée de vecteurs propres de u.
3. En déduire la forme explicite de A", pour tout n € N*.

O
EXERCICE 99 (DEUX MATRICES DE .#,,(R) SEMBLABLES DANS .#,,(C) SONT SEMBLABLES DANS ./,,(R)). — Soient M et
N deux matrices de ., (R). On suppose M et N semblables sur C, i.e. qu'il existe P € GL,(C) telle que : M = PNP~ .
Démontrer que M et N semblables sur R, i.e. qu'il existe Q € GL,(R) telle que : M = QN Q‘l. O
EXERCICE 100 (MATRICES A COEFFICIENTS REELS DIAGONALISABLES SUR C). — Soit M € ./, (R). On suppose M dia-
gonalisable dans .#,(C). Démontrer que M est semblable dans .#,,(R) a une matrice diagonale par blocs, dont les
blocs diagonaux ont un format (1,1) ou (2,2). O

§ 5. TRIGONALISABILITE

1. DEFINITION D’UNE MATRICE CARREE TRIGONALISABLE

DEFINITION 101 (MATRICE TRIGONALISABLE). — Une matrice M € 4,(K) est dite trigonalisable sur K si
elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure, i.e. s'il existe une matrice triangulaire supérieure
Ue H,K) etPe GL,(K) telles que :

M=PUP ..

Remarque 102 (matrice triangulaire supérieure vs. matrice triangulaire inférieure). —

1. Soit U € #,,(K) une matrice triangulaire supérieure :

Ui ui2 ... Ul,n
0 ug,g
U =
. Un-1,n
0 e ... 0 Un,n

Soit f 'endormorphisme de R" dont la matrice dans la base canonique %y = (ey, ..., e,) de R" est U. Alors :

flen) = Upnen + Up-1,n €n—-1 + ...t Uz,n €2 + Ui,n €l
flen-1) = Up-in-1€p-1 + ... + Uyp_1€ + Uzp_1€]

flex) = uppe; +  Upe;

flen) = Uy e.

17
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Ainsi, si on pose %, := (e, €p-1,--.,€2,€1) :
Un,n 0 0

Un-1,n Un-1,n-1
L:=Matg, (f)

(22 0
Ul,n Ui,n-1 oo U2 UL

La matrice L est triangulaire inférieure. Comme elle représente, elle aussi, 'endomorphisme f de R”, les ma-
trices U et L sont semblables. Plus concretement, par théoreme de changement de base :

-1
Matg, (f)= Pg,—@,  Matg, (f) (Py—2)
—_—— —_—— —_——
U 0 1 L
1 0

2. La démarche exposée en 1 permet de démontrer également qu'une matrice triangulaire inférieure quelconque
est semblable a une matrice triangulaire supérieure.

3. Ainsi, dans la précédente définition, substituer «inférieure» a «supérieure» conduit a la méme notion de
trigonalisabilité.

4. Si M est une matrice carrée, alors M est semblable & sa transposée (résultat délicat a établir), ce qui donne une
autre justification de 3.

Remarque 103 (le polynéme caractéristique d’une matrice trigonalisable est scindé surK). — Si M € #,(K) est dia-
gonalisable sur K, alors elle ale méme polyndme caractéristique qu'une matrice triangulaire de .4, (K). Son polynéme
caractéristique y s est scindé sur K. Cette observation livre la condition nécessaire de trigonalisabilité suivante.

M est trigonalisable sur K = x M est scindé sur K.
Nous verrons, plus loin, que cette condition nécessaire est en fait suffisante. ]
Remarque 104 (trigonalisabilité et dépendance en le corps de base). — Si L est un sur-corps de K, une matrice M €
. . . R . . . 0o -1\,
A, (K) peut-étre trigonalisable sur L, sans étre trigonalisable sur K. Par exemple, la matrice M = ( 1 o ) n'est pas

trigonalisable sur R (son polynome caractéristique est X + 1 non scindé sur R) mais M est diagonalisable sur C (elle
est de format 2 x 2 et possede 2 valeurs propres distinctes sur C), donc a fortiori trigonalisable sur C. ]

2. DEFINITION D’UN ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE

DEFINITION 105 (ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE). — Soit u € £ (E). On dit que u est trigonalisable si et
seulement s'il existe une base 98 de E dans laquelle la matrice Matz (1) de u dans la base 98 est triangulaire
supérieure.

Remarque 106. —

1. Trigonaliser un endomorphisme de E revient a chercher une base de E dans laquelle la matrice de E est trian-
gulaire supérieure.

2. Un endomorphisme u de E est trigonalisable s’il existe une base & = (ey, ..., e,) de E telle que :
Vke[l,n], ulex)eVect(e,... ex).
3. Soit u € £ (E). Soit 48 est une base quelconque de E. Grace au théoréeme de changement de base, on établit :
u est trigonalisable <= Matg(u) est trigonalisable sur K.

4. En particulier M € .4, (K) est trigonalisable sur K si et seulement si 'endomorphisme de K" canoniquement
associé est trigonalisable.
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3. CARACTERISATION DE LA TRIGONALISABILITE VIA LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

THEOREME 107 (CARACTERISATION DE LA TRIGONALISABILITE VIA LE POLYNOME CARACTERISTIQUE). — Soit
ue L (E). Alors:
u est trigonalisable — Xu est scindé surK.

COROLLAIRE 108 (TOUTE MATRICE CARREE A COEFFICIENTS COMPLEXES EST TRIGONALISABLE SUR C). — Soit
M e 4, (C). Alors M est trigonalisable sur C.

DEMONSTRATION. — Ce résultat est fruit de la combinaison du précédent théoreme avec celui de d’Alembert GauR,
qui stipule que tout polynome a coefficients complexes, non constant, est scindé sur C. [

4. TRACE, DETERMINANT ET VALEURS PROPRES D’UNE MATRICE A COEFFICIENTS COMPLEXES

PROPOSITION 109 (TRACE, DETERMINANT, VALEURS PROPRES D’UNE MATRICE A COEFFICIENTS COMPLEXES). —
Soit M € #,,(C). Notons Ay, ..., A, les valeurs propres deux-a-deux distinctes de M et my, ..., m, leurs multipli-

cités respectives. Alors :
,

.
Tc(M)=) myg-Ar et Det(M)=[] A"
k=1 k=1

5. TRIGONALISATION D’UNE MATRICE DE FORMAT (2,2) 0U (3,3)

Méthode 110 (trigonalisation une matrice (2,2) trigonalisable). — Soit M € .#>(K) une matrice trigonalisable. On
suppose que M n’est pas diagonale, sinon, il n’y a pas lieu de chercher a la réduire.
D’apres le critére de trigonalisabilité via le polyn6me caractéristique, le polynéme y s est scindé sur K.

e 1° cas: yp possede deux racines distinctes 11,1, dans K: yp; = (X — 1) (X — A»). Dans ce cas, M est diagona-
lisable sur K et les deux sous-espaces propres E), (M) et E, (M) sont de dimension 1. On détermine une base
(X1) de Ejy, (M) et une base (X») de Ej, (M) (en résolvant un systeme linéaire, par exemple). Si on pose P la ma-
trice 2 x 2 dont la premiere colonne est Xj, et la deuxiéme Xj, alors P est inversible et, d’apres le théoreme de

changement de base :
B M0 1
M=P ( 0 A ) P

e 28me cas : vy posséde une unique racine Ag dans K : yp = (X — Ag)%. Si Eg(M) est de dimension 2, alors M
est diagonalisable avec une unique valeur propre. Elle est donc diagonale (M = Ayl»), ce qui est exclu. Donc
dim (0 Eo(M)) = 1.

On détermine une base (Xo) de E,,(M) (en résolvant un systeme linéaire, par exemple). On choisit un vecteur
X de 4,1 (K) qui n’est pas colinéaire a X, et on forme la matrice P de format 2 x 2 dont la premiere colonne est
Xo et dont la deuxieme est X. Alors P est inversible et d’apres le théoréme de changement de base :

M:P(? Z)P‘1

ol a et f sont des scalaires de K que I'on détermine en calculant les coordonnées de M X dans la base (Xj, X).
Notons que comme deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique, il vient f = A¢. Ainsi :

_ AO a -1
M_P( 0 Ao )P

EXERCICE 111 (TRIGONALISATION EN FORMAT (2,2) ET APPLICATION A LA RESOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL). —

-1
1. Démontrer que A:= ( i’ 1 ) est trigonalisable sur R, puis la trigonaliser.
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2. Déterminer les couples de fonctions (x, y) € €°(R, R)? tels que:

X = 3x -y
y = x +
O
-3 -3 2
EXERCICE 112 (TRIGONALISATION EN FORMAT (3,3)). — Démontrer que A:= 1 1 -2 |esttrigonalisable sur
2 4 -4
R, puis la trigonaliser. O

§ 6. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

1. DEFINITION D’UN POLYNOME D’ENDOMORPHISME

n
DEFINITION 113 (POLYNOME D’ENDOMORPHISME). — SoitP =) | arX* € K[X], soit ue L (E). Alors :
k=0

n
Pu):=) ag- uk
k=0

oit les puissances de u sont prises relativement au produit de composition (en particulier u® = idg), est un en-
dormorphisme de E, appelé polynéme de I'endomorphisme u.

2. LE MORPHISME DE K-ALGEBRES P — P(u) DE K[X] DANS £ (E)

THEOREME 114 (MORPHISME DE K-ALGEBRES P — P(u) DE K[X] DANS Z (E)). — Soit u € £ (E). Lapplica-
tion R
p —  P(uw)
est un morphisme de K-algebres, i.e. :
1. ¢ estlinéaire;
2. Pour tout (B, Q) € K[X]?, (P x Q) (1) = P(u) o Q(u).

DEMONSTRATION., —

+00 . +00 3
1. Soit (A, ) € K? et soit (BQ) € K[X]?. Posons P = ) a; X' et Q=)_ b; X', ol1 (a;)en €t (b;)ien sont des familles
i=0 i=0
de scalaires presque nulles.

+00 X +00 ) . +00 i +00 )
PAP+puQ) = AP+ puQ)(w) = Y (Aa; + ub)u' =Y Aa;u’ + pbju' = 1 (Z aiu’) +,LL(Z b,-u‘) = A@(P) + up(Q)
i=0 i=0 i=0 i=0

+0o ) +00o i
2. Soit (B Q) € K[X]%. Posons P = Z a; X'etQ= Z b; X', ol (a;)en et (b;);en sont des familles de scalaires presque
i=0 i=0
nulles. En considérant plusieurs maniéres de sommer sur 'ensemble {(i, j) e N? : j < i}, il vient :

+oo i X . +oo+oo X L
(PXQ)(u)ZZZajbi_jMII Z ajbi_julzZZajbi_j.u]ou’_].
i=0j=0 0<j<i<+o0 j=0i=j

Puis, grace a la linéarité de u, nous obtenons :
+o0o X +00 L. +00 ) +0o
(PxQ)(w) = (Z ajuf) ° (Z bi_j u’_]) = (Z ajuf) ° (Z by uk) = P(w) o Q(u).
j=0 i=j j=0 k=0
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COROLLAIRE 115 (DEUX POLYNOMES D’UN MEME ENDOMORPHISME COMMUTENT). — Soit u € £ (E). Soit
(PQ) eK[X]2. Alors :
P(u) o Q(u) = Q(u) o P(w).

DEMONSTRATION. — Du théoreme précédent et de la commutativité de la multiplication xk;x) dans K[X], nous dé-
duisons :
P(u)oQ(u) = (P xxix) Q) (1) = (Q xkx) P) (1) = Q(u) o P(us).

EXERCICE 116 (VERSIONS MATRICIELLES DES DEUX RESULTATS PRECEDENTS). — Soit M € ./, (K). Pour tout P =
n

> aX* e K[X], on pose :
k=0

n
P(M):= Y ay-M*.
k=0

Soit (P, Q) e K[X 12. Justifier les assertions suivantes.
1. V(RQ)eKIXI?, VA eK? (AP+uQ)(M)=AP(M)+uQ(M)
2. V(PQ) €KIX]?, (P xQ)(M)=P(M)xQ(M)
3. V(BQ)eKIX]?, P(M)xQ(M)=Q(M)oP(M)

3. DEFINITION D’UN POLYNOME ANNULATEUR ET LIEN AVEC LE SPECTRE

DEFINITION 117 (POLYNOME ANNULATEUR). —
1. Soitue€ £ (E). Un polynome P € K[X] est dit annulateur de u si P(u) = 0 (g).
2. Soit M € #;,(K). Un polynéme P € K[X] est dit annulateur de M si P(M) = 0_y4, k-

THEOREME 118 (VALEURS PROPRES ET POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES). — Soient u € &£ (E) et P e K[X].

1. Pour tout A € Spec(u), pour tout x € Ej(u) :
Pw)(x)=PA)-x

et donc P(A) € Spec(P(u)).

2. Si P(u) =0, alors les valeurs propres de u sont des racines de P. i.e. Spec(u) c Speck(P). Cette inclusion
n'est pas nécessairement une égalité ensembliste, cf. remarque suivante.

Une racine d'un polynome annulateur n’est pas nécessairement valeur propre. En effet le poly-
nome (X — 1)(X —2024) annule idgs, mais 2024 n’est pas une valeur propre de idgs.
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4. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

THEOREME 119 (CAYLEY-HAMILTON). —

1. Soient E unK-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Alors :
Xu(u) =0g(E).

En d'autres termes, le polynéme caractéristique de u annule u.

2. Soit M € M, (K). Alors :
AM(M) =0 4, x)-

En d'autres termes, le polynéme caractéristique de M annule M.

EXERCICE 120. — Soit A€ .4, (K).
1. Démontrer que, si A est diagonale, alors y 4(A) = 0_4, x)-
2. Démontrer que, si A est triangulaire supérieure, alors y 4(A) =0 4, x)-
3. Soit B € .4, (K) une matrice semblable a A. Démontrer que :

Xa) =040 = ¥BB)=04x-

4. On suppose ici que K= C. Démontrer que y 4(A) =0 4, x)-

5. POLYNOME MINIMAL

PROPOSITION 121 (IDEAL ANNULATEUR). —

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Posons
Ann(u):={PeK[X] : P(u) =0gp)}.

Alors Ann(u) est un idéal non nul de K[ X].

2. Soit M € ,,(R). Posons
Ann(M) :={PeK[X] : P(M) =04, ®}-

Alors Ann(M) est un idéal non nul deK[X].

DEMONSTRATION. — Les applications :

KX] — 2B KIX] — My
+00 oo

PP — Yl Ve — Y e M
k=0 k=0

sont des morphismes de K-algebres, donc des morphismes d’anneaux. Leurs noyaux respectifs, Ker(¢) = Ann(u) et
Ker(y) = Ann(M), sont donc des idéaux de K[ X]. ]

DEFINITION 122 (POLYNOME MINIMAL). —

1. Soient E unK-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Lunique générateur unitaire de l'idéal non
nul Ann(u) deK[X] est appelé polynome minimal de u, et est noté (1,,. On a donc, par définition :

Ann(u) = p, K[X].

Ly est le polynome annulateur de u qui est non nul, unitaire, de degré minimal.

2. Lunique générateur unitaire de l'idéal non nul Ann(M) de K[X] est appelé polynéme minimal de M, et
est noté . On a donc, par définition :

Ann(M) = upKI[X].

U est le polynome annulateur de M qui est non nul, unitaire, de degré minimal.
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THEOREME 123 (VALEURS PROPRES VERSUS RACINES DU POLYNOME MINIMAL). —
1. Soit M € 4, (K). Les valeurs propres de M dans K sont les racines de py; dansK.

2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Les valeurs propres de u dans K sont les
racines de (1, dansK.

EXERCICE 124 (IDEAL ANNULATEUR D’UN ENDOMORPHISME VS. IDEAL ANNULATEUR D’UNE MATRICE). — Soient E un
K-espace vectoriel de dimension finie, u € £ (E) et M la matrice de u dans une base 98 de E. Alors i, = . O

Remarque 125 (reformulation du théoreme de Cayley-Hamilton). — Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie. Si u € £ (E), alors le théoréeme de Cayley-Hamilton se reformule comme suit :

Wy divise y .

EXERCICE 126 (LA SOUS-K-ALGEBRE DE .Z (E) ENGENDREE PAR UN ENDOMORPHISME). — Soient E un K-espace vec-
toriel de dimension finie et u € £ (E). On pose :

Klu] :=Vect((uk)k€N).

1. Montrer que K[u] est une sous-algebre de £ (E), i.e. que K[u] est un sous-espace vectoriel de £ (E) qui est
stable pour le produit de composition.

d-1) est une base de K[ul.

2. Posons d := deg (). Démontrer que (idg, u,..., u

EXERCICE 127 (CALCULS DE POLYNOMES MINIMAUX). —

1
1. Déterminer le polyndme minimal de ( 0 1
1 ... 1
2. Soit un entier n > 3. Déterminer le polynéme minimal de L |edln(R).
0 1

6. LEMME DES NOYAUX ET LEMME DES NOYAUX GENERALISES

LEMME 128 (DES NOYAUX). — Soientue ¥ (E) et (BQ) € K[ X)? tel quePAQ=1.Alors:

Ker (PQ)(w) = Ker (P(u)) ® Ker (Q(w)) .

DEMONSTRATION. — e Introduction d'une relation de Bézout. Par Bézout, il existe S, T € K[ X] tels que SP+ TQ = 1.
Par suite :
(%) S(u)o P(u)+ T(u)oQ(u) =idg.

o Caractere direct de la somme. Les sous-espaces vectoriels Ker (P(u)) et Ker (Q(u)) de E sont en somme directe.
En effet, si x € Ker (P(u)) nKer (Q(w)), alors d’apres (%) :

x=Sw)oP(u)(x)+ T(uw)oQ(u)(x)=0.

e Linclusion c. Soit x € Ker ((PQ)(u)). Alors d’apres (x), x = S(u) o P(u) (x) + T'(u) o Q(u) (x)..
Le vecteur S(u) o P(u)(x) est dans Ker (Q(u)). En effet :

Q) (S(w) o P(1) (x)) = Q(u) o S(w) o P(u) (x) = S(u) o P(u) o Q(w) (x) = S(u) o (PQ) (1)) (x) = S(u) (0) =0.

De méme, on démontre T'(u) o Q(u)(x) est dans Ker (P(u)).
Donc x s’écrit comme d’un vecteur de Ker (P(u)) et d'un vecteur de Ker (Q(u)).
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e U'inclusion o. Soit x € Ker (P(u)). Alors
(PQ) () (x) = P(u) o Q(u) (x) = Q(u) o P(u) (x) = Q(u) (0) = 0.

Donc Ker (P(u)) < Ker (PQ)(u)). De méme, Ker (Q(u)) < Ker (PQ)(u)). Par minimalité de la somme de deux sous-
espaces vectoriels de E, il vient Ker (P (u)) @ Ker (Q(u)) < Ker ((PQ)(w)). ]

COROLLAIRE 129 (LEMME DES NOYAUX GENERALISES). — Soientu € £ (E) etPy,..., P, des polynomes deK[X]
deux-a-deux premiers entre eux. Alors :

Ker ((P; ... Pr) () = @ Ker (Py ().
k=1

DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence sur 'entier r.

e Initialisation a n = 2. Cf. lemme des noyaux.

e Hérédité. Soit r un nombre entier supérieur ou égal a 2 fixé. Supposons la propriété vrai pour r polynomes deux-
a-deux premiers entre eux. Soient Py, ..., Py, Pr11 des polynomes deux-a-deux premiers entre eux.
Les polynémes P; ... P; et P, sont premiers entre eux. Pour le voir il suffit de multiplier membre a membre des rela-
tions de Bézout pour (P, Pr+1), (P2, Pr+1),...,(Py, Pr1+1) et de remarquer que 1’'on obtient ainsi une relation de Bézout
pour (P1Ps... Py, Pri1).
D’apres le lemme des noyaux:

r r+1
Ker || [] P« (u))eaKer(PrH)(u)):Ker TP« (u)).
k=1 k=1

En appliquant I'hypothése de récurrence a Py, ..., P, nous obtenons

Ker((H Pk) (u)) = @ Ker (Py(w)).
k=1 k=1

En rassemblant les deux derniéres identités, il vient

r+1 r r+1
Ker((H Py (u)) = (QB Ker(Pk(u))) & Ker (P41 () = @ Ker (P (w).
k=1 k=1 k=1

 Conclusion. Nous avons établi, par récurrence, la propriété pour tout nombre entier r supérieurouégala2. m

EXERCICE 130. — Trouver tous les endomorphismes u de R” tels que u® —4u? + 4u =0 et Tr (u) = 0. 0

7. CARACTERISATIONS ALGEBRIQUES DE LA DIAGONALISABILITE ET DE LA TRIGONALISABILITE

THEOREME 131 (CARACTERISATION ALGEBRIQUE DE LA DIAGONALISABILITE). — Soient E un K-espace vecto-
riel de dimension finie et u € £ (E). Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est diagonalisable.
2. Il existe un polynome P € K[X] scindé a racines simples sur K tel que P(u) = 0.

3. Le polynéme minimal p,, de u est scindé a racines simples surK.

EXERCICE 132. — Soit u € £ (C") tel que u” =idg, ot p € N*. Démontrer que u est diagonalisable et que ses valeurs
propres sont des racines de I'unité. 0

THEOREME 133 (CARACTERISATION ALGEBRIQUE DE LA TRIGONALISABILITE). — Soient E un K-espace vecto-
riel de dimension finie et u € £ (E). Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est trigonalisable.
2. Il existe un polynome P € K[X] scindé surK tel que P(u) = 0 (g).

3. Le polynéme minimal p,, de u est scindé surK.
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8. DIAGONALISABILITE D’UN ENDOMORPHISME INDUIT

COROLLAIRE 134 (POLYNOME MINIMAL D’UN ENDOMORPHISME INDUIT). — Soient E unK-espace vectoriel de
dimension finie, u € £ (E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note v := ur l'endomorphisme de
F l'induit par u. Alors :

Wy divise

et donc en particulier, si u est diagonalisable alors v l'est également.

§ 7. NILPOTENCE

DEFINITION 135 (MATRICE NILPOTENTE ET ENDOMORPHISME NILPOTENT). —

1. Soit M € #,(K). On dit que M est nilpotente s'il existe p € N* tel que MP =0 4, ). Si tel est le cas, on
définit le nilindice de M par :

nil(M) = inf{k e N* : M¥ =040}

2. Soient E unXK-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). On dit que u est nilpotente s'il existe p € N*
tel que uP = 0 (g). Si tel est le cas, on définit le nilindice de u par :

nil(u)::inf{keN* : uk=0$(5)}.

EXERCICE 136. — Démontrer qu'une matrice triangulaire supérieure stricte est nilpotente. O

THEOREME 137 (CARACTERISATION ALGEBRIQUE DE LA NILPOTENCE). — Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie. Soit u € £ (E). On rappelle que n désigne la dimension de E, supposée finie non nulle. Les quatre
assertions suivantes sont équivalentes.

1. u estnilpotent.

2. u est trigonalisable sur K et son unique valeur propre est 0.
3. 3de[l,n], p,=X%

4 yu=X".

DEFINITION 138 (MAJORATION DU NILINDICE). —
1. Soit M € 4, (K) une matrice nilpotente. Alors :

1 <nil(M) < n.

2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et u € £ (E) un endomorphisme nilpotent.
Alors :
1 < nil(w) < dim (E).

EXERCICE 139. — Soit A € 4, (C). Démontrer que A est nilpotente si et seulement si :

vke[l,n], Tr(4¥)=o0.
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§ 8. UN PAS VERS LA REDUCTION DE JORDAN

THEOREME 140 (REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME A POLYNOME CARACTERISTIQUE SCINDE). — Soient E
un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et u € £ (E) tel que y,, est scindé sur K. Soient A1,..., A, les
valeurs propres deux-a-deux distinctes de u et my, ..., m, leurs multiplicités respectives.

1. Pourtoutke[l,r]:
Ny, () := Ker ((u— A -idp) ™)
est appelé sous-espace caractéristique associé a la valeur propre Ax.

2. Onala décomposition (spectrale) de E suivante :

,
E=@ N, (W)
k=1

et les projecteurs associés a cette décomposition, appelés projecteurs spectraux, sont des polynomes en
I'endomorphisme u.
3. Pourtoutke|[1,r]:
dim (Ny, () = my,.

DEMONSTRATION. — 2. ¢ Par hypothese, le polyndme caractéristique de u est :

.
Xu= H (X =),
k=1

« Soient k et ¢ des éléments distincts de [1, r]. Les polynomes X — 1 et X — A1, sont des polyndmes irréductibles,
unitaires et distincts. Puisque tout polynéme non constant de K[X] se décompose essentiellement d'une unique ma-
niére en produit d’'irréductibles, les polynémes (X — A1) et (X — 1,)" n'ont pas de diviseurs non constants en
commun. Aussi sont-il premiers entre eux.

e D’apres le lemme des noyaux généralisés :

r r
Ker (x.(w) = @ Ker ((u—Ax-idg) ™) = @ Ny, (w).
k=1 k=1

« On conclut avec le théoréme de Cayley-Hamilton qui nous livre Ker (y, (1)) = Ker (0 (g)) = E.

3. » Soit k€ [1,r]. Lespace
Ny, () :=Ker ((u— A -idp) ™)

est un noyau de polynéme d’endomorphisme en u. Il est donc stable par u. Nous notons u; 'endomorphisme induit
par usur Ny, (u) :
Ny (W) — Ny (1)
X — u(x)

et observons que la polynéme (X — )™k est un polynéme annulateur de uy.
¢ D’apres la décomposition spectrale de E et la proposition 70 :

r
Xu: HXM]C
k=1

et, comme }, est scindé sur K, les polyndémes y,,..., xu, le sont aussi.
e Soit k€ [1,r]. Comme (X — A)™* annule vy :

Jar e[l mi], pu, =X —-AR)%.
Comme y, estscindé sur K et possede les mémes racines de 1, (qui sont aussi les valeurs propres de uy) :
Yup = (X_/lk)dim(Nk(u)).
¢ Nous en déduisons que :
T (X = A, dm(New)

r r
[T =20 = yu=[1 xu =
k=1

k=1 k=1
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Par unicité essentielle de la décomposition en produit d’irréductibles de y,, dans K[X], il vient :
Vke[l,r], my=dimN(w).

EXERCICE 141. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et u € £ (E) tel que y s est scindé sur
K. Soit A une valeur propre de u de multiplicité notée m.

1. Comparer le sous-espace propre E, (u) et le sous-espace caractéristique Ny (u).
2. Justifier que le sous-espace caractéristique N, (u) est stable par u.

3. Démontrer que I'endomorphisme induit par u sur le sous-espace caractéristique Ny (u) est somme d’'une ho-
mothétie et d'un endomorphisme nilpotent.

COROLLAIRE 142 (REDUCTION D’UNE MATRICE A POLYNOME CARACTERISTIQUE SCINDE). — Soit une matrice
M € 4, (K) tel que ypr scindé sur K. Soient Ay, ..., A, ses valeurs propres deux-a-deux distinctes et my, ..., m;
leurs multiplicités respectives. Alors il existe des matrices :

Tl €'/%m1(K)y---; Tr E'/%mr(IO
triangulaires strictes telles que M est semblable a la matrice diagonale par blocs :
/11 0 Iml + T

/12'Im2+T2

Ar I, + T
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