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NoTATION. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps.

§ 1. K-ESPACES VECTORIELS

1. NOTION DE K-ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 1 (STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL). — Un K-espace vectoriel est la donnée d'un triplet
(E,+, ) olt:

o E est un ensemble
o + est une loi de composition interne sur E, i.e. une application :

ExE — E
(u,v) — u+v

e - estune loi de composition externe sur E a opérateurs dansK, i.e. :

| KxE — E
Au — Au

vérifiants les propriétés suivantes.

A Ywv,w)eE® (u+v)+w=u+@W+w)=u+v+w (+ est associative)
(A2) 30p€eE VYueE Og+u=u+0g=u (+ possede un élément neutre)

(A3) YueE 3JveE u+v=v+u=0g (tout élément de E posséde un opposé)
(A4) VYV (u,v)e E?2 u+v=v+u (+ est commutative)

(A5) YueE lgx.u=u (1 est neutre pour .)

(A6) YA, weK® YueE A-(u-u)=Axgu) - u (associativité mixte)

(A7) YAeK VY(u,v)eE% A-(u+v)=1-u+A-v (distributivité a droite)

(A8) YA weK?> VYueE (A+xp) -u=A-u+p-u (distributivité a gauche)

Remarque 2. — Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. En vertu des propriétés (A1)-(A4) de la définition 1, (E,+) est un
groupe abélien (ou commutatif). [ ]

PROPOSITION 3 (CONSEQUENCES DES AXIOMES DE STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL). — Soit (E,+, -) un
K-espace vectoriel.

1. Lélément O est unique. Il est appelé vecteur nul de E.

2. Soitue E. Lélément v deE tel que v+ u = u+ v =0 est unique. Il est appelé opposé de u et est noté —u.
3. YueE Ok-u=0g

4. YueE (-lg)-u=-u

2. QUELQUES K-ESPACES VECTORIELS USUELS

Exemple 4 (leK-espace vectoriel K"). — Soit n € N*. Uensemble K" des n-uplets d’éléments de K muni de :

+ ’ K" x K" — K"
((xlr”-yxn)y(yly---ryn)) —_ (x1+Kylr--~;xn+Kyn)
et
K x K" — K"
(//‘/y(xlr---)xn)) — (AXKXL...,A/XK)C”)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K" est Og» = (0g,...,0k). Lopposé d'un vecteur (xi,...,x,) € K" est
(_xlr---»_xn)- | |
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Exemple 5 (le K-espace vectoriel d’applications K = % (Q,K)). — Soit Q un ensemble non vide. Lensemble K =
Z (Q,K) des applications de 2 dans K muni de :

K¢xKY — K©

Q — K
fe — f+g'w —  f(w)+kgWw)

et
KxK% — K®

Q — K

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K est

Q — K
OKQ o — 0Ok.
Lopposé d'un vecteur f € K est
Q — K
_f ’

Exemple 6 (le K-espace vectoriel des suites KN = #(K,N)). — Lensemble KN = & (N,K) des suites d’éléments de K
indexées par N muni de :
KNxKN — KN
((up),(vp)) — (Up+xvn)
et
KxKN — KN
A, (up)) — A xguy)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de KN est Og» = (0, 0k, ..., 0K, -..). Lopposé d'un vecteur (u,) € KN est (—uy,).
]

Exemple 7 (le K-espace vectoriel des matrices ./ ,,,(K))). — Soient n et p des entiers naturels non nuls. Lensemble
AMy,p(K) des matrices de format n x p a coefficients dans K muni de

J%n,p K) x -/%n,p(K) - v/%n,p(K)
((aij),(Bij))  — (aij+xbi;)
et
KX./%n,p(K) i -/%n,p(K)
(A(aij))  — (Axxaij)
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de .4, , (K) est la matrice de format n x p dont tous les coefficients valent Ok.
Lopposé d'un vecteur (a;, ;) € 4y, (K) est (—a, ;). [

Exemple 8 (le K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K). — L'ensemble K[X] des polynomes a coeffi-
cients dans K muni de :

K[X] xK[X] — KI[X]
+ +00 k +00 k +00 k
YoagX®, Y beX*| — Y (ar+xb)X
k=0 k=0 k=0
et
K x K[X] — K[X]
+00 +00
(/1, Y aka) — Y (AxgapXF
k=0 k=0
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K[X] est le polyndme dont tous les coefficients valent Og. Lopposé d'un
+00 +00
vecteur Z aka € K[X] est Z (—ak)Xk. ]
k=0 k=0
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§ 2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

NoTtATION. — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, )

1. NOTION DE SOUS-ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 9 (SOUS-ESPACE VECTORIEL DE E). — Soit F une partie de E. On dit que F est un sous-espace
vectoriel de E si trois propriétés suivantes sont vérifiées.

(A1) Oge F (F contient le vecteur nul de E)
(A2) Y (u,up) €EF?, uy+up, e F (F eststable par addition)
(A3) YAeK, YueF A-ueF (F eststable par multiplication par un scalaire)

Exemple 10 (sous-espaces vectoriels triviaux de E). — Les parties {Og} et E de E sont des sous-espaces vectoriels de
E, appelés sous-espaces vectoriels triviaux de E. [ ]

PROPOSITION 11 (CRITERE POUR ETRE UN S.E.V. DE E). — Soit F une partie de E. Alors F est un sous-espace
vectoriel de E si seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées.

(P1) F#¢@ (F contient au moins un élément)

(P2) Y (A1, A2) €K? VY (up,up) € F> Ay.ug+Ao.up € F (F est stable par combinaison linéaire)

EXERCICE 12. — Démontrer que {(x, $,2€eK  x—y+2z= 0} est un sous-espace vectoriel de KS. |

EXERCICE 13. — Justifier que €°([0, 1], R) est un sous-espace vectoriel de RI>!, O

PROPOSITION 14 (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EQUATION LINEAIRE HOMOGENE). — Soit p € N* et soit
ay, a, ..., ay des éléments deK. On considere I'équation linéaire homogene (E) définie par :

(E) ay-xX1+az - xXp+...+ap-xp=0
d’inconnue (xy,...,Xp) € KP. Alors l'ensemble solution de (E) :
Sol(E) :={(x1,...,xp) EKP 1 a1 - X1+ az - x2+...+ap - xp =0}

est un sous-espace vectoriel deKP”.

THEOREME 15 (UN S.E.V. DE E POSSEDE UNE STRUCTURE NATURELLE DE K-E.V.). — Soit F un sous-espace
vectoriel de E. Alors les applications

. FxF — F
E (u,v) — u+v
et
) KxF — F
F Au — A-u

induites par les opérations + et - de E, sont bien définies et (F,+F, -r) est un K-espace vectoriel.

Remarque 16. — Le précédent théoréme fournit un outil puissant, pour construire de nouveaux espaces vectoriels. m

EXERCICE 17. — Démontrer que
1
F:= {feﬁﬁo([o,l],R) :f f(t)dtzO}
0

est un sous-espace vectoriel de €([0, 1], R). O
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2. OPERATIONS SUR LES SOUS-ESPACES VECTORIELS

PROPOSITION 18 ('INTERSECTION D’UNE FAMILLE DE S.E.V. DE E EST UN S.E.V. DE E). — Soit (F;)jec; une
famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors

(\Fi:={ucE:Viel, ueF;}

iel

est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 19 (des réunions de sous-espaces vectoriels). — Une réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas
nécessairement un sous-espace vectoriel de E. Par exemple

F1:={(x,y)€R2:x—y=0} et Fg::{(x,y)eRz:x+y:0}

sont des sous-espaces vectoriels de R? (puisque chacun est ensemble solution d'une équation linéaire homogeéne d’in-
connue dans R?), mais F; U F> n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet, F; U F, n’est pas stable par addition :
(1,1) et (1,—-1) appartiennent a F; U F>, mais (1,1) + (1,-1) = (2,0) ¢ F; U F>. ]

PROPOSITION 20 (ENSEMBLE SOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE). — Soient n et p est entiers na-
turels non nuls. Soit (a;, ;) € Mat,,,(K). On considere le systeme linéaire homogene (S) défini par :

a1-xy + oaip-x2 t+ ... o+ a1p-Xp = 0 (E1)

a1-X1 + @p-X2 + ... + dp-Xp = 0 (E)
(S) .

apy X1 + dp2 X2 + ... + app-Xp = 0 (En)

d’inconnue (x1,...,Xp) € KP. Alors l'ensemble solution de (S)
Sol(S) := {(x1,...,xp) €EKP : Vie[L,n], ajy - X1+ aj2 - Xo+...+a;p - Xp =0}

est un sous-espace vectoriel deK”.

THEOREME 21 (SOMME DE DEUX S.E.V. DE E). — Soient F) et F» deux sous-espaces vectoriels de E. Soit F1 + F»
la partie de E définie par
Fi+F:={u+uy:u €F etuyeF}.
Alors
1. FUF cF +F (inclusion)
2. F1 + F, est un sous-espace vectoriel de E  (sous-espace vectoriel)
3. si G est une partie de E telle que F) U F, c G et G est un sous-espace vectoriel de E, alors F) + F, c G.

Ainsi Fy + F, est le plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient F) U F;.

TERMINOLOGIE. — La propriété 3 du Théoreme 21 sera appelée propriété de minimalité de la somme.

EXERCICE 22. Soient Fj, F»,G des sous-espaces vectoriels de E. En utilisant, pleinement et uniquement, les 3
points du théoréme précédent, établir I'équivalence, souvent utile, suivante.

(FicGetF,cG) — Fi+FcG

EXERCICE 23 (FIL ROUGE - PARTIE 1). — Soient

Fy:={(x1, %2, x3) €R® 1 X1 + X2 + X3 = 0} et F={aaaecR:acR}.
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1. Justifier que F; et F; sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

2. Démontrer que F; + F» = RS.

DEFINITION 24 (DEUX S.E.V. DE E EN SOMME DIRECTE). — Soient F et F» deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Ondit que F; et F, sont en somme directe si

YueFi+F 3W(uj,u) e FixF, u=u +uy

i.e. si tout élément de F\ + F, s'écrit de maniére unique sous la forme u; + up avec uy € Fy et uy € F>.

2. SiF; et F, sont en somme directe, alors on note Fy & F, le sous-espace vectoriel F1 + F» de E.

THEOREME 25 (CRITERE POUR QUE DEUX S.E.V. DE E SOIENT EN SOMME DIRECTE). — Soient F; et F, deux
sous-espaces vectoriels de (E, +, -). Alors F) et F, sont en somme directe si et seulement si F) N F> = {0g}.

EXERCICE 26 (FIL ROUGE - PARTIE 2). — Démontrer que les sous-espaces vectoriels F; et F» de I'exercice 23 sont en
somme directe. O

Nous allons a présent étudier la somme d’'un nombre fini de sous-espaces vectoriels, qui étend

ce qui a été vu pour la somme de deux sous-espaces vectoriels. Il faut prendre garde a la généra-
@ lisation du théoreme 21. Le critére ne mettra pas en jeu des intersections de deux sous-espaces
vectoriels quelconques parmi ceux dont on prend la somme. Cf. théoreme 30.

DEFINITION 27 (SOMME D’UN NOMBRE FINI DE S.E.V.). — Soit E unK-espace vectoriel. Soient Fy, F», ..., F), des
sous-espaces vectoriels de E.

Fi+FB+. +F,={xi+x+...+Xp : (X1,X2,...,Xp) € Fy x Fo x...x Fp} .

p
Lasomme Fy + F + ... + F), est également notée Z F;.
i=1

THEOREME 28 (STRUCTURE DE LA SOMME D’UN NOMBRE FINI DE S.E.V.). — Soit E un K-espace vectoriel.
Soient Fy, B>, ..., F), des sous-espaces vectoriels de E. Alors Fy + F> + ... + F), est un sous-espace vectoriel de E.

DEFINITION 29 (SOMME DIRECTE D’UN NOMBRE FINI DE SOUS-ESPACES VECTORIELS). — Soit E un K-espace
vectoriel. Soient Fy, F, ..., F}, des sous-espaces vectoriels de E.

1. Lasomme F +...+ F), est dite directe si tout élément x de Fy + F; + ... + F), s'écrit de maniere unique sous
la forme

X=X1+tXp+...xp avec (x1,X2,...,Xp) € F1 x F...x Fp.

2. Lexistence de la décomposition de x € Fy + F> +...+ F), en 1 étant claire par définition de Fy + F> +... + F),
seule l'unicité est a considérer. Ainsi peut-on reformuler comme suit la somme Fy + ...+ F), est directe si :
pour tout ((x1, X2,...,Xp), (Y1, ¥2,-.-, Yp) E (F1 X F2... x F,[,)2

x1+x2+...+x,,=y1+y2+...+y,,=>x1=y1,x2=yz, < Xp = Vp-

p
3. SilasommeFy + F; +...+ Fy, est directe, on la note F, & F + ® + F, ou @ F;.
i=1
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THEOREME 30 (CRITERE POUR QU’UN NOMBRE FINI DE S.E.V. SOIENT EN SOMME DIRECTE). — Soit E un K-
espace vectoriel. Soient Fy, F», ..., Fy, des sous-espaces vectoriels de E.

1. LasommeF, Fy, ..., F, est directe si et seulement si la seule décomposition de O sous la forme
Op=x1+X2+...xp, avec (x1,X2,...,Xp)EF1xFp...xF,

estOp =05 +0g+...+0p.

2. Autrement dit, la somme F\, F, ..., Fy est directe est directe si et seulement si pour tout (x1,X2,...,Xp €
Fl X Fg e X Fp
x1+xg+...+xp=05zx1=OE,x2=OE, ey x,,zOE.

EXERCICE31. — SoientF; = {(x,,2) eR® : z=0}, b ={(x,,2) eR® : x=y=0}et F3={(x,5,2) eR® : x=0ety = z}.
1. Justifier que F, F», F5 sont des sous-espaces vectoriels de RS,
2. Calculer N F,, LFnF et FsnF.
3. Lasomme F; + F, + F3 est-elle directe?
0

EXERCICE 32 (INTERSECTION TRIVIALE ET SOMME DIRECTE : CAS GENERAL). — Soit E un K-espace vectoriel. Soient
F,FB,,..., F), des sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme F; + F> +... + F), est directe si et seulement si

vie[l,p], Fin| ), Fj|=1{0g}.
1Sjsp
J#i

3. SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES

DEFINITION 33 (S.E.V. DE E SUPPLEMENTAIRES). — Soient F) et F, deux sous-espaces vectoriels de E. On dit
que F) et F, sont supplémentaires dans E si :

YuekE, 3IWup,up) € F xF U=1u+up

i.e. si tout élément de E s'écrit de maniere unique comme somme d’'un élément de F, et d'un élément de F,.

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Le complémentaire F de F dans E n’est pas un supplémen-
@ taire de F dans E. En effet, 0 € F, donc Og ¢ F. Ainsi F n’est pas un sous-espace vectoriel de E et
ce ne peut donc étre un supplémentaire de F dans E.

PROPOSITION 34 (CRITERE POUR QUE DEUX S.E.V. DE E SOIENT SUPPLEMENTAIRES). — Soient F; et F, deux
sous-espaces vectoriels de E. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. F) et F, sont supplémentaires dans E.
2. i +F,=EetFinF, ={0g}.

DEMONSTRATION. — Conséquence du théoréme 25. [ ]

EXERCICE 35 (FIL ROUGE - PARTIE 3). — Les sous-espaces vectoriels F; et F» de I’exercice 23 sont supplémentaires
dans R3? O

EXERCICE 36. — On considere le sous-espace vectoriel :
1
F:= {fe‘éo([o,l],R) : f fde= o}
0

de €°([0,1],R). En donner un supplémentaire dans 6°([0, 1], R). 0
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THEOREME 37 (EXISTENCE D’UN SUPPLEMENTAIRE POUR UN S.E.V. DE E). — Tout sous-espace vectoriel de E
possede un supplémentaire dans E.

Remarque 38. — Le théoréme 37 est admis pour un espace vectoriel E quelconque (le lemme de Zorn permet de
I'établir). Cependant, lorsque I'espace vectoriel E est de dimension finie, nous serons en mesure de le démontrer,
grace au théoreme de la base incomplete. [

4. SOUS-ESPACES VECTORIELS ENGENDRES

PROPOSITION 39 (S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE DE E). — Soit A une partie de E. On définit la partie
Vect(A) de E par :

Vect(A):= (] F.

Fs.e.v.deE
telque Ac F

Alors
1. AcVect(A) (inclusion)
2. Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E  (sous-espace vectoriel)
3. si G est une partie de E telle que
(a) Ac G (inclusion)
(b) G est un sous-espace vectoriel de E  (sous-espace vectoriel)
alorsVect (A) c G.

En d'autres termes, Vect (A) est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A.
Le sous-espace vectoriel de E, noté Vect (A), est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par A.

TERMINOLOGIE. — La propriété 3 du Théoreme 39 sera appelée propriété de minimalité d'un sous-espace vectoriel
engendré.

THEOREME 40 (DESCRIPTION DU S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE FINIE DE E). — Soient uy,..., u, des vec-
teurs de E. AlorsVect ({uy, ..., u,}) est l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., Uy, i.e. :

Vect({ur,...,un}) = {M-ur+dz2-tp+...+Ap - up: (A1, A2,...,A) €K"}

n
{ZM S U (AI,AZ,...,An)eK”}.
i=1

THEOREME 41 (DESCRIPTION DU S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE QUELCONQUE DE DE E). — Soit A une
partie non vide de E. Alors :

n
Vect(A) = | {Z/lk-ak : (Ag,...,A,) €K" et(al,...,an)eA"}.
neN* | k=1

EXERCICE 42. — Comparer les deux sous-espaces vectoriels de R*
F:=Vect((-1,1,2,-2),(1,2,3,-6)) et G:={(xyz0eR" :x+y+z+1=0}.
O

EXERCICE 43. — Soit u; :=(1,1,2), uz :=(2,2,1), 1 = (1,1,1) et v2 := (1,1,—1). Démontrer que les sous-espaces vec-
toriels Vect ({11, up}) et Vect ({11, v2}) de R® sont égaux. O
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THEOREME 44 (SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS ENGENDRES). — Soient uy,..., U, et vy,..., Uy
des vecteurs de E. Alors :

Vect ({uq, ..., us}) + Vect ({v1, ..., vm}) = Vect (U1, ..., Un, U1, ..., Um}) .

§ 3. FAMILLES REMARQUABLES FINIES

NoOTATION. — Dans cette partie, on fixe (E, +, -) un K-espace vectoriel.

1. FAMILLES GENERATRICES FINIES

DEFINITION 45 (FAMILLE GENERATRICE DE E). — Soit uy,...,u, des vecteurs de E. La famille (u,, ..., u,) est
dite génératrice de E siVect({uy,...,u,}) = E.

PROPOSITION 46 (REFORMULATION DE LA DEFINITION DE FAMILLE GENERATRICE DE E). — Soit uy,..., U, des
vecteurs de E. La famille (uy, ..., uy,) est dite génératrice de E si et seulement si tout vecteur de E peut s’écrire
comme combinaison linéaire de u,,..., uy,.

EXERCICE 47. — Démontrer que {(x, y,z,t) € K* : xX—y+z=0,x+y—-2t=0, x+z—2t =0} est un sous-espace de K*
et en donner une famille génératrice. O

EXERCICE 48. — Pour tout n € N, on pose K, [X] = {P e K[X] : deg(P) < n}. Démontrer que K, [X] est un sous-espace
vectoriel de K[X] et en donner une famille génératrice. O

PROPOSITION 49 (SUR-FAMILLE D’UNE FAMILLE GENERATRICE DE E). — Toute sur-famille d’'une famille gé-
nératrice de E est génératrice de E.

2. FAMILLES LIBRES FINIES

DEFINITION 50 (FAMILLE LIBRE ET FAMILLE LIEE DE E). — Soit uy,...,u, des vecteurs de E. La famille
(uq, ..., uy) estdite libre si et seulement si :

V(ﬂ.l,...,ﬂ.n)EKn Mur+...+ A, up=0p = Ai=...=1,=0k.

Si la famille n'est pas libre, elle est dite liée.

EXERCICE 51. — Enoncer et démontrer une condition suffisante qui assure la liberté d’'une famille finie de polynémes
de K[X]. O

EXERCICE 52. — Soit a € C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la famille :
(1,a, az) ,(a a?, 1), (az, 1,a))

soit une famille libre de C3. O

PROPOSITION 53 (SOUS-FAMILLE D’UNE FAMILLE LIBRE DE E). — Toute sous-famille d'une famille libre est
libre.
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3. BASES FINIES

DEFINITION 54 (BASE DE E). — Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et généra-
tricedeE.

EXERCICE 55 (BASES CANONIQUES D’ESPACES USUELS). — Soient 7 et p des nombres entiers naturels non nuls.
1. Donner la base canonique de K".
2. Donner la base canonique de K, [ X].
3. Donner la base canonique de .4, , (K).

O

EXERCICE 56. — Justifier que {M € .#,,(K) : M = "M} est un sous-espace vectoriel de .4, (K), puis en donner une
base. 0

EXERCICE 57 (COORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UNE BASE). —

1. Soit B = (ey, €2, ..., e,) une base d'un K-espace vectoriel E. Soit x € E. Justifier que :

X1
X2
3! . ey 1K), x=x1-e1+x2-e2+...+x, - ey
Xn
X1
X2
Cevecteur colonne | ., | estappelé vecteur des coordonnées de x dans la base 2.
Xn

2. Soit x = (x1,...,x,) € K. Expliciter les coordonnées de x dans la base canonique de K".
3. SoitP=ap+ a1 X+ ar X?+...+a, X" € K,[X]. Expliciter les coordonnées de P dans la base canonique de K, [ X].

4. Soit A= (a;,j) jye[1,n] < [1.p] € #n,pK). Expliciter les coordonnées de A dans la base canonique de .4, (K).

THEOREME 58 (CONSTRUCTION DE BASES ADAPTEES A UNE DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE). — Soit E
unK-espace vectoriel. Soient F\, F», ..., F), des sous-espaces vectoriels de E en somme directe. Pour tout i € [1, p],
donnons nous :

Bi = (ei1,...,ein;)

une base de F;. Alors :
B .= 381#...#38’, = (em,elyz,...,elynl,...,epll,ep,g,...,ep,np)

estunebasede F1 & F>, & ...® Fy, que l'on appelle base adaptée a Fy ® F» & ... & F,.

10
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S 4. FAMILLES REMARQUABLES

NoTATION. — Dans cette partie, on fixe (E, +, -) un K-espace vectoriel et I désigne un ensemble non vide.

1. COMBINAISON LINEAIRE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

DEFINITION 59 (FAMILLE PRESQUE NULLE DE SCALAIRES). —

1. Ondit qu'une famille de scalaires (1;)ic € K! indexée par I est presque nulle si son support
supp((Ay)ien):={iel: A; #0}

est fini.

2. Lensemble des familles de scalaires indexées par I, qui sont presque nulles, est noté K.

PROPOSITION 60 (STRUCTURE DEK(). — KO est un sous-espace vectoriel deK!.

DEFINITION 61 (COMBINAISON LINEAIRE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS NON NECESSAIREMENT FINIE). — Soit
(u;) i1 une famille de vecteurs de E indexée par 1. Un vecteur u de E est dit combinaison linéaire de (u;) ey Si il
existe (A;)ic; € KY tel que
u=Z)L,-~ui:= Z )L,-~u,~.
iel £€5uPP((/1i)ieI)

v

-

somme finie

ou de maniere équivalente, s'il existe une partie finie J de I et (A}) jej tel que u = Y2 i uj.
jel

Remarque 62 (as particulier des familles indexées parN ouZ). —

1. Soit (u;);en - une famille de vecteurs de E. u est combinaison linéaire de (u;) ;e Si et seulement si il existe N € N

N

et (A)jefo,n €KV tel que u= ) A;u;. En effet tout partie finie de N est incluse dans un ensemble [0, N pour
i=0

un certain N € N.

2. Soit (u;) ;ez une famille de vecteurs de E. u est combinaison linéaire de (u;) ;ez si et seulement si il existe N € N et
N
(A1) je[-n,n) €KV tel que u= )" Aju;. En effet tout partie finie de Z est incluse dans un ensemble [N, N]

i=—N
pour un certain N € N.

2. FAMILLES GENERATRICES

DEFINITION 63 (FAMILLE GENERATRICE). — Soit (u;) e une famille de vecteurs de E indexée par I. La famille
(u;)ieg est dite génératrice de E si tout élément de E est combinaison linéaire de (u;) iej, i.e. Si

VueE 3N)iereK? x=Y Avu;.

iel

Remarque 64 (reformulation de la notion de famille génératrice). — Une famille (u;);e; une famille de vecteurs de
E est génératrice de E si et seulement si tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire d'un nombre fini de

vecteurs u;, outi € I,i.e.si
U Vect((uj)jej) =E.
J finie cI

11
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EXERCICE 65. — Reformuler la notion de famille génératrice dans le cas I =N et dans le cas [ = Z. 0

Exemple 66. — La famille (X"),en est génératrice de K[ X]. [ ]

3. FAMILLES LIBRES

DEFINITION 67 (FAMILLE LIBRE ET FAMILLE LIEE). — Soit E un K-espace vectoriel. Soit (u;) ;c; une famille de
vecteurs de E indexée par 1.

1. La famille (u;) e est dite libre si toute combinaison linéaire des (u;) jc1 qui est nulle a tous ses coefficients
nuls, i.e.

VAier €K Y diui=0p|= (Viel A;=0g.

iel

2. Sila famille (u;);c1 West pas libre, elle est dite liée.

Exemple 68. — La famille (X"),en d’éléments de K[X] est libre. [ |
Remarque 69 (reformulation de la notion de famille libre). — Une famille (u;);c; une famille de vecteurs de E est
libre si et seulement si toute combinaison linéaire finie de vecteurs u;, i € I, qui est nulle tous ses coefficients nuls, i.e.

si et seulement si
VY J finie c I (uj) jej estlibre.

[
EXERCICE 70. — Reformuler la notion de famille génératrice dans le cas I =N et dans le cas [ = Z. 0
Remarque 71 (reformulation de la notion de famille liée). — Une famille (u;);e; une famille de vecteurs de E est

liée si et seulement si un des vecteurs de la famille (u;);c; est combinaison linéaire des autres, i.e. sl existe i € I et
J finie < I ne contenant pas i tel que u; est combinaison linéaire de (u;) je;. [ ]

4, BASES

DEFINITION 72 (BASE). — Une famille (u;) ;e une famille de vecteurs de E est appelée base de E si et seulement
si elle est libre et génératrice de E.

Exemple 73. — Par définition de K[X], la famille (X™),en est une base de K[X]. ]

EXERCICE 74. — Soit (ay) nen une famille de réels deux a deux distincts. Pour tout n € N, on pose

R — R
f x — e™*
La famille (f,) nen est-elle libre dans RR? O
EXERCICE 75. — Soit (ap)pez une famille de réels deux a deux distincts. La famille ((az) N) . est-elle libre dans
neN/ pe
RY? )

12
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§ 5. DIMENSION FINIE

NoTATION. — Dans cette partie, on fixe (E, +, -) un K-espace vectoriel.

NOTATION. — Si (uy,..., U;) est une famille de vecteurs de E, la famille :
(ulr---rﬂ\iw--) un)

désigne la famille (uy, ..., u,) privée du vecteur u;.

1. ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE ET THEOREME DE LA BASE EXTRAITE

DEFINITION 76 (K-E.V. DE DIMENSION FINIE). — On dit que E est de dimension finie s'il possede une famille
génératrice finie.

LEMME 77 (CLE POUR LE THEOREME DE LA BASE EXTRAITE). — Soit (uy, ..., U,) une famille de vecteurs de E,
qui est génératrice de E. On suppose qu'il existe i € 1, n], tel que

u; € Vect({uq, ..., Ui,..., Un})

i.e. tel que u; est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (uy,...,uy,). Alors la famille
(uy,...,Uj,..., Uy) est génératrice de E.

DEMONSTRATION. — Soit x € E. Puisque la famille (u,..., u,) engendre E, il existe (11,...,1,) € K" tel que

n n
X = Z/Ij”j:( Z Ajuj)+7t,~ui.

j=1 j=Li#i

n
Clairement, Z AjujeVect({uy,..., Uj,..., uy}). Comme u; € Vect ({ug,..., Uj, ..., un}), Aju; € Vect ({uq, ..., Uj, ..., Un}).
j=1j#i
Ainsi x € Vect({wy, ..., U;, ..., Uy}), comme somme de deux éléments de ce sous-espace vectoriel de E. Ceci étant vrai
pour un x € E quelconque, il vient :

EcVect({uy,..., uj,..., uy}) .

Linclusion réciproque est triviale. u

THEOREME 78 (BASE EXTRAITE ET EXISTENCE D’UNE BASE EN DIMENSION FINIE). — Supposons que E est non
réduit a{0g} et de dimension finie. Soit (uy, ..., u,) une famille génératrice de E.
1. On peut extraire de la famille (u,, ..., u,) une sous-famille qui est une base de E.

2. En particulier E posséde une base (finie).

DEMONSTRATION. — Seule la premiére assertion requiert une preuve. Nous raisonnons par récurrence sur le nombre
n d’éléments que possede la famille génératrice donnée. Pour tout n € N*, notons £ (n) le prédicat suivant :

«De toute famille génératrice de n vecteurs de E, on peut extraire une base de E. »
e Initialisation an = 1. Soit (#;) une famille génératrice de E. Alors u; # O, sinon E = Vect ({0g}) = {0g}, ce qui est
contraire a une des hypotheses. Par suite (u;) est libre. C’est donc une base de E.

e Hérédité. Supposons que £ (n) soit vraie pour un entier n € N* fixé. Soit (uy,..., Uy+1) une famille génératrice
de E, formée de n + 1 vecteurs.

— Si (uy,...,un+1) estlibre, alors c’est une base de E et la propriété 22(n + 1) est établie.

— Sinon (uy,...,U,+1) estliée et donc un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres.
Formellement, il existe i € [1, n+1], tel que u; € Vect ({uy,..., U, ..., Un1}). D’apreés le Lemme 77, la famille
(uy,..., Ui, ..., Ups1), extraite de (uy, ..., Up+1), est génératrice de E. Comme elle posséde n vecteurs, on peut
lui appliquer I'hypothése de récurrence £?(n) pour conclure.

13
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2. THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE

LEMME 79 (CLE POUR LE THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE). — Soit (u1,..., Uy,) une famille de vecteurs de
E, qui est libre. Soit v € E tel que v ¢ Vect ({uy, ..., u,}). Alors la famille (uy, ..., uy,, v) est libre.

DEMONSTRATION. — Soit (A1,..., Ay, 1) € K*™! tel que

i=1

(%) (Z /liu,-)+uv:05.

e Démontrons que u = 0, en raisonnant par 'absurde. Si u # 0, alors v = Z (——l) u; € Vect({uy, ..., uy}), ce qui
i=1
contredit une des hypothéses.

n
e Comme p =0, 'identité (x) se réécrit Z Aiu; =0g. La famille (u4,..., u,) étant libre, il vient A; =...= 1, =0.
i=1

THEOREME 80 (BASE INCOMPLETE). — Supposons que E possede une base (ey,...,ep). Soit (uy,...,up) une
Jfamillelibre de vecteurs de E. On peut adjoindre a la famille (uy, ..., up) un certain nombre des vecteurs ey, ..., ey
(éventuellement aucun) de maniere a ce que la nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.

DEMONSTRATION. — On raisonne par récurrence généralisée finie sur le nombre g de vecteurs de la base (ey, ..., e;)
qui n'appartiennent pas au sous-espace vectoriel engendré par la famille libre donnée. Pour tout ¢ € [0, n], notons
22(q) le prédicat suivant :

si g des vecteurs de la base (ey, ..., e;) n'appartiennent pas au sous-espace vecto-
riel engendré une famille libre donnée, alors on peut adjoindre a cette famille libre
donnée un certain nombre des vecteurs ej,..., e, (éventuellement aucun) de ma-
niére a ce que la nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.

e Initialisation a q = 0. Soit (u1,..., up) une famille libre de vecteurs de E telle que tous les vecteurs ey, ..., e, ap-
partiennent a Vect ({u1,..., up}) (i.e. telle que g = 0). Par minimalité du sous-espace engendré Vect ({u,..., up}),
il vient
E =Vect({ey,...,en}) < Vect ({u,..., up}) < E.
Par suite, (u1,..., up) est génératrice de E. C’est donc une base de E, puisque cette famille est supposée libre par
hypothese.

* Hérédité. Supposons que 2 (g') soit vraie pour tous les entiers ¢’ € [0, g], ot g € [0, n—1] est fixé. Soit (u,..., up)
une famille libre de vecteurs de E telle que g+1 vecteurs delabase (ey, ..., ;) n'appartiennent pas a Vect ({ ui,..., up}).
Quitte a réindexer les vecteurs de la base (ey, ..., e;), on peut supposer que

e1,...,eq eq1 ¢ Vect({u, ..., up}) et egso,...,en€Vect({ur,..., up}).
Comme eg4 ¢ Vect ({uy,..., up}), le Lemme 79 nous livre la liberté de la famille (uy, ..., up, e4+1). Nous avons

€q+1 EVect({ul,..., up,eq+1})
et
€q+2,...,en € Vect({ur, ..., up}) < Vect ({ur, ..., up, eq+1}).

Par suite le nombre g’ de vecteurs de la base (ey, ..., e;) qui n’appartiennent pas a
Vect ({1, ..., Uup, eq+1}) est inférieur ou égal a g. On applique alors I'hypothese de récurrence 22 (') a la famille
libre (u1, ..., up, eq4+1), obtenue en adjoignant a (u, ..., up) un des vecteurs de la base (ey, ..., e,), pour conclure.

]
Remarque 81. — Dans la preuve du théoréme de la base incomplete, seul le caractere générateur de E de la famille

(e1,...,en) nous a été utile. Le résultat est donc encore valide si I'on suppose la famille (e;,..., e;) seulement généra-
trice de E. |

14
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3. CARDINAUX DES FAMILLES REMARQUABLES ET NOTION DE DIMENSION

et soit (f1,..., fm) une famille génératrice de E. Alors n < m.

LEMME 82 (CLE SUR LES CARDINAUX DES FAMILLES REMARQUABLES). — Soif (ey, ..., e,) une famille libre de E

DEMONSTRATION. — Pour tout m € N*, on définit 22(m) comme étant 1’assertion :
«¥ (fiyeeer fm) €EE™, Y nEN*, Y (e1,...,en) € Vect ({fi,..., fm})", (e1,...,e,) libre = n<m»

On démontre que £?(m) est vraie pour tout m € N*.

Lassertion du Lemme 82 en découle, puisquessi (fi,..., fm) estune famille génératrice de E, alors Vect ({fi,...

E par définition méme.

Remarquons que pour tout m € N*, &(m) est équivalente a :
Y (fi,....fm) €E™, ¥YneN*, VY(e,...,en)eVect({fi,..., fm})", n>m = (ey,..., e, liée

par contraposition.

’fm})z

o Initialisation a m = 1. Soit fi un vecteur de E, soit n € N*, soit (e1, ..., ey) € Vect({f1})". On suppose n > 2. Dé-

montrons que la famille (ey, ..., e,) estliée. Pour cela, il suffit d’établir que la famille (e, ey) est liée.

Il existe (A1,12) e K? tel que e; = A1 fi et ez = A fi.

- SiAd;=0,alorse; =0get:
l.ey +0.ep =0g

A
- Sid; #0, alors e, = A—zel et:
1
—Aze1+ A1 e2 =0p
—~~

#0
Dans les deux cas, la famille (e, ey) est liée.
e Hérédité. Supposons & (m) vraie pour un m € N* fixé. Soit (f1,..., fin, fin+1) € E™*1 soit n € N* soit (ey,...,e,) €
Vect({f1,--, fm fm+1})"- On suppose n > m + 1. Démontrons que la famille (ey, ..., e,) est liée.
Pour tout i € [1,n], il existe (A 1,...,di,m, Ai,m+1) € K™ tel que :
m+1 m
€= Z Aijfj= Z Aiifi +Aime1fme
j=1 j=1
——
eVect({fi,...fm})
~ SiALms1=-..= Apm+1 =0, alors (ey,...,e,) € Vect ({ fi,..., fin})". De n> m+1> m et de (m), on déduit
que la famille (ey,..., e,) estliée.
— Siaumoins un des scalaires A1 5+1,...,An,m+1 €st non nul, alors quitte a renuméroter les vecteurs ey, ..., e,

on peut supposer A, ;41 # 0.

Pour tout i € [1,n— 1], on pose :

/ Ai,m+1
ei =e;—

m Aim+
ev= 3100t~ £ 2Ly eec({ e
=1

n,j
/ln,m+1 /ln m+1

Alors (é),...,e,,_) € Vect({fl,...,fm})"_l. De n—1> m (qui découle de n > m + 1) et de 22(m), on déduit

que la famille (e},...,e},_;) estliée.

Donc il existe des scalaires py, ..., ;-1 non tous nuls tels que :

ol /11 m+1
OE—Z,ule —Z,Ulel Z en

i=1 An m+1

La famille (e,..., e,) est donc également liée.

15
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THEOREME 83 (CARDINAL DES BASES). — Supposons que E est de dimension finie. Alors toutes les bases de E
ont le méme cardinal.

DEMONSTRATION. — C’est une conséquence directe du lemme 82. [

DEFINITION 84 (DIMENSION). — Supposons que E est de dimension finie. Le cardinal commun de toutes les
bases de E est appelé dimension de E. On le note dim (E).

Exemple 85 (dimension de quelques K-espaces vectoriels usuels). — Soient n et p des entiers naturels non nuls.
1. dimK™") =n
2. dimK,[X)=n+1
3. dim (M, pK)) = np

. . , . . i R . n(n+1)
4. La dimension de I’espace vectoriel des matrices symétriques n x n a coefficients dans K est ———.

THEOREME 86 (DIMENSION ET CARDINAL DE FAMILLES REMARQUABLES). — Supposons que E est de dimen-
sion finie. Soit (uy, ..., u,) une famille de vecteurs de E.

1. Supposons (uy,...,u,) génératrice de E.

(a) Alorsdim (E) < n.

(b) Sin=dim(E), alors (uy,...,un) estde plus libre. C'est donc une base de E.
2. Supposons (uy, ..., uy,) libre.

(a) Alors n < dim(E).

(b) Sin=dim/(E), alors (uy,...,uy,) estde plus génératrice de E. C'est donc une base de E.

DEMONSTRATION., —
1. Supposons (uy, ..., u,) génératrice de E.
(a) C’estune conséquence du lemme 82.

(b) Supposons que n = dim (E). En appliquant le théoréeme de la base extraite a la famille (u;,..., u,) généra-
trice de E, il vient qu'il existe une sous-famille de (u;,..., u;) qui est une base de E.
Si cette sous-famille n’est pas la famille (uy, ..., ;) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un car-
dinal strictement plus petit que la dimension de E, ce qui contredit 1'égalité des cardinaux de toutes les
bases de E (théoréeme 83).
Donc la sous-famille qui est une base de E, obtenue par application du théoreme de la base extraite, est la
famille (uy,..., u,) elle-méme. La famille (u,,..., u,) est donc une base de E.

2. Supposons (uy, ..., Uy) libre.
(@) C’estune conséquence du lemme 82.

(b) Supposons que n = dim (E). En appliquant le théoreme de la base incomplete a (u1,..., uy), on obtient une
sur-famille de (uy, ..., u;) qui est une base de E.
Si cette sur-famille n’est pas la famille (v, ..., u;) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un car-
dinal strictement plus grand que la dimension de E, ce qui contredit I'égalité des cardinaux de toutes les
bases de E (théoreme 83).
Donc la sur-famille qui est une base de E, obtenue par le théoréme de la base incomplete, est la famille
(uq,..., uy) elle-méme. La famille (u4,..., u,) est donc une base de E.
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4. DIMENSION ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

THEOREME 87 (DIMENSION ET S.E.V.). — Supposons que E est de dimension finie. Soit F un sous-espace vec-
toriel de E. Alors

1. F estde dimension finie;
2. dim (F) < dim (E).

DEMONSTRATION. —

1. Raisonnons par I’absurde. Supposons F n’est pas de dimension finie, i.e. qu’aucune famille finie de vecteurs de
F n’engendre F. On va montrer qu’on peut, sous cette hypotheése, construire des familles libres de vecteurs de
F, arbitrairement grandes.

o F n’étant pas de dimension finie, il n’est pas réduit a {0z} (en effet (0g) est une famille génératrice de {Og}).
Soit donc u; un vecteur non nul de F. La famille (¢;) est une famille libre de vecteur(s) de F.

e Soit p € N*. Supposons construit des vecteurs (uy,..., up) de F, qui forment une famille libre. Puisque
(ur,..., up) Nest pas génératrice de F, il existe up,1 € F\Vect({uy,..., up}). Par le lemme 4.84, la famille
(u1,..., up, Up+1) est une famille libre de vecteurs de F.

Ainsi construit donc, par récurrence, des familles libres de vecteurs de F de cardinaux p > 1 quelconque. En
particulier pour p = dim (E) + 1. Lespace vectoriel E, de dimension finie dim (E), contient donc une famille libre
de cardinal dim (E) + 1, ce qui contredit I'assertion 2.(a) du Théoreme 86.

2. Une base de F est en particulier une famille libre de E. Par le théoreme 86, il vient donc dim (F) < dim (E).

]
EXERCICE 88. — Soit A € K. Justifier que
Fri={(,32€eK : Ax+y+2=0, x+Ay+z=0, x+y+Az=0}
est un sous-espace vectoriel de K3, puis déterminer sa dimension. 0
EXERCICE 89. — Justifier que
F:={PeC3[X]: P(1)=P(-1)=0}
est un sous-espace vectoriel de C3[X], puis déterminer sa dimension. O

THEOREME 90 (CRITERE D’EGALITE DE DEUX S.E.V.). — Supposons que E est de dimension finie. Soient F et G
deux sous-espaces vectoriels de E tels que F c G.

1. dim (F) < dim (G).
2. Sidim (F) = dim (G), alors F = G.

DEMONSTRATION. —

1. D’apres les hypotheses, F peut-étre vu comme un sous-espace vectoriel de G. Alors 'inégalité dim (F) < dim (G)
résulte du théoréme 87.

2. Supposons dim (F) = dim (G) =: d. Soit (ey, ..., e4) une base de F. On peut considérer cette famille comme une
famille libre de G. Puisqu’elle a le méme cardinal que dim (G) c’est une famille génératrice de G (cf. 2.(b) du
théoréme 86). Or c’est aussi une famille génératrice de F. D’ol F = Vect({ey,...,e4}) = G.

THEOREME 91 (FORMULES DE GRASSMANN). — Supposons que E est de dimension finie. Soient F et G deux
sous-espaces vectoriels de E.

1. SiF et G sonten somme directe, dim (F ® G) = dim (F) + dim (G).
2. dim(F+ G) =dim (F) +dim(G) —dim (FN G).
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DEMONSTRATION. —
1. Lassertion résulte du Théoreme 58.

2. Soit F' un supplémentaire de Fn G dans F. On a ainsi
x) F=FnGeF.
Prouvons
(*x) FeG=F+G.

e Caractére direct de la somme F' + G
Soitxe FFnG.Alorsxe FFcFetxeG.Doncxe FNG.De x€ FNG, x € F' et (%), on déduit x = 0g. Ainsi
F'n G c{0g}. Linclusion réciproque est claire.

e LinclusionF'e Gc F+G
Comme F'cF,FFeGc F+G.

e LinclusionF+G<cF &G
Soit x € F+ G. Alorsil existe ye Fetze Gtelsque x = y+z.Comme ye F=(FNG)® F,ilexiste Y e FNG
ety e F' telsque y=y +y". Ainsi:

(% % %) x=y"+ +2).

Comme y e FNGc Getze G,y +z€ G. Donc (* x %) est une écriture de x comme somme d’un élément
de F et d’'un élémentde G.D'ouxe€ F' @ G.

Lidentité (x ), a présent démontrée, nous livre
dim (F + G) =dim (F' @ G) = dim (F') + diim (G)
en appliquant 1. Toujours en appliquant 1, nous déduisons de (x)
dim (F') = dim (F) -dim (F N G).

En combinant les deux dernieres identités sur les dimensions, le résultat tombe.

]
THEOREME 92 (DIMENSION D’UNE SOMME DIRECTE). — Soit E un K-espace vectoriel. Soient Fy, F», ..., Fy des
sous-espaces vectoriels de E en somme directe. Alors
dim(F, @ F> ®...8 F,) = dim (F)) + dim (F,) + ... + dim (F,).
DEMONSTRATION. — Il s’agit d'une conséquence du théoréeme 58. [

EXERCICE 93. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 tel que n := dim (E) > 3. Soient H;, H,, Hj trois
hyperplans (i.e. trois sous-espaces vectoriels de E possédant une droite vectorielle pour supplémentaire) de E deux-
a-deux distincts.

1. Démontrer que dim (H; N Hy) = n—2.
2. Démontrer que dim (H; N H, N H3) > n—3.
3. A-t-on «en général» dim(HiNnH,NH3)=n—-3?

THEOREME 94 (CRITERE POUR ETRE SUPPLEMENTAIRES EN DIMENSION FINIE). — Supposons que E est de di-
mension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F et G sont supplémentaires dans E si et
seulement si

Fn G={0g} et dim(F)+dim(G) =dim(E).

DEMONSTRATION. —

—> Supposons que F et G sont supplémentaires dans E, i.e.que E=F & G.
Puisque la somme est directe, F N G = {0g}. Ensuite par la premiére formule de Grassmann

dim (F) +dim(G) =dim (F & G) =dim (E).
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<= Supposons F N G={0g} et dim (F) + dim (G) = dim (E).
Puisque F N G = {0g}, lasomme F + G est directe. Il reste a vérifier que cette somme égale E.
F @ G est un sous-espace vectoriel de E. Ensuite par la premiére formule de Grassmann
dim (F & G) = dim (F) + dim (G)

et cette derniere somme de nombres entiers vaut dim (E) par hypothése. Donc F& G est un sous-espace vectoriel
de E de méme dimension finie que E. Par le théoréeme 90, E= F & G.

§ 6. APPLICATIONS LINEAIRES

NoTATION. — Dans cette partie, E et F désignent deux K-espaces vectoriels.

1. NOTION D’APPLICATION LINEAIRE

DEFINITION 95 (APPLICATION LINEAIRE). — Une application f: E — F est dite linéaire si

Vu,eE> YAWeK®  fA-u+p-v)=2A-fw)+u- f).

PROPOSITION 96 (IMAGE DU VECTEUR NUL PAR UNE APPLICATION LINEAIRE). — Si f: E — F est linéaire
alors f(0g) =0F.

DEFINITION 97 (£ (E,F)). — Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

THEOREME 98 (STRUCTURE DE K-E.V. SUR Z(E, F)). —
1. Soient (f,g) € £(E, F)?. Lapplication f + g définie par

E — F
u — fw+gw

f+g

est linéaire, i.e. f + g€ L(E, F).
2. Soit (A, f) e Kx £L(E,F). Lapplication A - f définie par

E — F
Aot u — A-f(w
est linéaire, i.e. A.f € L (E,F).
3. Lensemble &£ (E, F) muni des lois
Y(E,F)x £(E,F) — <%(E,F) ) ‘Kx,‘Z’(E,F) — Y(E,F)
(5,8 — [z A f) — A f

qui sont bien définies d'apres 1. et 2., est un K-espace vectoriel.
4. Le vecteur nulde £ (E, F) est
E — F

0
ZED |, . op

et l'opposé d'un vecteur f de £ (E, F) est donné par
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DEFINITION 99 (ENDOMORPHISME, ISOMORPHISME, AUTOMORPHISME). —
1. Une application linéaire de E dans E est nommeée endomorphisme de E.
2. Lensemble des endomorphismes de E est noté £ (E), i.e. £(E) := £(E,E).
3. Une application linéaire et bijective de E dans F est nommée isomorphisme de E vers F.

4. Une application qui est a la fois un endormorphisme et un isomorphisme est nommeée automorphisme.

EXERCICE 100. — Soit f: E — F unisomorphisme. Démontrer que 'application f~!: F — E est un isomorphisme.

O

THEOREME 101 (IMAGE DIRECTE ET IMAGE RECIPROQUE D’UN S.E.V.). — Soit f € Z(E, F).

1. Si H est un sous-espace vectoriel de E, alors
f(H):={f() : ue H}  [partie de F formée des images des éléments de H par f|

est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si H' est un sous-espace vectoriel de F, alors
U (H):={ueE: fweH'} |partiedeE formée des antécédents des éléments de H' par f]

est un sous-espace vectoriel de E.

2. NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

DEFINITION 102 (NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soit f € Z(E, F).
1. Le noyau de f est défini par

Ker(f):= f ' (10p) ={u€ E: f(w)=0p}  [partiede E formée des antécédents deOr par f].
2. Limagede f est définie par

Im(f) := f(E)={f(w) : ueE} [partie de F formée des images des éléments de E par f].

COROLLAIRE 103 (STRUCTURE DU NOYAU ET DE UIMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soit f € £ (E, F).
1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

DEMONSTRATION. — Comme {0r} est un sous-espace vectoriel de F et E est un sous-espace vectoriel de E, les deux
assertions résultent du théoreme 101.

PROPOSITION 104 (DETERMINATION DE L'IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soit f € Z(E,F). Soit
(e1,...,ey) une famille génératrice de E (une base de E par exemple). Alors :

Im (f) = Vect({f (e1), ..., f(en)}) .

THEOREME 105 (CRITERES D’INJECTIVITE ET DE SURJECTIVITE). — Soit f € Z(E, F).
1. f estinjective si et seulement siKer(f) = {0g}.

2. f estsurjective si et seulement silm(f) = F.
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3. APPLICATIONS LINEAIRES ET DIMENSION FINIE

EXERCICE 106 (CONSTRUCTION D’APPLICATIONS LINEAIRES). — Soient (ey,...,e;) une base de E et
(fi,--+, fn) une famille quelconque de vecteurs de F. Alors il existe une unique ¢ € £ (E, F) telle que :

Vie[l,n], @)=fi.

DEFINITION 107 (RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE DONT LA SOURCE EST DE DIMENSION FINIE). — Soit
feZLE,F).

1. SiE estde dimension finie, alors Im(f) est de dimension finie.

2. La dimension delm(f) est appelée rang de f et est notée Rg(f). On a donc Rg(f) := dim (Im(f)).

THEOREME 108 (THEOREME DU RANG). — Soit f € Z(E, F). Si E est de dimension finie, alors

dim (Ker(f)) +Rg(f) = dim (E).

EXERCICE 109 (IMAGE D’UNE BASE DE LA SOURCE ET PROPRIETES D’UNE APPLICATION LINEAIRE). — Soit f € Z(E, F).
Supposons que E est de dimension finie. Soit (ey, ..., e,) une base de E.

1. Démontrer que f est injective si et seulement si (f (e1), ..., f (e,)) est une famille libre de F.

2. Démontrer que f est surjective si et seulement si (f (e1), ..., f (e,)) est une famille génératrice de F.
3. En déduire un critére d’isomorphisme.

COROLLAIRE 110 (APPLICATIONS LINEAIRES ET DIMENSION FINIE). — Soit f € £(E,F). On supposeE et F de
dimension finie.

1. Si f est injective, alors dim (E) < dim (F).
2. Si f est surjective, alors dim (E) > dim (F).
3. Si f estinjective et si dim (E) = dim (F) alors f est un isomorphisme.

4. Si f est surjective et si dim (E) = dim (F) alors f est un isomorphisme.

§ 7. MATRICES D’APPLICATIONS LINEAIRES

1. CORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UNE BASE

NOTATION. —
o E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, notée n, supposée non nulle.
o &=(ey,...,ey) désigne une base de E.
e u désigne un vecteur de E.

DEFINITION 111 (COORDONNEES DU VECTEUR 1 DANS LA BASE &). — Puisque & est génératrice de E, il existe
(x1,..., %) €K" tel que

n
(%) u=y xjej.
Jj=1
Puisque la famille & est libre, le n-uplet d’éléments deK (x,, ..., x,) vérifiant (%) est unique. On définit la matrice

des cordonnées de u dans la base & comme étant

X1
Matg(u):=| : |€.Mp1(K).

Xn
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EXERCICE 112. — Soit u = (1,2,3) € R3.

1. Déterminer les coordonnées de u dans la base canonique de R3.

2. Onpose e} :=(0,1,1), €, = (1,0,1) et €} = (1,1,0). Démontrer que la famille &' = (e}, €}, €;) est une base de R® et

déterminer les coordonnées de u dans la base &’.

|
2. MATRICES D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS DES BASES
NOTATION. —
o E et F désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies, supposées non nulles.
e &=(ey,...,ey) désigne une base de E et & = (f1,..., fp) une base de F.
» ¢ désigne une application linéaire de E dans F.
DEFINITION 113 (MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE RELATIVEMENT A DES BASES). — La matrice de ¢
dans les bases & et & est la matrice notée
Maté",? (p) € V%p,n(K)
dontla j-ieme (1 < j < n) colonne est la matrice des cordonnées de ¢ (e;) € F dans la base & . Schématiquement,
nous avons la description suivante de Matg g ().
ple1) ¢le2) p(en)
* * * ! f
Matg z (@)= | * * . x| f
* * * / fp
Remarque 114. — Par définition méme, pour tout j € [1,n] :
p
(P(ej) = Z [Matgygc((p)]i'j - fi.
i=1
]

PROPOSITION 115 (INTERET DE LA NOTION DE MATRICE D’APPLICATION LINEAIRE). — La seule connaissance
deMatg g (@) permet de retrouver ¢, i.e. de calculer ¢(u) pour tout u € E.

DEMONSTRATION. — En effet soit u € E et soit

X1
Matg (u) = : € Mpu,1(K).
Xn
la matrice de ses cordonnées dans la base E. Alors :
n

n n P
(p(u) = (p(z xjej) = Z Xj (p(ej) = Z Xj Z [Matg’,g((ﬂ)]i’j fz
j=1 j=1 j=1

i=1

et donc

ou) = Z (Z Xj [Maté’,g((ﬁ)]iyj fi-

i=1\j=1
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Le terme de droite se calcule uniquement a I’aide de Matg o (et de la matrice des coordonnées de u dans la base &),
d’ot1la preuve de 'assertion. [

EXERCICE 116. — Soit n € N*. Déterminer la matrice de I’application linéaire :

KulX] — KplX]
f P — Pl

dans les bases canoniques de K, [X] et K, [ X]. O

PROPOSITION 117 (CALCULS D’IMAGES PAR ¢ GRACE A « SA» MATRICE). — Ona:

Matg (p(w)) = Matg g () x Matg (1)

DEMONSTRATION. — Lidentité
p

n
@(u) = Z Z Xj [Matg,g(q’)]iJ fi-
i=1 \j=1

obtenue dans la démonstration de la Proposition 115 livre une autre information. Les cordonnées de ¢ (1) dans la base

n
F sont | Y x;[Matg, g ((p)]l.j . Ainsi observe-t-on
j=t 1<i<p

Z xj [Matg, 9(90)] [Matg g((ﬂ)]

3

Y xj[Matg, 9(4’)]

[Matg,z (@], ; %)
Matg (p(w) =| Jj=1 =

~.
Il
—_

=Matg & () x Matg (u).

n

Z x| [Matgg((p)]p]
]_

™M=

[Matg,z ()], ;

.
11
—

La derniere identité repose sur la définition du produit matriciel. Nous avons donc établi :

Matg (p(u)) = Matg g (p) x Matg (1) .

3. COMPOSEE D’APPLICATIONS LINEAIRES VERSUS PRODUIT DE DEUX MATRICES

NOTATION. —
o E,F,G désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
e &=(ey,...,ey) désigne une base de E, & = (fi,..., fp) unebase de F et ¥ = (gy,..., g4) une base de G.

» ( désigne une application linéaire de E dans F et ¥ une application linéaire de F dans G.

LEMME 118 (RAPPEL SUR LA j-IEME COLONNE D’UNE MATRICE). — Soit n € N*. On note (el,,...,e") la base

AT
canonique deK". Soit j € [1,n]. Le vecteur (e{l) est le vecteur colonne a n composantes, dont toutes les com-
posantes sont nulles, a l'exception de la j-ieme qui vaut 1. Soit A € 4}, ,(K). Alors :

Ax (ej )T = j-iéme colonne de A
- .

Remarque 119 (formats des matrices en jeu). — Comme Matg & (@) € My, (K), Matg ¢ (@) € My ,(K), Matg ¢ (Wop) €
Mq,n(K), le produit matriciel Matg « () x Matg (@) est bien défini et les matrices Matg (1 o @) et Matg o () x
Matg & () ont méme format g x n. |
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THEOREME 120 (COMPOSEE D’APPLICATIONS LINEAIRES VS. PRODUIT DE MATRICES). — Ona:

Matg ¢ (@ o ) = Matg ¢ () x Matg z (¢).

DEMONSTRATION. — Soit j € [1, n]. Calculons la j-iéme colonne de la matrice Matg « (w) x Matg g (), notée C e

j T
Cj = Matyq ) xMats,z () x (e)

]' T
Matg g () x Matg & (¢) x Matg (e;) car Matg (e;) = (en)

Matg « (y) x Matg (¢ (e;))

Maty (v (¢ (ej)))  (cf. proposition 4.125)

Or par définition méme de Matg « (y o @), sa j-iéme colonne est formée des cordonnées de y (¢ (e;)) dans la base ¢,
i.e.]la j-ieme colonne de Matg « (' o ) est Maty (v (¢ (e}))).
Les matrices Matg ¢ (¢ o @) et Matg ¢ (y) x Matg # (¢) ont (méme format et) mémes colonnes. Elles sont donc égales,
ie.

Matg « (y o 9) = Matg g (y) x Matg, z ().

4. APPLICATION LINEAIRE CANONIQUEMENT ASSOCIEE UNE MATRICE

NOTATION. —
» n et p désignent des entiers naturels non nuls. E, F, G désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
¢ A désigne une matrice de .4, ,,(K).

o SineN*, B, = (el,...,e") désigne la base canonique de K", de sorte que %, := ((e}L)T,..., (e,’{)T) est la base
canonique de Mat,, ; (K).

PROPOSITION 121 (APPLICATION LINEAIRE CANONIQUEMENT ASSOCIEE A). — Lapplication linéaire canoni-
quement associée A est
Mat,,1(K) — Mat,;(K)
X — AX.

Lapplication ¢ 4 est bien linéaire et elle est caractérisée par :

Matgr 51 (a) = A.

Remarque 122. — Lapplication linéaire canoniquement associée a une matrice va nous permettre d’appliquer la
théorie développée pour les applications linéaires pour en déduire des propriétés portant sur les matrices. Un exemple
en est donné ci-dessous, cf. théoreme 128. [

DEFINITION 123 (NOYAU DE A). — Le noyau de A est par définition de noyau de @, i.e. :
Ker (A) :={X € M1 (K) : AX=0}.

Ker (A) est un sous-espace vectoriel de 4,1 (K).

Remarque 124. — La détermination de Ker (A) conduit souvent a la résolution d'un systeme linéaire homogeéne dont
A estla matrice des coefficients. [ ]
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DEFINITION 125 (IMAGE DE A). — Limage de A est par définition l'image de ¢ », i.e.
Im (A) = {AX : X € Mp1K)}.

Im (A) est un sous-espace vectoriel de 4y 1 (K).

DEFINITION 126 (RANG DE A). — Lerangde A est la dimension deIm (4), i.e. :

Rg(A) = dim (Im (A)).

PROPOSITION 127 (CALCUL EFFECTIF DU RANG). — Notons C1,C,,...,C, les colonnes de la matrices A. Alors
Im(A) = Vect ({Cy,Cs,...,C,}) etdonc:

Rg(A) =dim (Vect({Cy, Cy, ..., Cy})).

) T o
DEMONSTRATION. — Comme %, := ((eh) reee (eg)T) est une famille génératrice de la source de ¢ 4 :

Im (A) :=Im(p4) =Vect({<pA ((e}L)T) e PA ((eﬁ)T)}) =Vect({A (e)',...,A (eZ)T})

D’apres le Lemme 118, Im (A) = Vect ({Cy, C, ..., Cy}). ]

THEOREME 128 (CRITERE D’INVERSIBILITE VIA LE NOYAU). — Nous supposons ici que n = p, i.e. que A est une

matrice carrée. Alors
A€ GL,(K) < Ker(A) = {0}.

DEMONSTRATION., —

= Supposons A € GL,(K). Clairement 0 € Ker (A).
Soit a présent X dans Ker (A). Alors AX = 0. En multipliant chaque membre de cette identité a4 gauche par A~!
(qui existe par hypothese) nous obtenons X = 0.

<= Supposons a présent que {0} = Ker (A) := Ker ((p A). Alors ¢4 € £ (() #,,1 (K)) estinjective. Or un endomorphisme
d’'un K-espace vectoriel de dimension finie qui est injectif est un automorphisme (conséquence du théoréeme
durang). Donc ¢4 est un automorphisme de .4, ; (K). Nous pouvons donc considérer I'application linéaire (p;‘I.
Posons B :=Matyr g (¢}').

Nous calculons
AB = MatB;,B; ((pA) X MatB;,BJ (‘le)

Matpr pr (@40 ®3!)
= Matgr pr(id.s,, )
= I,

et de méme BA = I,,. Donc A € GL,(K).

5. MATRICES DE PASSAGE

NOTATIONS. —
 E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

o &=(ey,...,ep) et & = (e},...,e)) sont deux bases de E.
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DEFINITION 129 (MATRICE DE PASSAGE DE LA BASE & A LA BASE &§'). — La matrice de passage de la base & a
la base &' est la matrice Pg_.g1 € M, (K) dont la j-ieme colonne est formée des cordonnées de e’]. dans la base &
pour tout j € [1,n].

Schématiquement, nous avons la description suivante de Pg_ g1.

~

el e e,
* * * /e;
= || © * * | e
* * * /ep

On a l'identité fondamentale suivante :
Pg_ g =Matg ¢ (idg) .

PROPOSITION 130 (PROPRIETES D’UNE MATRICE DE PASSAGE). — La matrice Pg_. g1 est inversible et :

(Pg—g) ' = Pgr_g.

DEMONSTRATION. — Nous pouvons aussi considérer la matrice de passage « dans I’autre sens ».
Pgi_.g =Matg ¢ (idg).
Nous avons :
Pgi_g x Pg_.gr = Matg ¢ (idg) x Matg g (idg) = Matg: g (idg oidg) = Matgr g (idg) = I.

De méme Pg_ g x Pgi_g = I,. Nous en déduisons que Pg_.¢: est inversible et que (Pg_.g/) ! = Pgi_g. [ ]

PROPOSITION 131 (CHANGEMENT DE BASE ET CORDONNEES D’UN VECTEUR). — Soit u € E. Posons X =
Matg (1) et X' = Matg (w). Alors :
X=Pg_ g xX.

DEMONSTRATION. — Nous calculons
Pg_.g x X' =Matg ¢ (idg) x Matg: (1) = Matg (idg(u)) = Matg (1) .

Ainsi X = Pg_ g1 x X', ]
6. CHANGEMENT DE BASES POUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

NOTATIONS. —
o E,F désignent deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
o &=(ey,...,en) et & = (e],...,e)) désignent deux bases de E.
« F=(f,...[p) et F' =(f},..., ) désignent deux bases de F.
 ( désigne une application linéaire de E dans F.

THEOREME 132 (THEOREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR LES APPLICATIONS LINEAIRES). — Ona:

Matg () = Pg_.g x Matg g/(p) x (Pg_,g/)_l

ou encore:
Matg o (@) = Matg;r'g (idp) x Matgr'gr () x Matg'éw (idg).
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DEMONSTRATION. — Nous calculons
Matg # (idr) x Matgr g (p) x Matg g (idg) = Matg o (idp oo idE) = Matg z (¢).
La méme identité écrite avec des matrices de passages s’écrit :

Matg # (¢) = Pg_g x Matg: g1 () x (Pg_g)".

Exemple 133 (fondamental). — Soit la matrice

-1 4 2
A=| -2 5 1
1 -2 2

et soit ¢ 4 'endomorphisme canonique de R® associé.
1. Déterminer tous les A € R tels que Ker (9 4 — Aidgs) # {0}.

2. Soient 1; < A, < A3 les réels trouvés a la question précédente. Démontrer
R® =Ker (¢4 —A1idgs) ®Ker (pa— Azidgs) @ Ker (pa— Azidgs).

3. Ecrire la matrice D de ¢ 4 dans une base adaptée a la décomposition précédente de R.

4. Quel lien existe-t-il entre Aet D?

§ 8. MATRICES

1. RETOUR SUR LA STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL SUR J%n_p(K)

NoTATIONS. — Les lettres n et p désignent des entiers naturels non nuls.

DEFINITION 134 (ADDITION DE DEUX MATRICES DE FORMAT 7 x p). — Soient A = (a,-,j) € MnpK) et B =
(bi,j) € Mn,p(K). La matrice A+B est la matrice de format nx p a coefficients dansK, dont le coefficient d'adresse
(i, ) est a; j +x bi,j pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p].

DEFINITION 135 (MULTIPLICATION D’UNE MATRICE DE FORMAT 71 X p PAR UN SCALAIRE). — Soit A = (ai,j) €
M, p(K). Soit A € K. La matrice A - A est la matrice de format n x p a coefficients dans K, dont le coefficient
d'adresse (i, j) est A xx a;,j pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p].

THEOREME 136 (STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL SUR ./, ,(K)). — Lensemble 4Ly, ,(K) munit des opé-

rations
-/ﬂn,p(K) X '/”n,p(K) - -/ﬂn,p(K) et K x -/%n,p(K) - '/”n,p(K)

* (A, B) —  A+B ' A, A) — 1A

est un K-espace vectoriel.

THEOREME 137 (BASE CANONIQUE DE .#y,,(K)). — Pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p], soit E; j € My, ,(K) la ma-
trice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’adresse (i, j) quivaut 1, i.e. :

Eij=(01k010)1ckan1<oxp

Alors (Ej, j) i, jye1,n]<[1,p] €St une base de 4y, p(K), appelée base canonique.
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EXERCICE 138. — Soit A = (aj,;) € My, (K). Décomposer A dans la base canonique de .4, (K). a

COROLLAIRE 139 (DIMENSION DE .4, ;,(K)). — LeK-espace vectoriel 4Ly, ,,(K) est de dimension finie et

dim (M, p(K)) =n-p.
2. RETOUR SUR LE PRODUIT MATRICIEL

NoOTATIONS. — Les lettres n, p, g, r désignent des entiers naturels non nuls.

DEFINITION 140 (PRODUIT MATRICIEL). — Soient A= (a; j) € M, p(K) et B=(b; ;) € Mg, (K).
1. Le produit matriciel de A par B est défini si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B,
ie.sip=g.
2. Sile produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le produit matriciel de A par B, noté AB,
est une matrice de formatn x r.
3. Si le produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le coefficient d’adresse (i, j) de AB est

p
ai,kbk,j = a,-,lbl,l- ar aiyzbglj ar ai'gbg']’ 9P 600 TP ai,,,bp,j.
k=1

pour tout (i, j) € [1,n] x [1,r]. Autrement dit, nous avons les identités suivantes.

p
3.. AB=

I

a; by j )
k=1

,_‘
VAV/AN
~.

1

p
3. VG Nell,n]x[L,r], [ABljj= ) [Aljkx[Blk;
k=1

THEOREME 141 (PROPRIETES DU PRODUIT MATRICIEL). —

1. Associativité
V (A, B,C) € Mp,p(K) x M), q(K) x Mg, (K), (AB)C = A(BQO).

Les parentheses n'influant pas sur le résultat, on note plus simplement ABC la matrice (AB)C = A(BC).
2. Distributivité a gauche
V (A, B) € My (K)?, VCeMpy K, (A+B)C=AC+BC.
3. Distributivité a droite
VA€ MypK), Y(BC) e K?  AB+C)=AB+AC.
4. Commutativité de la multiplication et de la mutliplication par un scalaire

VA€M pK), VBEMy K, YAeK  (A-A)B=AR-B)=A-(AB).

Exemple 142 (produit de deux matrices de la base canonique de /,,(K)). — Soit (E i j) 1<i,j<n la base canonique de
My (K). Soit (i, j, k, ) € [1, n]*.
1. Démontrer :
EijExe=06jkEie
en utilisant uniquement la définition du produit matriciel.

2. Retrouver le résultat de la question 1, en introduisant les endomorphismes canoniquement associés aux ma-
trices Ej,j et Ey ¢.
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3. MATRICES CARREES

NOTATION. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

DEFINITION 143 (UENSEMBLE .4, (K)). — On note ./, (K) l'ensemble des matrices carrées de format n x n a
coefficients dansK. On a donc 4, (K) := My, (K).

DEFINITION 144 (MATRICE IDENTITE). — On note I, la matrice de #,,(K), appelée matrice identité, dont tous
les coefficients sont nuls, sauf ses coefficients diagonaux, tous égaux a 1. En d'autres termes

1 sii=j

I i = s .
[l j 0 sii#j

pour tout (i, j) € [1, n]?.

THEOREME 145 (CARACTERE NEUTRE POUR LE PRODUIT X DE LA MATRICE IDENTITE). —

VA€ My, Al,=A et I,A=A

THEOREME 146 (STRUCTURE DE K-ALGEBRE SUR .4/,(K)). — (4,(K),+, x,.) est uneK-algebre.

DEFINITION 147 (PUISSANCE D’UNE MATRICE CARREE). — Soit A€ 4, (K). Si s € N, alors on définit A* par

I, sis=0
AS=
AxAxAx...xA sis>1.
—

s fois

THEOREME 148 (FORMULE DU BINOME DE NEWTON POUR DEUX MATRICES QUI COMMUTENT). — Soient A et
B deux matrices de #,,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout seN, ona

S
(A+B)S — Z (]‘z As_kBk.

k=0

Ak BS—k = i S
k

k=0

THEOREME 149 (FACTORISATION DE LA DIFFERENCE DE DEUX PUISSANCES DE MATRICES QUI COM-
MUTENT). — Soient A et B deux matrices de 4(,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout
seN*,ona

s—1
AS-BS=(A-B) Y Akps1-k,
k=0

Remarque 150. — Les deux formules sommatoires des théorémes 148 et 149 sont valables dans tout anneau, pour
deux éléments qui commutent. [
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4. MATRICES CARREES INVERSIBLES

NOTATION. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

DEFINITION 151 ( (MATRICE CARREE INVERSIBLE)). — Soit A € /,(K). La matrice A est dite inversible s’il
existe B € 4, (K) tel que
AB =1, = BA.

L'ensemble des matrices inversibles de #(,,(K) est noté GL,(K).

THEOREME 152 (INVERSE D’UNE MATRICE CARREE INVERSIBLE). — Si A € #,,(K) est inversible, alors la ma-
trice B € ., (K) vérifiant AB = I, = BA est unique. On la nomme matrice inverse de A et on la note A™*.

Remarque 153. — Si A€ ., (K) est inversible alors il découle de la définition de la matrice inverse A~' de A:

AA T =1,=AT A

]
THEOREME 154 ((GL;(K), x) EST UN GROUPE). —
1. Pourtout (A, B) € GL,,(K)?, AB € GL,(K) et (AB)~! = B~! A~!. En particulier, la multiplication sur .4, (K)
induit une loi de composition interne (notée également x) sur GL (K).
2. (GL,(K), x) est un groupe dont le neutre est I,.
Remarque 155. — I;' = I, et, pour tout A€ GL,(K), (A™) ™" = A. -

THEOREME 156 (AFFAIBLISSEMENT DE LA CONDITION D’INVERSIBILITE). — Soit A € 4, (K).
1. S'il existe B € ., (K) telle que AB = I, alors A est inversible et A~ = B.
2. S'il existe B € 4(,,(K) telle que BA = I, alors A est inversible et A1=B.

5. TRACE D’UNE MATRICE CARREE

NOTATION. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

n
DEFINITION 157 (TRACE). — Soit A € /,(K). La trace de A est le scalaire Tr (A) = Z [Algk, i.e. Tr(A) est la
k=1
somme des coefficients diagonaux de A.

THEOREME 158 (PROPRIETES DE LA TRACE). —
1. Linéarité

VY (A1,A2) €K, V (A}, Ag) € Mp(K)?,  Tr(A1.A; +A2.42) = A1 Tr(Ay) + A2 Tr(Ay).

2. Trace et produit
VAe M,(K) VBe ,K), Tr(AB) = Tr(BA)
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PROPOSITION 159 (TRACE D’UN ENDOMORPHISME). — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit
feZ(E). Le scalaire

Tr(f) = Tr(Matga(f))

est indépendant de la base 2 de E. On le nomme trace de f.

EXERCICE 160 (TRACE D’UN PROJECTEUR). — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de

E.Démontrer que Tr (p) = Rg(p).

6. TRANSPOSEE D’UNE MATRICE

NOTATIONS. — Les lettres n et p désignent des entiers naturels non nuls.

O

DEFINITION 161 (TRANSPOSEE D’UNE MATRICE). — Soient A = (a;,j) € My, (K). La matrice transposée de A
est la matrice, notée A", de format p x n, a coefficients dans K, définie par

A" :=(aj).

En d’autres termes
Vk,De[Lp]x[1,n], [AT],,=[Alk.

THEOREME 162 (PROPRIETES DE LA TRANSPOSITION). —

1. Caractere involutif
VA€ My, ®, (A7) =A.

2. Linéarité
VA1, A2) €K%, V(A A2) € My p(K)?,  (M.A1+A2.42) T = A1.A] + 2.4,
» » ) P ) 1 2
3. Transposition et produit
VAEMpyK) VYBeMy K, (AB) =B xA'
4. Transposition, inversibilité et inverse éventuelle

VAEGL, K, ATeGL,K e (A7) =(a)'

7. RANG D’UNE MATRICE ET MATRICES ]n,p(r)

NOTATIONS. —
o E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie p € N*.
 F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

» Lentier r désigne un entier naturel.

LEMME 163 (INVARIANCE DU RANG PAR COMPOSITION AVEC UN AUTOMORPHISME). — Soient E et F des K-
espaces vectoriels de dimension finie. Soit p € £(E, F).

1. Siy est un automorphisme de E, alorsRg(¢oy) =Rg(¢).
2. Siy est un automorphisme de F, alors Rg(y o ¢) = Rg(¢).
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LEMME 164 (APPLICATION LINEAIRE DE RANG 7 REPRESENTEE PAR UNE MATRICE Jj ,(r)). — Soit E et F
des K-espaces vectoriels de dimension finie, de dimensions respectives p et n. Soit ¢ € Z£(E,F). Pour tout
r € [1,min(n, p)], on note J, ,(r) la matrice de format n x p décrite par blocs comme suit.

I,O)

Tnp(r):= ( 0 0

Il existe une base & de E et une base & de F telle que
Mat(¢,8, %) = Jnp (Rg(#))-

En particulier, Rg (¢) < min(n, p).

THEOREME 165 (RANG D’UNE MATRICE ET CLASSES D’EQUIVALENCES DES MATRICES [, ,(r)). — Soit A €
Mn,p(K). Soitr €N.

Rg(A)=r < 3IBQeGCL,(K)*xGL,(K) A=P Jyp(r) Q.

THEOREME 166 (PROPRIETE DU RANG D’UNE MATRICE). —

1. Majoration du rang

Pour tout A€ Jl,,,p(K), Rg(A) < netRg(A) < p.
2. Rang de la transposée

Pour tout A€ Mp,,(K), Rg(A) =Rg(AT).

3. Criteére d'inversibilité pour une matrice carrée
Pour tout A € 4,(K), A est inversible si et seulement siRg(A) = n.

§ 9. HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES

NOTATION. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel non réduit a {0g}.

DEFINITION 167 (HYPERPLAN). — Un hyperplan de E est le noyau d’'une forme linéaire non nulle sur E.

PROPOSITION 168 (SUPPLEMENTAIRES D’UN HYPERPLAN). — Soit H un hyperplan de E.

Yue E\H, H®Vect(u)=E.

PROPOSITION 169 (UNE CARACTERISATION DES HYPERPLANS). — Un sous-espace vectoriel de E est un hyper-
plan si et seulement s’il admet un supplémentaire qui est une droite.

DEMONSTRATION. — Le sens direct est donné par la proposition 168. Etablissons le sens réciproque.
Soit H un sous-espace vectoriel de E qui possede une droite pour supplémentaire. Considérons une droite vectorielle
D telle que H@® D = E et un vecteur u non nul de D. Alors 'application :

|K — D
1A — Au

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Si p est la projection de E sur D parallelement a H alors :

E — K

1 x — ipw
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est une application bien définie, qui est une forme linéaire sur E, de noyau H. [

EXERCICE 170 (FORMES LINEAIRES NON NULLES AYANT MEME NOYAU). — Soient ¢ et ¥ deux formes linéaires non
nulles sur E telles que Ker (¢) = Ker (y). Démontrer :

ILeK*, yw=A-¢.

PROPOSITION 171 (HYPERPLAN D’UN ESPACE DE DIMENSION FINIE). — Si ['espace vectoriel E est de dimension
finie n > 1, alors un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si :

dim(H)=n-1.

EXERCICE 172 (DIMENSION DE DEUX HYPERPLANS DISTINCTS). — Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 3.
1. Soient Hj, H> des hyperplans distincts de E. Démontrer :

dim (HiNnHy)=n-2.
2. Soient Hj, Hy, Hs des hyperplans distincts de E. Démontrer :
dim(HinHyNnH3) >n-3

et étudier le cas d’égalité dans cette inégalité.
O

EXERCICE 173 (SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R” ET INTERSECTION D’HYPERPLANS). — Soient un entier n > 2, F un
sous-espace vectoriel strict de E et p := dim (F). Démontrer qu'il existe des hyperplans Hj, ..., H,_, de R" tels que :

n—p
F= () Hp.
k=1
Oa
EXERCICE 174 (EQUATIONS D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE R*). — Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par :
F:=Vect((1,1,1,1),(1,2,3,4)).

Déterminer un systeme linéaire (S) d'inconnue (x, y, z, t) € R* donc F est ’ensemble solution. O

§ 10. DETERMINANT

1. FORMES n-LINEAIRES ALTERNEES

NOTATION. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

DEFINITION 175 (FORME 7n-LINEAIRE ANTISYMETRIQUE). — Une application
f:E"—K

est dite n-linéaire antisymétrique si elle vérifie les deux conditions suivantes.

1. Caractére n-linéaire. Pour tout i € [1,n], pour tout (x1,...,Xi-1,%i, Vi, Xi+1,-+-» Xn) € E"*L, pour tout
A, p) eK?

f(xl»---,xi—l,/l'xi+,U‘J/i»xi+1v---,xn) :A"f(xl)---rxi—lrxirxi+lr---»xn)"'u'f(xlr---»xi—l»yirxi+lr---vxn)
2. Caractére antisymétrique. Pour tout (x,...,X,) € E", pour tout (i, j) € [1,n]? tel que i # j

f(xly---)xi—lyxirxi+1v---rxj—lrxjrxj+1)~--rxn) = _f(xl)---rxi—lrxjrxi+1r"'!xj—lrxiyxj+lr---yxn)
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NOTATION. — Soient (xy, Xp,...,X,) € E" et 0 € S;. On pose :
Xg 1= (Xo1)) X5(2)s+-r» Xa(n)

. 2 _
de sorte que, si (01,02) € S2 alors X500, = (xgz)al.

PROPOSITION 176 (PROPRIETES D’UNE APPLICATION 72-LINEAIRE ANTISYMETRIQUE). — Soit f: E" —— K
une application n-linéaire antisymétrique sur E.

1. Annulation sur une famille avec deux vecteurs identiques ou caractére alterné. Pour tout (i, j) € [1, n] tel
quei < j, pour tout (X1,...,Xi,...,Xj—1,Xj+1,---,Xp) € E""1

S0,y X1, Xy X1y e s Xj=15 Xiy Xjt 1y -0 Xn) =0
2. Annulation sur une famille liée. Pour tout (x1, X2,...,Xn) € E"
(x1,%2,...,Xy) estliéee = f(x1,%2,...,X,) =0
3. Effet d'une permutation. Pour tout (x1,Xa,...,X,) € E", pour tout g € Sy,

f(x0) == f(Xo), Xo2)) -+ -» Xa(m) = €(0) - f(x1,X2,..., Xp)

Exemple 177. — Lapplication

Mo (R) x Mo (R) — R
(P )
, —_ X1 — - X
)\ 1°Y2—Y1-X2
est 2-linéaire alternée. ]
EXERCICE 178 (CALCUL FONDAMENTAL). — Soient & = (e}, e2,...,e,) une base de E, f: E" —— K une application

n-linéaire alternée et (x1,...,x,) € E". On pose, pour tout j € [1, 1]

-
Matg(x;) = (xlyj,ij, . ..,xn,j)
En développant

n n n
f(xl,xz,...,xn)=f( Z Xi 1€y, Z Xiy 2 €iyyenry Z xin,n‘ei,,)

=1 ir=1 in=1

déterminer un scalaire A tel que f(x1,x2,...,X,) =A: f(e1,e2,...,en). O
n
Remarque 179. — Lensemble des formes n linéaires alternées sur E est noté A\ E, i.e.
A E" PP . E"
NE:= {f €K™ : f est nlinéaire alternee} cK

n
Lensemble /\ E est un sous-espace vectoriel de KE" et est donc muni d’une structure naturelle de K-espace vectoriel.
]

2. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

NoTATION. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

THEOREME 180 (DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE). — So0it % = (e1, ea,...,ey) une
base de E. Il existe une unique application

detg: E" —— K

qui est n-linéaire alternée et telle que detg (e, €2, ..., €,) = 1. De plus

n
V(xl»---;xn) € En det.@(xI)XZ)---)xn) = Z 8(0') : 1_[ [Mat@(xk)]g'(k)
g€eSy, k=1
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THEOREME 181 (UNE FORME 7n-LINEAIRE ALTERNEE EST PROPORTIONNELLE A detg). — Soient 9B =
(e1,€2,...,e,) unebasedeE et f: E" K une forme n-linéaire alternée sur E. Alors

V(x1,x2,..-,x;1) EE” f(xl,xz,..-,Xn) :f(el)eZ)---ven)'det%(xlyXZv“-)xn)

donc f est proportionnelle a dets.

n
Remarque 182. — D’apres 180 et 181, /\ E est une droite vectorielle. Chaque choix de base % de E produit detg, qui
en est un vecteur directeur. ]

COROLLAIRE 183 (COMPARAISON DES DETERMINANTS ASSOCIES A DEUX BASES). — Soient A = (ey,ez,...,6n)
et6 = (f1, f2,-.., fn) deux bases de E. Alors

1. V(x1,%2,...,X,) € E" detg(x1,X2,...,X,) = detg (AB) -detg (x1, X2,..., Xn)

2. Les scalaires dety (9B) et detg(€) sont non nuls et inverses l'un de l'autre.

PROPOSITION 184 (CARACTERISATION DES BASES VIA LE DETERMINANT). — Soient 9 = (e1,es,...,e,) une
base de E et (xy,...,x,) € E". Alors

(x1,...,%,) estunebasede E < detg(x1,...,X,) #0

EXERCICE 185. — Déterminer les réels A tels que la famille
#B:=(u=A1LLD, u=1LA4LD,us=(1,1,4,1), us=(1,1,1,1))

est une base de R*. 0

3. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

NOTATION. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

LEMME 186 (CLE POUR LA DEFINITION DU DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME). — Soient 9B =
(e1,€2,...,en), € =(f1, f2,---, fn) deux bases de E et u un automorphisme de E. On pose

u(%B) := (uler), ules),...,ulen)) et u(®):=(u(f),u(fa),...,u(fn))  IbasesdeE]

1. dety g (u(€)) =detz(€)
2. detg(u(AB)) = detg (u(¥))

DEFINITION 187 (DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME). — Soit u € £ (E). Le déterminant de u est défini
par

Det(u) := Detg(u(ey), u(ez),..., ule,)) ot B = (e, ez,...,e,) est une base de E [indépendant du choix de 98]

Remarque 188. — Nous observons que Det(idg) = 1. [

PROPOSITION 189 (CARACTERISATION DES AUTOMORPHISMES VIA LE DETERMINANT). — Soitu € £ (E). Alors

u est un automorphismede E <= Det(u) #0
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THEOREME 190 (DETERMINANT D’UNE COMPOSEE D’ENDOMORPHISMES). — Soient (u, v) € £ (E)?. Alors

Det(v o u) = Det(v) - Det(u)

COROLLAIRE 191 (DETERMINANT DE LA RECIPROQUE D’UN AUTOMORPHISME). — Soit u un automorphisme

deE. Alors
Det(w) #0 et Det(u™')=Det(w)™

EXERCICE 192 (S). — oit s une symétrie vectorielle de E. Calculer Det(s). O

4. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

NOTATION. — On note %y la base canonique de .#,,1 (K) et, pour tout A € 4, (K) et (i, j) € [1, n], on note A; . désigne
la i-ieme ligne de A et A. ; la j-ieme colonne de 4, i.e.

[Aly,j
" [Alz,;

Ai,o = ([A]i,l,[A]i,Z)---y[A]i,n)€K et A.,j = : €-/ﬂn,l(l()
[A]n,j
DEFINITION 193 (DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE). — Lapplication

MK — K
n
Det ] 4 Det(4):=Detgy (A1, Aupy..rAup) = Y @) [[[Alkowm
og€eSy, k=1

est l'unique application
2. linéaire par rapport a chacune des colonnes
2. alternée par rapport aux colonnes (I'échange de deux colonnes a pour effet de multiplier le déterminant
par—1)

2. valant1 sur la matrice I,.

Remarque 194. — Le déterminant de A € .4, (K) est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A. m

EXERCICE 195. — Calculer les déterminants des matrices

2 00 1 1 3 1
A=|0 3 0 B=|1 0 2 Cc=13
0 0 4 01 1 2

PROPOSITION 196 (DETERMINANT D’UNE MATRICE VS. DETERMINANT DE I’APPLICATION LINEAIRE ASSO-
CIEE). — Soit A€ #,(K). On note

-/”n,l(K) - -/ﬂn,l(K)
Pa X — AX

Iapplication linaire canoniquement associée. Alors

Det(A) = Det(@ 4)
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PROPOSITION 197 (DETERMINANT D’UN PRODUIT DE MATRICES CARREES). — Pour tout (A, B) € My, (K)2
Det(AB) = Det(A) - Det(B)

et, pour tout (A, A) e K x 4;,(K)
Det(1-A) = A" -Det(A)

THEOREME 198 (CARACTERISATION DES MATRICES INVERSIBLES PAR LE DETERMINANT). —

VAe M, (K), AeGL,(K) <= Det(A)#0

PROPOSITION 199 (MORPHISME DE GROUPES INDUIT PAR Det). — Lapplication déterminant induit l'appli-
cation
(GL,(K),x) — (K*,x)
A — Det(A4)

qui est un morphisme de groupes.

EXERCICE 200 (GROUPE SPECIAL LINEAIRE). — Que dire de SL,,(K) := {A € 4, (K) : Det(A) =1}?

THEOREME 201 (DETERMINANT D’UNE MATRICE VS. DETERMINANT DE SA TRANSPOSEE). —

VA€ My(K), Det(A)=Det(A")

COROLLAIRE 202 (PROPRIETES DU DETERMINANT D’UNE MATRICE PAR RAPPORT A SES LIGNES). — Lapplica-
tion
Det: 4,;,(K) —— K
est:
1. linéaire par rapport a chacune des lignes

2. alternée par rapport aux lignes (I'échange de deux lignes a pour effet de multiplier le déterminant par —1)

= oo N

1
EXERCICE 203 (C). — alculer le déterminant de la matrice A = (7
2

D © W
—————

5. CALCULS DE DETERMINANTS DE MATRICES

THEOREME 204 (EFFET D’UNE OPERATION ELEMENTAIRE SUR LE DETERMINANT). — Soit A€ 4,,(R).
1. Transposition. Soit (i, j) € [1,n]? tel que i # j. Alors

Det(A) =—-1-Det(A [C; < C;j]) et Det(A)=-1-Det(A [L;< Lj])

2. Dilatation. Soientie€ [1,n] et A €K*. Alors
1 1
Det(4) = 5 -Det(A [C;—A:Cil) ef Det(A)= - Det(A [L;—A-L)

3. Transvection. Soient (i, j) € [1,n]? tel que i # j et A € K. Alors

Det(A) =Det(A [Cj—Cj+A-Cil) et Det(A)=Det(A [Lj—Lj+A-L;])
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EXERCICE 205. — Exprimer le déterminant de la matrice

1 0 1 2
1 2 3 1
A=l o1 2 0
1 2 -3 3

en fonction du déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous égauxa 1. [

DEFINITION 206 (MINEUR ET COFACTEUR). — Soient A€ .4,(K) et (i, j) € [1, n].

1. La mairice A;,j € Myn-1(K) est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-ieme colonne de
A.

2. Le mineur de A associé au couple (i, j) est
Det(A,-,]-)

3. Le cofacteur de A associé au couple (i, j) est

Cij:= (-1 . Det(A; )

1 2 3
EXERCICE 207. — Calculer tous les cofacteurs de la matrice A:=(4 5 6]. O
7 8 9
LEMME 208 (CLE POUR LE DEVELOPPEMENT D’UN DETERMINANT SUIVANT UNE LIGNE/COLONNE). — Soient
PBo = (Xa,...,Xy) la base canonique de 4,1 (K) et A€ M, (K).
1. Det(Aat,.ereve Aano1, Xn) = Det(An,n)
2. Pour tout (i, j) € [1,n]?
Det(Aa1,eee, A jo1, Xiy A ji1, -0 0) Aun) = (1) - Det(A; )
THEOREME 209 (DEVELOPPEMENT D’UN DETERMINANT SUIVANT UNE LIGNE/COLONNE). — Soient A €
M, (K).
1. Pourtouti€ [1,n]
n . .
Det(4) = ) (-1)"*/ - [A]; j -Det(4;,)) [développement suivant la i-iéme ligne de A|
j=1
2. Pourtout j € [1,n]
n . .
Det(A) = ) (-1)'*7-[Al;, - Det(4; ;) [développement suivant la j-iéme colonne de A|
i=1
O

1 2 3
EXERCICE 210. — Calculer le déterminantde A={3 2 1]|.
2 3 1

PROPOSITION 211 (DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE). — Soit A € 4, (K). Si A est triangulaire
(inférieure ou supérieure), alors

n
Det(A) = [[[Alxx  [produit des éléments diagonaux]
k=1
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2 8 1 7
0 -3 1 3

Exemple 212. — Det 0 7 5|= 252 [ ]
0 0 0 6

THEOREME 213 (DETERMINANT DE VANDERMONDE). — Soient (a1, @2, ...,a;) € K. On pose

1 1 1 1
a1 a a3 (047}
a? al a2 a’ :
V(ag,as,...,ay) = 1 2 3 n € M, (K) [matrice de Vandermonde]
n-1 n-1 n-1 n-1
aj a; ag ap

Alors

Det(V(ay,az,...,an)) = [[ (aj—ai)
1<i<j<n

6. COMATRICE

DEFINITION 214 (COMATRICE). — Soit A€ ;(K). La comatrice de A, notée Com(A), est la matrice de 4(,,(K)
définie par o
V(i,j)e [[l,n]]2 [Com(A)];,;=C;,j = (-1t -Det(4; )

THEOREME 215 (RELATION FONDAMENTALE ENTRE UNE MATRICE ET SA COMATRICE). — Pour tout A € 4,,(K)

AxCom(A)" =Com(A)" x A=Det(A)-I,

THEOREME 216 (EXPRESSION DE I’INVERSE D’UNE MATRICE INVERSIBLE). — Si A € GL,(K) alors

1
ATl = -Com(A) "
Det(A)

est inversible et calculer son inverse. O

w NN
—_— - W

1
EXERCICE 217 (J). — ustifier que la matrice A= |3
2
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