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REVISIONS SUR LES POLYNOMES CHAPITRE
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§ 1. RAPPELS SUR LA CONSTRUCTION DE K[ X]

NOTATION. — La lettre K désigne un corps. On note K™ I’ensemble des suites presque nulles d’éléments de K, qui
sont indexées par N, i.e. :
K™ :={(an)pen : 30 €N, V1> ny, a, =0k} .

1. ADDITION + SUR K™

(N)

Si (an) nen et (by) zen sont deux éléments de KV, alors la suite (a,, + by,) ,en €st presque nulle et on pose :

(@n) nen + (bn) pen := (@n + bp) pen

On définit ainsi une application :

KN « KN . KN

" ((an)neN , (bn)neN) —  (an+bp)pen -

On vérifie alors que (K(N), +) est un groupe abélien, dont I'élément neutre est la suite nulle. Lopposé d’un élément
(an) nen de K™ est:
—(@n)nen := (—an)nen

2. LA MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE - SUR KV

Si (an) ey est un élément de KNV et A € K, alors la suite (A a,,) ,cn est presque nulle et on pose :

A-(an) pen = A XKk An) pen = (A ap) pen

On définit ainsi une application :

Kxk®» — — K™
(A, @)nen) — Aan)nen

On vérifie alors que (K™, +, -) est un K-espace vectoriel.

3. LA MULTIPLICATION INTERNE x SUR KV

n
Si (an) pen €t (bp) nen sont deux éléments de KN, alors la suite ( Z ay bnk) est presque nulle et on pose :
k=0 neN

n
(@n) nen * (D) pen = (Z “kbn—k)
k=0 neN

On définit ainsi une application :

KN « K™ . KN

((an)neN ) (bn)neN) — (Z akbn—k) .
k=0 neN

On vérifie alors que (K(N), +, x) est un anneau commutatif, dont le neutre pour la multiplication est la suite :
(60,n) yen = (1,0,...,0,...) .
Comme on vérifie de plus :
(A @) nen) * (Bu)pen = (@n) pen * (- (bn) nen) = A+ ((@n) nen x (bn) nen)

pour toutes suites (a,) ,en €t (by) en presque nulles d’éléments de K et tout scalaire A, (K(N), +, %, ) est une K-
algebre.
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4. I’ELEMENT X DE K

Soit X la suite d’éléments de K, dont tous les termes sont nuls, a I'exception de celui d’indice 1, qui vaut 1, i.e. :

X:=(61,n) pen = 0,1,0,...,0,...)..
La suite X est presque nulle et on calcule ses puissances (al’aide d'un raisonnement par récurrence) pour trouver :

VieN, X'=(6in)pen=10-.-.0, 1 ,0,...,0,...

indice i

en d’autres termes X' est la suite d’éléments de K, dont tous les termes sont nuls, & I'exception de celui d’indice i, qui
vaut 1, pour tout i € N.

5. LA BASE CANONIQUE DE K™

La famille (X'),_y forme une base de KN, nommée base canonique. Si (@,) ,en est un élément de K™, alors :

+00 )
(@) pen =) i X'
i=1

Notons que, la suite (ay) ,en étant presque nulle, la somme précédente est une somme finie.

6. NOTION DE POLYNOME ET I’ENSEMBLE K[ X]

Lensemble K™ sera plutdt noté K[ X]. Un polynome a coefficient dans K est un élément de K[X], i.e. une suite
presque nulle d’éléments de K.

7. ECRITURE D’UN POLYNOME COMME COMBINAISON LINEAIRE DE PUISSANCES DE X

Puisque (X i )ieN est une base de K[X], un polynéme P a coefficients dans K s’écrit d'une unique maniere sous la
forme

+00 .
*) P=) aX'
i=0

ott (a;)ien € KW, i.e. ol1 (a;)en est une famille presque nulle d’éléments de K. Puisque toute partie finie de N est
incluse dans [0, n]] pour un certain n € N, P peut se réérire sous la forme

n .
(% %) P=) a; X"
i=0

Remarque 1. — Dans la suite, nous écrirons les polynémes sous I'une des formes (x) ou (xx), et plus comme des
suites presque nulles d’éléments de K. [ ]

8. COEFFICIENTS D’UN POLYNOME A COEFFICIENTS DANS K

Les a;, i € N, apparaissant dans I'écriture (%) sont uniques et on pose :
VieN [P]; :=a;.

On nomme coefficient d’indice i, i € N, le scalaire [P]; := a;. Ainsi la famille ([P];);en €st presque nulle et

+00

P= Z[P],-Xi.

i=0
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9. NOUVELLES EXPRESSIONS DES OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

ADDITION +. — Pour tout (B, Q) € K[X]?

+00 .
P+Q:=) ([Pl +[Ql)X".
i=0

On adonc
VieN [P+Q];=I[P]; +[Q];.
MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE -. — Pour tout A € K, pour tout P € K[ X]
+o0 X
AP =) A[P); X"
i=0
On adonc
VieN [AP]; = A[P];.
MULTIPLICATION INTERNE x. — Pour tout (B Q) € K[X]?
+oo [ i .
PQ:=3 | Y IP1;[Qli-j | X".
i=0\j=0
On adonc

i
YieN  [PQl;= ) [P]1;[Qli-j.
=0

n .
COMPOSITION 0. — Soit P = )_ a; X' et Q dans K[X]. Alors
i=0

PoQ=) Q.
i=0

10. STRUCTURE DE ’ENSEMBLE DES POLYNOMES A COEFFICIENTS DANS K

MPI-MPI* 2324

les polynomes a coefficients dans K est noté K[ X].
1. (K[X], +, -) est un K-espace vectoriel dont (X i) jeN €St une base.
2. (K[X],+, x) est un anneau commutatif.
3. (K[X],+, x, ) est uneK-algebre.

THEOREME 2 (STRUCTURE SUR L’ENSEMBLE DES POLYNOMES A COEFFICIENTS DANS K). — L'ensemble de tous

Remarque 3 (formule du binome de Newton dans K[X]). — Comme K[X] est un anneau commutatif, la formule du
binéme de Newton vaut dans K[X], sans hypothese sur les éléments dont on veut développer une puissance de leur
somme. ]
EXERCICE 4. —

1. Démontrer PQ = QP pour tout (B,Q) € K[X]2.

2. A-t-on PoQ = Qo P pour tout (B,Q) e K[X]??

O
EXERCICE 5 (FORMULE DES COMITES). — Démontrer de deux manieres la « formule des comités» :
" (n|l n 2n
VneN =

I'une combinatoire, 'autre a I'aide de la formule du bindme de Newton. En proposer une généralisation. O
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§ 2. DEGRE

DEFINITION 6 (DEGRE). — Soit
+00 .
(*)  P=) a;X'eK[X].
i=0
1. Sidans (%) tous les a;, i € N, sont nuls alors P s'écrit simplement P = 0. On définit alors son degré par

deg(0) = —oo.

2. Sidans (%) undes a;, i €N, est non nul (i.e. si P # 0), alors l'ensemble {i € N : a; # 0} est une partie finie
et non vide deN. Elle possede donc un maximum et on définit le degré de P par

deg(P):=max({ieN : a; #0}).

Le degré de P est donc le plus grand exposant de X qui apparait avec un coefficient non nul, dans (%).

Remarque 7. — Le degré d’'un polyndme est un élément de I’ensemble N U {—oo} et :

VPeK[X], P=0 < deg(P)=-o0.

+00 .

DEFINITION 8 (COEFFICIENT DOMINANT ET POLYNOME UNITAIRE). — Soit P = Z a; X' € K[X]. On suppose P
i=0

non nul.

1. Le coefficient [Pldeg(p), qui est par définition non nul, est appelé coefficient dominant de P. On le note On
le notedom (P).

2. Sidom (P) =1, alors P est dit unitaire.

Remarque 9 (polynome normalisé). — Si P € K[X]\ {0}, alors le polyn6me

= 1

Pi=—P
dom (P)
est unitaire. On dit parfois que ce dernier polynéme est obtenu en normalisant le polynéme P ou que le polyndme
~ 1
P:= —— P estle polyndme normalisé de P. [ ]
dom (P)

PROPOSITION 10 (PROPRIETES DU DEGRE). — On étend la relation d’ordre usuelle < et l'addition + sur N a
N U {—o0} en posant, pour tout (n, m) € (N U {—oo})? :

(n, m) € N? et n < m au sens de la relation d’ordre usuelle sur N
n<m << ou
n=-00

n+ m au sens de Uaddition usuelle surN, si (n, m) € N2

n+m = 5
—0Q Stnon.

Soit (P, Q) e K[X]?.

1. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)), avec égalité si et seulement si l'une des trois propriétés suivantes est
vraie:

(a) deg(P) # deg(Q)

(b) deg(P)=deg(Q)=—o0

(c) deg(P)=deg(Q) # —oo et la somme des coefficients dominants de P et Q n'est pas nulle.
2. deg(PQ) =deg(P) +deg(Q).
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PROPOSITION 11 (INTEGRITE DE K[X]). — Lanneau (K[X],+, x) est integre.

EXERCICE 12 (COEFFICIENT DOMINANT D’UN PRODUIT DE POLYNOMES). — Soient P, Q € K[X] des polynémes non
nuls. Démontrer : dom (PQ) = dom (P) dom (Q). O
EXERCICE 13 (DEGRE ET COEFFICIENT DOMINANT D’UNE COMPOSEE DE POLYNOMES). — Soit (B Q) € K[X]2. On sup-
pose que deg(Q) > 1.

1. Démontrer que : deg (P o Q) = deg(P)deg(Q).

2. Conjecturer puis démontrer un résultat concernant dom (P o Q).

O
EXERCICE 14 (QUELQUES EQUATIONS DANS K[X]). —
1. Résoudre Po P = P d’inconnue P € K[X].
2. Résoudre Q? = XP? d’'inconnue (B Q) € K[X]?.
3. Résoudre P (X?) = X?P d’inconnue P € K[X].
4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur P € K[X] pour qu’il existe Q € K[X] tel que Po Q = X.
O

QUESTION. — Soit n € N. Lensemble {P eK[X] : deg(P) = n} est-il un sous-espace vectoriel de K[X]?

DEFINITION 15 (K, [X]). — Pour tout n € N on pose:

K, [X]:={P e K[X] : deg(P) < n}.

THEOREME 16 (STRUCTURE SUR K, [X]). — Soit n € N. K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X] dont
(1, X,...,X™ est une base. Sa dimension est doncn +1.

EXERCICE 17 (K[X] N’EST PAS DE DIMENSION FINIE). — Justifier | K,[X] =K[X] et en déduire que K[X] n'est pas de
neN
dimension finie. O

THEOREME 18 (DES DEGRES ECHELONNES DANS K, [X]). — Soit n € N. Toute famille (Py, Py, ...,Pp) € K[ X)L
vérifiant
Vke[o,n] deg(Py) =k

est une base deK,,[X].

THEOREME 19 (DES DEGRES ECHELONNES DANS K[X]). — Toute famille (P,,) ,en € K(XN vérifiant
VneN deg(P,)=n

est une base de K[ X].
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§ 3. DIVISION EUCLIDIENNE

THEOREME 20 (DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[X]). — Soit (A, B) € K[X]? tel que B # Ok(x). Alors, existe un
unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
A=BQ+R
et

deg(R) < deg(B).

Le polynéme Q (resp. R) est appelé quotient (resp. reste) de la division euclidienne de A par B.

EXERCICE 21. — Effectuer la division euclidiennede A:= X° + X* + X3+ X2+ X+« par B:= X2+ X+1,ouaeK 0

DEFINITION 22 (DIVISIBILITE). — Soit (A, B) € K[X]2. On dit que A est divisible par B, ou que B divise A, s'il
existe Q e K[X] tel que A= BQ.

EXERCICE 23. — Soient A, B, C des polynémes de K[ X].
1. Justifier que A divise A.
2. Onsuppose que A divise B et que B divise C. Démontrer que A divise C.
3. On suppose que A divise B et que B divise A. Quel relation existe-t-il entre A et B?

4. On suppose que B est non nul. Démontrer :
Adivise B = deg(A) <deg(B).

La réciproque est-elle vraie?

PROPOSITION 24 (CRITERE DE DIVISIBILITE VIA LA DIVISION EUCLIDIENNE). — Soit (4, B) € K[X]2. On sup-
pose B # Ok|x). Alors :

B|A <= lerestede ladivision euclidienne de A par B est nul.

EXERCICE 25. — Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € K pour que le polynome A:= X° + X* + X3 +
X? + X + a soit divisible par B:= X? + X + 1. O

EXERCICE 26. — Soit (A, B) € K[X]2. On suppose B # Ok(xj- Ecrire la division euclidienne de A par B, si deg(A) <
deg(B). O

EXERCICE 27. —
1. Soit P € K[X] et soit a € K. Ecrire le reste de la division euclidienne de P par X — a en fonction de P(a).

2. Soit P € K[X] et soit (a, b) € K? tel que a # b. Ecrire le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) en
fonction de P(a) et P(b).

EXERCICE 28. — Soit B € K[X] de degré n > 1. Soit

f KiXx] — K;-1[X]
P — restedeladivision euclidienne de P par B .
1. Démontrer que f est une application bien définie, qui est linéaire et surjective.
2. Est-elle injective?

3. Déterminer son noyau.
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§ 4. POLYNOME DERIVE

NotATION. — Icila lettre K désigne un sous-corps de C.

n
DEFINITION 29 (POLYNOME DERIVE ET POLYNOMES DERIVES ITERES). — Soit P = Z aka € K[X], ot n € N.
k=0

1. Le polynéme dérivé P' de P est défini par
0 si n=0
P/ = n
kaka_l si n>1.
k=1
2. On définit par récurrence les polynémes dérivés itérés (ou sucessifs) en posant

!

PO—p o VkeN,pk+D = (P(k))

Remarque 30 (degré du polynéme dérivé). — Soit P € K[X]. Alors
—00 si deg(P)<0

deg(P') = {

deg(P)—-1 si deg(P)>1.

PROPOSITION 31 (LINEARITE DE LA DERIVATION DE POLYNOMES). — Lapplication

K(X] — KI[X]

D‘Pr—»P’

est linéaire, surjective, de noyau Ko[X].

THEOREME 32 (DERIVEES DE PRODUITS DE POLYNOMES ET FORMULE DE LEIBNIZ). —

1. Soient BQ € K[X]. Alors :
(PQ) =P Q+PQ

2. Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient (P1, Py, ..., P,) € K[X]".

n

n b n
pr) R NAN
i=1 =1 =1

i#]
3. Soient (P,Q) e K[X]%. Pour toutn e N* :
n
n
PQ™ =Y || PP Q"R [formule de Leibniz].
k=0
DEMONSTRATION. —
1. Les deux applications :

f K[X]xK[X] — K[X] ‘ K[X]xK[X] —  KI[X]
(BQ —  (PQ) (BQ) — P'Q+PQ

sont bilinéaires (symétriques). Ainsi, pour tout (B, Q) € K[X] x K[X] :

FRQ) =f(f[P1,-X", f[Q];Xf) =3 S IPLIQI £(x'x7)

i=0 j=0 i=0j=0
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ot +o0 . +oo . +00 +00 . .
g(PQ) = g(Z[P]in, Y QX =3 > [PLlQ]; g(X’,Xf) .
i=0 j=0 i=0j=0

Pour démontre; que fet g c0'1'_ncident pour tout (B, Q) € K[X] x K[X], il suffit donc de prouver que, pour tout
(i,j)€N?, f(X?,X7) = g(X?, X/). Nous calculons :
. . AN ..
f(xl,xf) = (X”f) =(i+j) X!
et . . YA . . YA .. .. ..
g(Xl,XJ) = (X’) X7+ X (Xf) =i XTI 4 X = (4 ) X
pour conclure.

2. Nous raisonnons par récurrence sur le nombre de polyndmes en jeu.
Pour tout 7 € N3 5, nous définissons le prédicat &?(n) par :

i
n n
9 (n) := | Pour tout (Py, Ps,...,P,) e K[X]", (H ) Z } [1P:
i=1

Le prédicat 22(2) est vrai, d’apres la propriété 1.
Soit n € N, tel que & (n) est vrai. Soit (P1, Ps, ..., Py, Pyy1) € K[X]"+L, D’apres la propriété 1 :

n+1 ! n n ! n
!/
[1P:i| =||T1Pi| Pusr| ={11Pi| Pner+|I1Pi| Prs:-
i=1 i=1 i=1 i=1
Gréce a'’hypothese de récurrence, nous en déduisons :
n+1 ! n n n n+l n+1
! !/ !/
[1Pi| =) P;|[1Pi|Puri+|[]Pi n+l_ZP [TPi|+Ppi | I] Pi
i=1 j=1 =1 i=1 j= i=1
i#] i#] izn+1
n+1 n+1
En observant que le dernier terme égale Z P} H P; |, nous pouvons conclure :
j=1 i=1
i#]
n+l eS| n+l
- 1 )
[1P: =2 P | [P
i=1 Jj=1 i=1
i#]

3. Nous raisonnons par récurrence sur 'ordre de dérivation, en mimant la démonstration par récurrence de la
formule du bind6me de Newton vue en classe.
Pour tout n € N*, nous définissons le prédicat 2?(n) par :

W _ 5 [ pto yi-h)
PQ" =3 P™Q )

k=0

P(n):=

Le prédicat 22(1) est vrai, d’apres la propriété 1.
Soit n € N* tel que ?(n) est vrai. Par définition des dérivées itérées d'un polyndome, (PQ)"+V = ((PQ)(”)),.
D’apres 'hypothese de récurrence, nous obtenons :

1 S R Y k, - k Y

PQ™V =Y . pH Qb | =y . (P( ) QUn- )) )
k=0 k=0

Gréce ala propriété 1:

n n
(PQ)™+D = Z (Z) pl+D) gn=k) Z T\ pk QU+1-k
k=0

k=0 k
n+l1 n
En remarquant que la premiére somme égale Z -1 ptd Q("“_k), il vient :
k=1 \"7

k

(PQ)"*V = Z ((k”1)+ 1 po Q(n+1k)+(Z) pin+D Q(0)+(Z) plO Q1)
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n n n+l . n n+l1 n n+1
Comme, pour tout k € [1, 1], (k—1)+(k):( ) )(relatlondePascal), (n):1:(n+1) et (0):1:( 0 ),

nous pouvons conclure :

(PQ)™*D = i (nltl) pk Q(n+1—k)+(n+1 .

=1 n+1

P+ O (”+ 1) pO n+D)

P(k) Q(n+l—k) .

n+l1 (n +1
k=0 k

LEMME 33 (POLYNOMES DERIVES ITERES DE (X — a)¥). — Soit (k, ¢, a) e N* x N x K.

k!

. k-¢ 9
([)_ M(X—a) Sl[gk

or-at]
0 sil¢>k.

DEMONSTRATION. — Nous raisonnons par récurrence.
e Définition du prédicat. Pour tout k € N*, on note 22 (k) le prédicat en la variable k suivant :

k! .
VOeN, [(X_a)k]m: m(X—a)k—l sif<k
0 silé>k.
o Initialisation a k = 1. Dans ce cas, 22 (k) s’écrit :
X—-a sif=0
VleN, [X-a'= 1 sif=1
0 sié>0.

Ona([X-a]®=X-aet[X-al =1.Etcomme deg(() X —a) = 1, pour tout £ > 1, [X — a]'© = 0. Donc 2(1) est
vraie.

o Hérédité. Supposons (k) vraie pour un k € N fixé et démontrons 2 (k + 1).
~ Comme deg((X — @)**1) =k +1, pour tout £ > k+1:

[(X—a)kH]M) -0

— Soit £ € [0, k]. On remarque (X — a)**! = (X — a)* x (X — a). D’apreés la formule de Leibniz :

(%) [(X_a)kﬂ](() _ i (f) [(X—a)"]m X— €D
i=0

D’ou
k0 [f PN ¢ kD R
[(X-a)f!] = ([) [(X a)] (X cz)+([_1 [(X a)] x1 [initialisation]
= - (X—a)k*f(X—a)wL(X—a)"+H [HR]
(k-20)! (k+1-20)!
k! k! _ nk+1-¢
((k—[)!+€(k+1—€)!) X-a)
k+1)!
_ (k(+1_)£)' (X_a)k+1—l .

10
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— Ilrestele cas ¢ = k+ 1 a traiter. Dans ce cas (x) se réécrit :
k+1) Kl (41 ) .
[(X_a)kﬂ] _ Z ( . [(X_a)k] (X — g K+1-D)
i=o \ !

et, grace a l'initialisation et a '’hypothése de récurrence, se simplifie :

(k+1)[ _a ] S

[(X— a)k+l](k+1)

= (k+1) k!
= (k+1)!
(k+1)! el
= — 7 (X- +1-¢ .
Grioon @
e Conclusion. d’apres l'initalisation a k = 1, I'hérédité et I'axiome de récurrence, pour tout k € N*, 2 (k) est

vraie.
]

THEOREME 34 (FORMULE DE TAYLOR EXACTE DANS K[X])). — Soit P € K[X] un polynome de degré n € N. Soit

a€K. Alors

(k)
e

P=3

k=0

DEMONSTRATION. — La famille ((X - a)k),CE [o.1] de polyndémes de K,,[X] est libre car échelonnée en degré. Elle com-
porte (n+1) = dim (K, [X]) éléments. Elle forme donc une base de K;,[X]. Ainsi existe-t-il Ag,..., 1, € Ktels que :

pP= Z/lk(X a)k—JLo+Z)Lk(X a)k.

k=0 k=1
e En évaluant en g, il vient :
P(O) (a)
Ao =P(a) = o
e Soit ¢ € [[1, n]). On dérive ¢ fois le polyndéme P et on applique le lemme précédent pour obtenir :
€1 0 & @)
PO = ¥ a|x-af] "+ Y |-
k=0 k=¢
= o+iﬂt  x—a
=R
>1
—~
- k! k—¢
= A0+ A (X-a) .
! k:zl;rl “ -y (k—0)!
En évaluant en g, il vient :
PO@=2,0
P([) (@)
etenfin A, = YT
[
EXERCICE 35. —

1. Trouver un endomorphisme g € Z(K[X]) tel que Do g =idkx].

2. Existe-t-il un endomorphisme k€ £ (K[X]) tel que ho D = idk(x; ?
0

EXERCICE 36. — Soit n € N. Soit a e K.

1. Justifier que la famille %, := (1, X — a, (X — a)?,..., (X — @)") est une base de K, [X].

2. Soit P € K, [X]. Quelles sont les coordonnées de P dans la base %8, ?
0

11
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§ 5. RACINES D’UN POLYNOME

DEFINITION 37 (RACINE D’UN POLYNOME). — Soit P € K[X]. Soit a € K. On dit que a est une racine de P si
P(a) =0.

DEFINITION 38 (SPECTRE D’UN POLYNOME). — Soit P € K[X]. On note Speck(P) l'ensemble des racines de P
dansk, i.e.:

Speck(P) :={a €K : P(a) =0} .

Remarque 39 (spectre et extension de corps). — Soit P € K[X]. Soit L un sur-corps de K qui est un sous-corps de C :
Kc L cC. On note Specy (P) I'ensemble des racines de P (considéré comme polynoéme a coefficients dans L) dans L :

Specy(P):={a€L: P(a)=0}.

On a naturellement I'inclusion :

Specg (P) < Specy (P)
mais cette inclusion peut étre stricte (cf. exercice ci-dessous). ]
n
EXERCICE 40 (SPECTRE REEL ET COMPLEXE DE X'+ X"+ ...+ X +1). — Soient ne N* et P = Z Xx*. Déterminer
k=0
Specg(P) et Specg(P). O
Le spectre d'un polynéme dépendant du corps dans lequel on s’autorise a considérer les racines,
@ on prendra toujours garde a bien indiquer le corps en indice. On évitera en particulier la notation
Spec(P).

PROPOSITION 41 (CRITERE POUR ETRE UNE RACINE VIA LA DIVISIBILITE)). — Soit P € K[X]. Soita € K. Alors :

a estracinede P dansK <= (X —a) divise P dansK[X].

PROPOSITION 42 (FACTORISATION D’UN POLYNOME POSSEDANT 7 RACINES DISTINCTES). — Soit P € K[X].
Soient ay,...,a, des éléments deK deux-a-deux distincts. Alors :

n
ay,..., @, sont racines de P dansK <— H (X — ay) divise P dans K[ X].

k=1
COROLLAIRE 43 (NOMBRE MAXIMAL DE RACINES D’UN POLYNOME NON NUL). — Tout polynéme non nul de
K[X] possede au plus deg (P) racines dans K.
DEMONSTRATION. — Supposons P non nul et notons n := deg(P) € N. Raisonnons par I'absurde et supposons que

P possede au moins (n + 1) racines deux-a-deux distinctes ay,...,a,+1 dans K. D’apres la proposition précédente, il
existe Q € K[ X] tel que

P=X-a)X-az)...(X—ap)(X—ap+1)Q.
Le polyndme P étant non nul, Q I'est également. Donc deg(P) = n+ 1+ deg(Q) et deg(Q) > 0. Ainsi deg(P) > n+ 1.
Contradiction. [

COROLLAIRE 44 (CRITERE DE NULLITE POUR UN POLYNOME). — Soit n un nombre entier naturel. Soit P un
polynome de degré inférieur ou égal a n. Si P possede au moins n+ 1 racines deux-a-deux distinctes, alors P = 0.

HYPOTHESE SUR LE CORPS K. — Dans la suite, on suppose que K est un sous-corps de C. Alors :

12
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e pourtoutne€Z, n#0dansK;

* le corps K contient Q et est donc infini.

PROPOSITION 45 (POLYNOME VERSUS FONCTION POLYNOMIALE). — Si P € K[X], on lui associe la fonction

~| K — K
P x — Px.
Lapplication
KiX] — KK
L p — P
est injective.

DEMONSTRATION. — Lapplication ¢ est clairement linéaire. Démontrons que son noyau est réduit au polynéme nul.
Soit P € K[X] tel que P = 0. Alors tout élément de K est racine de P. Comme K est un sous-corps de C, il contient Q et
est donc infini. Comme P a une infinité de racines, il est nul (cf. corollaire précédent). ]

Remarque 46 (identification entre polynome et fonction polynomiale). — Une fonction de K dans K est dite polyno-
miale si elle est égale a P, pour un P € K[X]. En d’autre termes les fonctions polynomiales sont celles qui sont dans
I'image de I'application ¢ de la proposition précédente. L'application ¢ étant injective, on confondra parfois/souvent
un polynome P € K[X] et la fonction polynomiale correspondante P. [

EXERCICE 47 (QUID DES FONCTIONS POLYNOMIALES SUR LES CORPS FINIS ?). — Soit p un nombre premier. Les construc-
tions élaborées jusqu’ici pour un sous-corps K de C s’appliquent mutatis mutandis au corps F,. On peut donc consi-
dérer la I ,-algebre [, [ X] des polynomes a coefficients dans [,. Soit P = X € F,[X] et Q = X? € F,[X]. Comparer les
deux applications :

Fp, — Fp ~| Fp —— Fp

P x +— P et Q x — Q)
et commenter. O
EXERCICE 48 (DETERMINANT DE VANDERMONDE). — Sin €Ny, etsi (ay,...,ap) € K", on pose :
1 1 1 1
a; as Ap-1 ay
(@)® (@)* ... (@) (ap)?

V(a,...,a,) =det

(@)% (ap)"? (@n-1)"% (ap"?

(@)™ (@)™ . (@)™ (@)™

Le scalaire V (a;,..., @) désigne donc le déterminant de la matrice ((aj)l_l)K o
\l’]\n

1. Soient a;,...,a; des scalaires deux-a-deux distincts.
(a) Justifier que la fonction
K — K

P
x — Vi(ay,...,anX)

est polynomiale et déterminer son coefficient devant x”.
(b) En déduire que :

n
P=V(ay,...,an) [| X-ax).
k=1

2. Démontrer que pour tout (ay,...,a,) € K" :

Viay,...an)= [] (aj—ai) [formule & connaitre] .
1<i<j<n

13
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UN CORRIGE DE I’EXERCICE PRECEDENT SUR LES DETERMINANTS DE VANDERMONDE. —

1.(a) Soit x e K.

Viay,...,an, x):=det

i

(a1)?

(ap)"2
(ap)"!

(@)

(4%

(a2)?

(@) 2
(ap) !

()"

1 1
Xp-1 qn
(@n-1?  (an)?

(@p-1)"?% (apn)"?
(@n-)" ' (ap)™ !

(@p-1)" ()"

MPI-MPI* 2324

-

M(ay,...,an,x)

En développant ce déterminant par rapport a la derniere colonne, il vient :

n+1

i=1

Viay,...,apn X) = Z(—l)”’“1 X'l det(M(ay,...,an X n41)

ou M (ai,...,®&n, X); 41 estla matrice n x n obtenue en supprimant la i-éme ligne et la (n + 1)-ieme colonne de
la matrice M (a;4,...,a;,x). Comme seule la (n + 1)-iéme colonne contient des xk pour 1 < k < n, la fonction P
est polynomiale de degré inférieur ou égal a n et son coefficient devant x" est :

(=)™ det (M (g, ..., @ny X pitne1) = V(@1 eeny @)

1.(b) Soit k € [[1,n]. Si x = a. alors la matrice M (aj, ..., @y, x) posséde deux colonnes identiques. Par suite

P(ay) =det(M (ay,...,an, ag)) =0.

Comme ajy,...,a, sont des racines deux-a-deux distinctes de P, qui est de degré inférieur ou égal a n, il existe

AeKtelque:

Comme A est le coefficient de P devant X", nous savons que

par la question 1.(a). Ainsi :

2. Sideux des scalaires a;, ..., a, sont égaux, alors

n
P=A ] X-ag.

A=V (ai,...,a,)

k=1

Viay,...,a,)=0=
1<i<j<n

2. Nous raisonnons par récurrence sur I'entier n > 2.

e Définition du prédicat. Nous posons, pour tout 7 € N> :

o Initialisation a n = 2.

Viay,a2) =az—ay =

14

n
P=V(ay,...anX)=V(ay,...,an) [ X-ax).

k=1

(aj-ai).

2 (n) : pour tout ay,...,a, € Kdeux-a-deux distincts, V (a1, ..., a) =

[T (aj-ai)

1<i<j<n

(aj-ai).

1<i<j<2
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e Hérédité. Soit n € Ny, tel que £(n) est vraie. Soient ay, ..., &y, @yt € K deux-a-deux distincts. Alors :

n
V(ar,...anane1) = Via,...,an) [[ (@pe1—ax) [cf. question 1.(b)]
k=1

n
[T (@ns1—ap)
k=1

[ (aj-ai)

1<i<j<n

[hypothese de récurrence]

(aj—ai).
1<i<j<n+1

e Conclusion. D’apres I'initialisation a n = 2, 'hérédité et1’axiome de récurrence, pour tout n € N>, pour
tout a;, ..., a; € Kdeux-a-deux distincts :

Viay,...an)= [] (aj—ai)
1<i<j<n

DEFINITION 49 (POLYNOME DE K[X] SCINDE SUR K). — Soit P € K[X] fel que deg(P) > 1. On dit que P est
scindé surK s’il existe ay, ..., a, € K tels que

P=dom(P) [](X-a).
k=1

Remarque 50 (scindage et extension de corps). — Soit P € K[X]. Soit L un sur-corps de K qui est un sous-corps de C:
KcLcC.Le polynéme P (considéré comme polyndme a coefficients dans L) peut étre scindé sur L, sans pour autant
étre scindé sur K (cf. exemple ci-dessous). ]

Exemple 51. —
1. Le polynéme X2 —2 n’est pas scindé sur Q, mais il est scindé sur R.
2. Le polynome X? + 1 n'est pas scindé sur R, mais il est scindé sur C.

Le caractere scindé d'un polynéme dépendant du corps considéré, on évitera de parler de poly-
@ nome scindé sans préciser de corps, pour préférer I’expression : le polynéme est scindé sur tel
corps.

EXERCICE 52. — Soit (a, b, ¢) € K3, avec a # 0. Posons P = aX? + bX + c e K[X].
1. Démontrer que si A := b? — 4ac est un carré dans K, i.e. s'il existe & € K tel que 62 = A, alors P est scindé sur K.
2. Etudier la réciproque.

THEOREME 53 (DE D’ALEMBERT-GAUSS). — Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 possede au
moins une racine dans C.

COROLLAIRE 54 (TOUT POLYNOME DE C[X] EST SCINDE SUR C). — Soit P € C[X] tel que deg(P) > 1. Alors P
est scindé sur G, i.e. il existe et (ay,...,a,) € C" tels que

n
P=dom(P) []|(X-ap).
k=1
Quitte a regrouper les a . qui sont égaux et a ré-indexer les a, on peut écrire P sous la forme
r
P=dom(P) [[(X—ap)™
k=1

oiLay,a,...,a, sont des les racines complexes deux-a-deux distinctes de P et ny, np, ..., n, sont des entiers na-
turels non nuls.

15
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DEFINITION 55 (ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE RACINE). — Soit P € K[X] tel que deg(P) > 1. Soit a € K une

racine de P. L'ensemble
{k eN* : (X-a)F diviseP}

est une partie de N, non vide (« est racine de P donc X — a divise P) et majorée par deg(P) (un diviseur de P
a un degré inférieur ou égal a deg (P)). Il admet donc un maximum que l'on appelle ordre de multiplicité de a
dans P et que l'on notemult (a, P). On a donc

mult(a, P) := max({k eN* : (X - a)¥ divise P})

La multiplicité de a dans P est donc le plus grand exposant k > 1 tel que (X — a)* divise P.

Remarque 56. — Soit P € K[X] tel que deg(P) > 1, soit @ € Kune racine de P. Alors 1 < mult(a, P) < deg(P). [ ]

THEOREME 57 (CARACTERISATION DE I’ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE RACINE). — Soient P € K[X] tel que
deg(P) > 1, @ € K uneracine de P. et n € [1,deg (P)]. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. n=mult(a, P)
2. (X—a)" divise P et (X — a)"*! ne divise pas P.
3. Pour tout k€ [0,n—1], P® (a) =0 et P (a) #0.

DEMONSTRATION. — Soit & := {ke N* : (X - a)k divise P}. Ainsi, mult (a, P) = max (§).

1 = 2. Supposons n = mult(a, P). Comme n € &, (X —a)" divise P. Comme n est le plus grand élément de &,
n+1¢é&, donc (X — a)"! ne divise pas P.

2 = 1. Supposons que (X — a)" divise P et que (X — a)"*! ne divise pas P. Comme (X — a)" divise P, n € &, donc
n < mult (a, P). Montrons que n > mult(a, P), ce qui livrera n = mult (a, P), grace a la précédente inégalité. Raison-
nons par I'absurde. Si 7 < mult (a, P), alors n+ 1 < mult (a, P). De (X — )" divise (X — a)™Wt(@®P) gt (X — g)mult@P)
divise P, nous déduisons (X — a)"*! divise P. Contradiction.

2= 3. Supposons (X —a)" divise P et (X — a)"*! ne divise pas P. D’aprés la formule de Taylor pour P en q, il vient

deg(P) P(k) (ﬂ) -1 P(k) (a) deg(P) P(k) (a)
P = Y X -a) = Z —(X-a*+ ) X-a)F
o K i K k=n K
deg;g< n
>0
deg(P) P(k)((,l) ’-'_H -1 p(k)(a)
- x-a"| ) X—ak=n ] X -a)t
) = K = K
~ re‘sfte

~

quotient
Comme (X — a)" divise P, le reste dans la division euclidienne de P par (X — a)" est nul. Donc

n-1 P(k)(a)

z

X-a)*=0

Comme ((X - a)k) ke[o,n—1] €St une famille libre de polynémes (théoreme des degrés échelonnés), P%¥)(a) = 0 pour

tout ke [0,n—1].
Il reste a voir que P (a) # 0. Pour cela, raisonnons par I'absurde et supposons P’ (a) = 0. Alors d’apres I'identité (x),
on ne peut avoir n = deg(P) (dans ce cas I'identité (x) livrerait P = 0) donc deg(P) > n+1et

>0
deg(P) P(k)( ) deg(P) P(k)(a)

X-af=x-a" | )

k-n-1
X-a" "7
k! k=n+1 k!

P=
k=n+1

16
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Ainsi (X — @)"*! divise P. Contradiction.

3 = 2. Supposons que pour tout k € [0,n— 1], P®(a) = 0 et P"(a) # 0. Alors deg (P) > n (un polynome de degré
strictement inférieur a n a un polynéme dérivé n-iéme nul) et la formule de Taylor pour P en a s’écrit

>0

deg(P) p(k) deg(P) p(k) —~
P= ) (a)(X—a)k = X-a"| ) (a)(X—a)k_”
- K (x%) o, K

Donc (X — a)" divise P. Il reste a voir que (X — )" ne divise pas P. Pour cela, raisonnons par I’absurde et supposons
(X — a)"*! divise P. 1l existe donc QeK[X] telque P = (X — a)" (X — a)Q. De cette identité et de (xx), nous déduisons

>0
deg(P) p(k) —

X-a" Yy L k'(“) X-ak "= X-a"X-a)Q.
k=n :

Comme K[X] est intégre, donc régulier, il vient

>0

deg(P) p(k) (4 — =
kf )X~k "= x- a0
k=n :
. P"(a o L
En évaluant en a, nous obtenons =0, soit P (a) = 0. Contradiction. ]
EXERCICE 58 (ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE RACINE D’UN POLYNOME SCINDE). — Soit P € K[X] un polynéme

scindé sur K, que 'on écrit

.
P=dom(P) [[(X—ap)™
k=1

e ajy,dy,...,a, sont des les racines deux-a-deux distinctes de P dans K;

e ni,ny,...,n; sont des entiers naturels non nuls.

Préciser 'ordre de multiplicité de la racine ay de P, pour tout k € [1,r]. o
EXERCICE 59 (RACINE COMPLEXE D’UN POLYNOME A COEFFICIENTS REELS). — Soit P € R[X] et soit @ € C une racine
de P.

1. Démontrer que son conjugué a est également racine de P.
2. Démontrer mult (a, P) = mult(a, P).

n
EXERCICE 60 (RELATIONS COEFFICIENTS RACINES POUR UN POLYNOME SCINDE). — Soit P = Z aka € K[X] scindé
k=0
sur K. Notons a;,...,a, les racines de P dans K, comptées avec leurs ordres de multiplicité.

1. Que vaut la somme des racines?

2. Que vaut le produit des racines?

EXERCICE 61. — Démontrer qu’il n’existe pas de triplet (a, b, ¢) de nombres réels tels que
a+b+c=6 et ab+ac+ bc=15.

O

n
EXERCICE 62 (AUTOUR DES RACINES DE L'UNITE). — Soit n € N*. Déterminer les racines du polyndme Z X* dans C
k=1
P no. kn
et en déduire la valeur de l_[ sin|——|. O
k=1 n+1

QUESTION. — Que dire d'un polynéme P € C[X] tel que P(C) cR?

17
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THEOREME 63 (FORMULES DE VIETE OU RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES). — Soit P un polynéme de degré
n > 2, scindé sur K. Alors P peut étre écrit sous la forme

n
P=dom(P)- [ (X-ap)
k=1

otay,...,a, sont des éléments deK. Alors

Vke[l,n] [Plypi=(-1)*dom(P) Y Qi Qi . @i,

1<ii<ix<.<ix<n

et
(=" [Plo L —[Plpa

n
kl:[l“" ~domp) ¢ glak ~dom(P)

§ 6. IDEAUX DE K[ X]

1. IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF

NOTATION. — Soit (A, +, x) un anneau commutatif.

DEFINITION 64 (IDEAL). — Un idéal de A est une partie I de A, qui est un sous-groupe du groupe abélien (A, +)
ie:

(@) 0p€l;
M) Y (x,y)el?, x+yel;
(c) Vxel, —-xel;
et qui est absorbant, i.e. :
d) YaeA, Vxel axel.

PROPOSITION 65 (CARACTERISATION D’UN IDEAL). — Soit I une partie de A. Alors I est un idéal de A si et
seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(A) I est non vide;
(B) I est stable par somme tordue :
V(x,y) EIZ, x—-yel;

(C) I estabsorbant :
Yae A Vxel, axel.

PROPOSITION 66 (OPERATIONS SUR LES IDEAUX). — Soit I, 15,...,1I, des idéaux de A.
1. [ nhn...n1I, estun idéal de A.
2. h+L+...+L,:={x1+X2+...+ X : (X1,X2,...,%p) €1 x I x ... x I,} est un idéal de A.

2. EXEMPLES D’IDEAUX DE K[ X]

Exemple 67 (idéaux triviaux deK[X]). — Les parties {0} et K[X] sont des idéaux de K[X], appelés idéaux triviaux. m

EXERCICE 68 (EXEMPLE FONDAMENTAL D’IDEAL DE K[ X]). —

18
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1. Soit A € K[X]. Démontrer que I'ensemble des multiples de A
AK[X]:={PA : PeK[X]}

est un idéal de K[ X].

2. Soient A et B des polynomes de K[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que AK[X]
soit inclus dans BK[X].

O
EXERCICE 69 (POLYNOMES ASSOCIES). — Soient (A, B) € (K[X] \ {0)2. On dit que A et B sont associés s'il existe A € K*
tel que A= AB. Démontrer :
Aet Bsontassociés <«<— AK[X]=BK[X].

EXERCICE 70. — Pour tout a € K, on note Z(a) I'’ensemble des polynémes s’annulant en a :
Z(a):={PeK[X] : P(a)=0}.

1. Démontrer que Z(a) est un idéal de K[X].
2. Soient a et b des élements distincts de K. Démontrer que Z(a) + Z(b) = K[ X].

QUESTION. — Que dire d'un idéal I de K[X] qui contient un polyndme constant non nul?
EXERCICE 71. — Justifier que I :={P € K[X] : P(0) = P(1) = 0} est un idéal de K[X]. O

3. DESCRIPTION DES IDEAUX DE K[ X]

THEOREME 72 (DESCRIPTION DES IDEAUX DE K[X]). — Soit I un idéal deK[X]. Alors
dAeK[X] I=AK[X]:={PA: PeK[X]}.

Un tel polynome A est appelé un générateur de l'idéal I.

Remarque 73 (raffinement du précédent théoreme). —

1. D’apres I'exercice 68 et le théoreme 72, nous savons que les idéaux de K[ X] sont précisément les parties de K[ X]
de la forme AK[X], ou A € K[X].

2. Dela démonstration donnée du théoréme 72, il ressort que si I est un idéal de K[X] alors un générateur A de I
est donné par
[ 0siI={0}
- { un polyndéme de degré minimal dans I\ {0} si I # {0}.

3. Del’exercice 69, nous déduisons que si A est générateur d'un idéal I non nul de K[ X], alors les autres générateurs
sont de laforme A A, o1 A € K*. Par conséquent, un idéal non nul de K[ X] posséde un unique générateur unitaire.

EXERCICE 74. — Donner 'unique générateur unitaire de I'idéal I := {P e K[X] : P(0) = P(1) = 0} de K[X]. 0
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§7. PGCD ET PPCM

1. NotIONS DE PGCD ET DE PPCM

DEFINITION 75 (PGCD ET PPCM DE DEUX POLYNOMES NON NULS). — Soif (4, B) € (K[X] \ {0})?.

1. Lidéal AK[X] + BK[X] est non nul (il contient A # 0 par exemple). Son unique générateur unitaire est
appelé Plus Grand Commun Diviseur de A et B, et est noté AN B. On a donc

AKI[X] + BK[X] = (AA B) K[X].

2. Lidéal AK[X] n BK[X] est non nul (il contient AB # 0). Son unique générateur unitaire est appelé Plus
Petit Commun Multiple de A et B, et est noté AV B. On a donc

AK[X]nBK[X] = (Av B) K[X].

PROPOSITION 76 (CARACTERISATION DU PGCD (RESP. PPCM) OU JUSTIFICATION DE LA TERMINOLOGIE). —
Soit (A, B) € (K[X]\{0})2.

1. AN B est le polynome unitaire de degré maximal divisant a la fois A et B.

2. AV B est le polynome unitaire de degré minimal divisible a la fois A et B.

Exemple 77 (calculs de quelques PGCD et PPCM dans des cas triviaux). — Soient (A, B) € (K[X] \ {0})2.
1. Sideg(B) =0, i.e. si B est un polynome constant non nul, alors AAB=1et Av B = A.
2. Si Bdivise A, alors ANB=Bet AvB=A.
]

EXERCICE 78 (REMPLACER DES POLYNOMES PAR LEURS NORMALISES NE MODIFIE NI LE PGCD, NI LEPPCM). — Soient
(A,B) € (KIX]\{0})2. Alors ANB=AABet AVB=AVB. ]

DEFINITION 79 (PGCD ET PPCM D’UN NOMBRE FINI DE POLYNOMES NON NULS). — Soit (A1, Ay,..., Ay;) €
(K[X]\{0}".

1. Lidéal A K[X]+A; K[X]+...+ A, K[X] est non nul (il contient A # 0 par exemple). Son unique générateur
unitaire est appelé Plus Grand Commun Diviseur de Ay, Ay, ..., Ay, etestnoté Ay NAsA...AAy. On adonc

A1 K[X]+ AK[X]+...+ Az K[X] = (A1 A A2 A ... A Ap) KIXT.

2. Lidéal A1 K[X]n A2K[X]In...n A, K[X] est non nul (il contient A1 A;... A, #0). Son unique générateur
unitaire est appelé Plus Petit Commun Multiple de Ay, Ay, ..., Ay, etestnoté Ay vV Ay V...V Ay,. On a donc

A KIXTNn AKX n...n Ay K[X] = (A1 VA V...V Ay,) K[X].

Remarque 80 (lecture sur une décomposition en produit d’irréductibles). — Soit (A, B) € (K[X]\{0})2. Supposons
que nous connaissions «la» décomposition de A et B en produit d’irréductibles. Quitte a autoriser des exposants
nuls, nous pouvons écrire

A=AP'P?...P;" et B=uP'Py...Py
ou
e L,ueK*;
e P1,P,,..., P, sont des polyndmes irréductibles sur K, unitaires, deux a deux distincts (ou deux a deux non asso-
ciés, ce qui revient au méme car ils sont unitaires) ;
° I1,72,...,Tn,81,82,..., Sy sont des entiers naturels (possiblement nuls ici).
Alors

n X n
AAB=[] PP et AvB=[]PPOUEW,
k=1 k=1
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2. PRIMALITE RELATIVE

DEFINITION 81 (POLYNOMES PREMIERS ENTRE EUX). — Soit (A, B) € (K[X]\ {0})?. On dit que A et B sont pre-
miers entre eux Si ANB =1.

THEOREME 82 (DE BEZOUT). — Soif (A, B) € (K[X] \ {0})2. Alors A et B sont premiers entre eux si et seulement
Si
3(U,V)eK[X]?, AU+BV=1.

Une telle identité est parfois appelée identité de Bézout.

Exemple 83 (primalité relative et identité de Bézout dans un cas trivial). — Soient a € K et b € Kdistincts. Alors les
polynémes X — a et X — b sont premiers entre eux, comme le prouve 'identité

1
— X-@) - — (X-b=1

qui est donc une identité de Bézout. ]
EXERCICE 84. — Soit (4, B) € (K[X] \ {0})2.

1. Pourquoi existe-t-il (U, V) € K[X]? tel que AU + BV = AA B?
2. Si AU + BV = C, avec (U, V,C) e K[X]3, a-t-on nécessairement C = AA B?

LEMME 85 (PRIMALITE RELATIVE ET PRODUIT). — Soit (A, B,C) € (K[X]\ {0})2. Si A est premier avec B et C,
alors A est premier avec le polynéme BC.

LEMME 86 (PRIMALITE RELATIVE ET PUISSANCES). — Soit (A, B) € (K[X]\ {0})2. Si A et B sont premiers entre
eux, alors il en est de méme de A" et B, pour tout (n,m) e N* x N*.

EXERCICE 87 (D’UN PGCD QUELCONQUE A UN PGCD EGALA 1). — Soit (A, B) € (K[X] \ {0})2. Alors comme D:= AAB
divise A et B, il existe (Ag, Bo) € (K[X]\ {0})?2 tel que A= AygD et B= ByD. Démontrer: Ay A By = 1. O

THEOREME 88 (DE GAUSS). — Soit (A, B, C) € (K[X]\ {0})3. Alors

( A divise BC

ANB=1 ) — AdiviseC.

PROPOSITION 89 (PRODUIT DU PGCD ET DU PPCM)). — Soient A € K[X] et B € K[X] des polynomes uni-
taires. Alors
(AAB)(AvV B) = AB.
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3. UNE METHODE DE CALCUL DU PGCD ET DU PPCM

Remarque 90 (la connaissance du PGCD livre celle du PPCM). — D’apreés la précédente proposition, nous déduisons
le PPCM du PGCD, a l'aide d'une division euclidienne par exemple. Un algorithme existe pour calculer le PGCD :
I'algorithme d’Euclide, que nous présentons ci-dessous. [

LEMME 91 (CLE POUR ALGORITHME D’EUCLIDE). — Soit (A, B) € K[X]? tel que A#0 etdeg(B) > 1. Considé-
rons la division euclidienne de A par B: A= BQ+ R, oit (Q,R) € K[X)? et deg(R) < deg(B). Alors

BAR SiR#0
ANB= { B siR=0.
ALGORITHME 92 (ALGORITHME D’EUCLIDE POUR LE CALCUL DU PGCD). — Soit A€ K[X]\ {0} et B € K[X] tel

quedeg (() B) > 1. Nous présentons un algorithme, appelé algorithme d’Euclide, qui permet le calcul de AN B, a
l'aide de divisions euclidiennes successives. Il repose, de maniere essentielle, sur le lemme précédent.

o Etape 1. On effectue la division euclidienne de A par B :

|A:BQl+R1,01‘4(Q1,R1)€K[X]2 et deg(Ry) <deg(B).

— SiR, =0, alors AA B = B et on sarréte.

—— Sideg(R;) =0, i.e. si Ry est un polynéme constant non nul, alors AN B =1 et on s'arréte.

—— Sideg(R;) > 1, alors| AN B =B ARy | et on continue.

o Etape 2. On effectue la division euclidienne de B par R,

| B= R1 Qz P Rz, ol (Qz,Rz) & K[X]2 et deg (Rg) < deg (Rl).

—— SiR,=0,alors ANB=BAR; = T‘?\l et on s'arréte.

—— Sideg(R2) =0, i.e. si Ry est un polynome constant non nul, alors ANB=BAR, =R ARy=1eton
sarréte.

—— SiRy #0, alors| ANB=BAR; =R; ARy | et on continue.

o Etape 1+ 1, o1  est un nombre entier supérieur ou égal 2 2.
Supposons construits des polynomes R;,_, et Ry, tels que

|A/\B=Rn_1/\Rn et 1<deg(Ry,) <deg(Ry_1).

On effectue la division euclidienne de R,—, par Ry, :

Ru-1=R;Qn+1+Rps1, 00t (Qpy1, Rpyt1) € K[X]2 et deg(Rp+1) <deg(R,) .

—— SiRy41=0,alors ANB=R,_1 AR, = fi’; et on s'arréte.

—— Sideg(Ru+1) =0, i.e. si Ry+1 est un polynome constant non nul, alors ANB = R,_1 AR, = RyARy41 =
1 et on s'arréte.

—— SiR;+1#0,alors\ ANB=R,,_1 AR, =R, ARy 11 | et on continue.

PROPOSITION 93 (TERMINAISON DE ALGORITHME D’EUCLIDE). — Lalgorithme d’Euclide se termine au bout
d’'un nombre fini d’étapes.

DEMONSTRATION. — Si la construction ne s’arrétait pas, nous construirions une suite d’entiers naturels strictement
déroissante
deg(B) > deg(R1) >deg(Ry) >...>deg(R;,) >deg(R;+1) > ...
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ce qui n'est pas possible. [
PROPOSITION 94 (CORRECTION DE I’ALGORITHME D’EUCLIDE). — Lalgorithme d’Euclide livre le PGCD de A
etB.

DEMONSTRATION. — Soit 19 le nombre d’étapes effectuées, avant I'arrét. C’est lors de cette derniére étape que nous

obtenons pour la premiére fois, un reste qui est un polynome constant (nul ou non) dans la division euclidienne
considérée. Ainsi a-t-on
deg(Rn,) =0 etdeg(Ry) #0, pour tout k € [1, ng — 1].

Ona
_ _ o | Rpy—1 SiRpy=0
ANB=BAR =RiARy = .. = Rz A Bnp-1 = { 1 siRy, estun polyndme constant non nul.
Le PGCD de A et B est donc calculé. L]

Méthode 95 (pour obtenir une relation de Bézout). — On consideére de nouveau l'algorithme d’Euclide 92. A partir
des divisions euclidiennes encadrées, nous pouvons former une relation de Bézout en «remontant » 'algorithme. m

EXERCICE 96 (COMPLEXITE DE ALGORITHME D’EUCLIDE). — Majorer le nombre de divisions euclidiennes effec-
tuées lors de la mise en ceuvre de I'algorithme d’Euclide. O

EXERCICE 97. — Calculerle PGCD etle PPCM de A= X°+3X*+ X3 +2X%2+ X+1etB=X*+2X3+3X%2+1. O
EXERCICE 98. — Soient (a, b) € K[X]? et (n, m) € (N*)2. Déterminer (X — a)" A (X — b)™. O

EXERCICE 99 (DROITE AFFINE DANS K[X]?). — Résoudre I'équation
UX'+X+D)+V(X3+3)=1
d’inconnue (U, V) e K[X]2. 0

§ 8. DECOMPOSITION D’UN POLYNOME EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES

1. NOTION DE POLYNOME IRREDUCTIBLE SUR UN CORPS

DEFINITION 100 (POLYNOME IRREDUCTIBLE SUR UN CORPS). — Soit P € K[X]. P est dit irréductible surK si

deg(P)>1
et
\7’(P1,P2)€K[X]2 P=P P, = (P eKy[X] ou Py e Ko[X]).

Le polynéme P est dit réductible sur K, s'il n'est pas irréductible sur K.

Remarque 101. — On peut donc penser a un polynéme de K[X], irréductible sur K, comme a un polynéme non
constant, qui n’admet pas de factorisation non triviale dans K[ X]. [ ]

Remarque 102 (irréductibilité et extension de corps). — Soit P € K[X]. Soit L un sur-corps de K qui est un sous-corps
de C: Kc LcC. Le polyndme P peut étre irréductible sur K, mais réductible sur L (cf. exemple suivant). [

Exemple 103. — Le polyndéme X2 + 1 est irréductible sur R, mais réductible sur C. [

Le caractere irréductible d'un polynéme dépendant du corps sur lequel on se place, on évitera de
@ parler de polynéme irréductible sans préciser de corps, pour préférer I'expression : le polynéme
est irréductible sur tel corps.

EXERCICE 104 (ETRE IRREDUCTIBLE SUR K VERSUS AVOIR DES RACINES DANS K). —
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1. Démontrer que tout polynéme de K[X] de degré 1 est irréductible sur K.

2. Soit P un polyndme de K[X] tel que deg(P) € {2,3}. Démontrer que P est irréductible sur K si et seulement si il
ne posséde pas de racine dans K.

3. Démontrer qu'un polyndme de R[X], de degré impair supérieur ou égal a 3, n’est pas irréductible sur R.

4. Donner un exemple de polynéme P dans R[X] qui n’admet pas de racine dans R, et qui n’est pas irréductible
sur R.

O

LEMME 105 (PGCD DE DEUX POLYNOMES IRREDUCTIBLES). — Soient A et B des polynomes irréductibles sur
K, unitaires, distincts. Alors ANB = 1.

DEMONSTRATION. — On raisonne par I’absurde. Supposons donc que D := AA B # 1. Alors deg(() D) > 1. Comme D
divise A, il existe Q € K[X] tel que A= DQ. Comme A est irréductible et deg (D) > 1, il vient Q € K[ X]. Comme A et D
sont unitaires, nous avons Q = 1, soit D = A. De méme, nous établissons D = B. Ainsi A = B, ce qui contredit une des
hypotheses. [

2. DECOMPOSITION D’UN POLYNOME EN PRODUIT DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES

THEOREME 106 (DECOMPOSITION D’UN POLYNOME EN PRODUIT DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES). — Soit
P eK[X] tel quedeg(P) > 1.

1. Ilexister € N*, des polynémes P, ..., P, € K(X] irréductibles surK, unitaires et deux-a-deux distincts, des
entiers naturels non nuls ny, ..., n, tels que :

P=dom(P) P{" ... P;".

2. Cette décomposition de P en produit de facteurs irréductibles est unique a l'ordre pres, i.e. étant donnés
seN*, des polynomes Qy, ..., Qs € K[X] irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, des entiers
naturels non nuls my, ..., ms tels que :

P=dom(P) Q" ... Q"

alors
e =§

o il existe une bijectiono: [1,r] —— [1,r] telle que

Vie[l,r] Qi=Psu et m;=ng(.

DEMONSTRATION. — Quitte a remplacer P par son normalisé, on peut supposer que dom (P) = 1.

o Existence. On raisonne par récurrence forte sur le degré de P. Pour tout d € N*, notons Z?(d) le prédicat en la
variable d : tout polynéme unitaire de K[X] de degré d admet une décomposition en produit d’irréductibles,
comme dans I'assertion 1 du théoréme.

— Initialisation a d = 1. Soit P € K[X] un polyndme unitaire, tel que deg(P) = 1. Alors P est irréductible sur
K. On peut donc I'écrire sous la forme introduite dans I’assertion 1 du théoréme, en posant
r=1, Pi=P , m=1
— Hérédité. Soit d € N* fixé. Supposons & (k) vraie pour tout k € [1, d]. Soit P un polyndme unitaire de degré
d+1.

- Si P est irréductible sur K, alors on peut I'écrire sous la forme introduite dans I'assertion 1 du théo-
reme, en posant
r=1, Pi=P , m=1

- Si P n'est pas irréductible sur K alors il existe A, B € K[X] des polynémes unitaires tels que P = AB,
deg(A) > 1 etdeg(B) > 1. Puisque

deg(A) +deg(B) =deg(AB) =deg(P)=d+1
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nous en déduisons deg(A) € [1,d] et deg(B) € [1,d]. Nous appliquons 'hypothese de récurrence a A
et a B pour obtenir l'existence de r, s € N*, de polynomes Aj,..., A, irréductibles sur K, unitaires et
deux-a-deux distincts, de polyndmes By, ..., B irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts,
d’entiers naturels non nuls ny,...,n,, my,..., ms tels que

A=pP"...P/" et B=QM..QJ".

D’olt
—_ ph nr Hn mg
P=P" . . PMQM™ .. QM.

En regroupant éventuellement les polynomes P; et Q; égaux (i € [1,7], j € [1,s]), nous obtenons une
écriture de P comme dans I'assertion 1 du théoreme.

o Unicité. On présente uniquement une esquisse de preuve, en étant moins formel que pour I'existence, en rai-
sonnant par itérations successives. Soient deux décompositions en produits d’irréductibles de P, comme dans
I'assertion 2 du Théoreme :

n ny _ _ M m
PPl =P=QM..QM".

— Le polynome P; divise le polynéme P (car n; > 1), donc le polyné6me Q{"l ...QY". Le polynéme P; ne
peut pas étre premier avec tous les polynémes Q,...,Qjs, sinon le théoréeme de Gaull serait mis en dé-
faut. Par conséquent, quitte a ré-indexer les polynémes Qy, ..., Qs, on peut supposer P; A Q; # 1. Alors,
d’apres le lemme 105, P; = Q. D’apres le lemme 105 et le lemme 86, PI"1 est premier avec les polynémes

Qy%,...,Q¢". Grace au lemme 85, nous en déduisons que P est premier avec le polyndome Q" ... Q™.
D’apres le théoreme de GauR, P, divise Q;"' = P{"" et donc n; < m. Alors
nz ny _ Ami—ni m
P2 Pl =QIMT QL.

Si m; > ny, alors le polynéme Q; = P; divise le polyndme Pzn2 ... P/, ce qui n'est pas possible, puisque P;
est premier avec les polynémes P», ..., P, (adapter le raisonnement précédent). Ainsi, n; = m; et

nz ny _ M2 m
P P =QP ... QM.

— En itérant ce procédé, on démontre le résultat souhaité. La bijection o qui figure dans 'assertion 2 du
Théoréme est « cachée » dans les ré-indexations éventuelles des polynomes Q;, j € [1, s].

EXERCICE 107. — Soit P € K[ X] un polynéme unitaire, de degré supérieur ou égal a 1. On consideére la décomposition
de P en produit de polynomes irréductibles :
P=pP"..P"

oureN*, Py,..., P € K(X] sont des polynémes irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, ny, ..., n, sont
des entiers naturels non nuls. Quels sont les diviseurs unitaires de P? \

3. IRREDUCTIBLES DE C[X] ET IRREDUCTIBLES DE R[X]

THEOREME 108 (DESCRIPTION DES IRREDUCTIBLES DE C[X] (RESP. R[X])). —

1. SoitP € C[X].
P estirréductible surC <= deg(P)=1.
2. Soit P e R(X].
deg(P)=1
P estirréductible surR <— ou

P est de degré 2 et de discriminant strictement négatif.
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4. DECOMPOSITION EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES DANS C[X]

COROLLAIRE 109 (DECOMPOSITION EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES DANS C[X]). — Soit P € C[X] tel que
deg(P) > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] est «de la forme »

.
P=dom(P) [[(X-ap™
k=1

ol
e 1 est un entier naturel non nul
* a1,...,a, sont des complexes deux-a-deux distincts

e n1,...,N; sont des entiers naturels non nuls.

DEMONSTRATION. — Il s’agit d'une conséquence des théoremes 106 et 108. [ ]

Remarque 110. — Lentier r estle nombre de racines complexes deux-a-deux distinctes de P, les complexes a;,..., @,
sont les racines complexes deux-a-deux distinctes de P et pour tout k € [1, r], ny est’ordre de multiplicité de la racine

ay de P. [
Remarque 111. — Soit P € C[X] de degré supérieur ou égale a 1. Soient a;,..., a, les racines complexes deux-a-deux
distinctes de P et ny,..., n, leurs multiplicités respectives. Alors, dans le corps des fractions rationnelles C(X) :
P _ i ng
P S X-ag ’
|

5. DECOMPOSITION EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES DANS R[X]

COROLLAIRE 112 (DECOMPOSITION EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES DANS R[X]). — Soit P € R[X] tel que
deg(P) > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est «d’'une des formes sui-
vantes »

1. Cas ot P n'a aucune racine dans R

S
P=dom(P) [](X*+arX +bp™
/=1

2. Cas ot P n'a aucune racine dans C\ R (i.e. est scindé sur R)

.
P=dom(P) [[(X—ap)™
k=1

3. Cas out P a une racine dansR et une racine dans C\R

r S
P=dom(P) [[(X—ap™ [T(X*+asX +bp)™
k=1 /=1

e 1 et s sont des entiers non nuls
* Ni,...,Nr,My,..., My SONt des entiers non nuls
e ay,...,r sontdes réels deux-a-deux distincts

o (a1,by),...,(as, bs) sont des couples deux-a-deux distincts de réels tels que pour tout k € [1, s], ai <4by.

DEMONSTRATION. — Il s’agit d'une conséquence des théorémes 106 et 108. ]
EXERCICE 113. — Décomposer le polynéme P = X*+16en produit d’irréductibles dans C[X], puis dans R[X]. O

EXERCICE 114. — Soit 72 € N3»,. Nous posons P:= X" —1.
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1. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

2. En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X].
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