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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le sujet étudie des exemples d’espaces préhilbertiens de fonctions sur un intervalle pour lesquels la
convergence (au sens de la norme du produit scalaire) implique la convergence simple : ces espaces sont
nommés espaces a noyau reproduisant. Les espaces a noyau reproduisant sont légion dans la littérature
mathématique deés lors que 'on considére des espaces hilbertiens (préhilbertiens et complets!) constitués
de fonctions continues (voire analytiques). Ainsi, les sous-espaces propres de certains opérateurs de type
Laplacien sont des espaces (de dimension finie) & noyau reproduisant.

Le but de la premiére partie est de montrer qu’un endomorphisme symétrique d’un espace préhilbertien
(éventuellement de dimension infinie) admet, sous certaines hypothéses, un vecteur propre.

La deuxieme partie se place dans ’espace préhilbertien de dimension infinie le plus simple parmi les
espaces fonctionnels : I'espace des fonctions continues f : [0, 1] — R muni du produit scalaire usuel défini,
pour toute paire (f,g) de fonctions, comme suit

1
(f,9) = [ f(t)g(t)at.
/

Cette deuxiéme partie est assez longue et traite ’équation aux valeurs propres d’un opérateur linéaire
du précédent espace préhilbertien (il sera d’ailleurs montré dans la partie III que ce n’est pas un espace
a noyau reproduisant). Cette partie nécessite a la fois une bonne maitrise des connaissances d’algebre
linéaire et aussi de convergence dans les espaces vectoriels normés.

La troisiéme partie étudie deux exemples et un contre-exemple d’espaces & noyau reproduisant (espaces
des fonctions €' par morceaux, continues, et analytiques munis de certains produits scalaires).

La quatriéme partie revient sur des propriétés générales des espaces & noyau reproduisant sur [0, 1]. Ces
derniers sont caractérisés par une fonction particuliere K : [0,1]*> — R, justement appelée le noyau. On
propose de reconstruire, de facon abstraite, le noyau a partir d’un autre opérateur? similaire a celui de la
partie II.

Analyse globale des résultats

La majorité des copies étudient les trois premieres parties, tandis que la quatriéme est rarement abordée.
Les meilleures copies ont montré une bonne connaissance du programme et une bonne assimilation du
sujet. Pour autant, le jury s’inquiete de certaines tendances négatives :

— confusion entre continuité partielle et globale (Q7) ;

— confusion entre continuité d’une application linéaire T : E — E et continuité de 1'élément T'(f)
(puisque FE est un espace de fonctions continues dans la question Q8) ;

— confusion entre continuité de la forme linéaire d’évaluation V,, : f — f(z) et continuité de ’application

[z f(z) (Q27 et Q32);

— extension en dimension infinie de résultats du cours valables en dimension finie ;

La notion d’espace complet (usuellement appelé espace de Banach) est hors programme et est inutile dans le sujet.
Que la littérature dénomme justement un opérateur a... noyau !

Mathématiques 2 5 aotit 2020 15h46 1



Concours Centrale-Supélec 2020 filiere MP

— défauts de calculs algébriques élémentaires, par exemple pour le calcul intégral (Q9, Q19) ou encore
dans le calcul de racines carrées de nombres négatifs (Q16) ;

— défauts de résolution d’une équation différentielle du second ordre & coefficients constants (Q16) ;
— inaptitudes a tracer le graphique d’une fonction affine par morceaux (Q6) ;
— évocation de théorémes sans validation de leurs hypotheses ;

— invocation de propriétés fausses, par exemple, une fonction d’intégrale nulle serait forcément identi-
quement nulle, voir également Q13.

Signalons enfin que l'usage de la fonction valeur absolue x € R — |z| € R devrait étre un réflexe
dans certaines situations : preuve de continuité d’une application linéaire (Q8) ou étude du rayon de
convergence d’une série entiére (Q29).

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Avant de commencer & étudier le sujet dans le détail, le jury rappelle la politique usuelle concernant les
résultats hors programme (par exemple le théoréme de Fubini). Un sujet est congu de sorte que toute
question peut étre traitée avec les éléments du programme.

Donnons a présent deux conseils pour les questions calculatoires :
— comparer le résultat obtenu en faisant un test sur des valeurs faciles (par exemple Q9 ou Q10) ;

— étudier rapidement la cohérence des réponses obtenues avec les questions précédentes (et méme sui-
vantes).

Ecrivons enfin un mot sur le role de certaines questions trés simples (par exemple Q3, Q6, Q9, Q10, Q11,
Q13, Q19). Ces questions ont essentiellement vocation & permettre aux candidats d’assimiler certains
aspects du sujet qui interviendront ultérieurement. Par exemple, le graphique demandé dans la question
Q6 est celui d’'une fonction continue par morceaux. Ayant cela & l'esprit, on est mieux préparé pour
découper des intégrales (voire faire des intégrations par parties) dans les questions suivantes.

I Préliminaires
Q1. Cette question a été tres bien traitée dans la quasi-totalité des copies.

Q2. Un calcul fournit la formule

(t) = (u(zg), xo) cos*(t) + 2(u(w,), y) cos(t) sin(t) + (u(y), y) sin*(t)

qui donne immédiatement le caractere € de . Certains candidats ne sont pas toujours a l’aise avec la
notion de fonction de classe C! et se sentent obligés de dériver puis de vérifier la continuité de la dérivée
alors qu'il s’agit ici de fonctions usuelles. Le jury note, dans plus de la moitié des copies, une tentative de
preuve basée sur la dérivabilité de ¢ - wo~(t) en raison de la linéarité de u. L’argument écrit proprement
mérite des détails treés précis : la fonction «y arrive dans un sous-espace de dimension finie (en 'occurrence
un plan), or toute application linéaire définie sur un espace euclidien est de classe €', cela prouve que
t — uovy(t) est de classe C* par composition. Vu la simplicité du calcul plus haut, le jury n’a pas valorisé
la formule (uo )’ (t) = u(y’(t)) sans explication.

Q3. Légalité |y(t)| = 1 n’a généralement pas posé de soucis. Par contre, la formule ¢’ (0) = 0 nécessitait
de voir que ¢ est dérivable autour de 0 et atteint un extremum local en 0. Ce point a été bien traité dans
environ un tiers des copies.
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Q4. Cette question est facile (en admettant la question précédente) et le jury a été surpris de constater
que seule la moitié des copies corrigées contenait le bon argument (& savoir un calcul de dérivée des
fonctions trigonométriques usuelles).

Q5. La formule (F+)* = Fotl F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien
n’est pas explicitement écrite au programme et mérite des explications. Plusieurs solutions sont possibles,
en voici deux trouvées dans plusieurs copies.

— Si x, n’est pas un vecteur propre de u, alors on peut considérer une base orthonormée (z,,y) de
Vect(zg, u(zy)). Comme (xy,y) = 0, on déduit d’apres Q4, que (u(z,),y) = 0. Dans le plan euclidien
Vect(zg, u(zy)), cela signifie que u(zy) est colinéaire a z, (ce qui contredirait I’hypothese attestant
que z, n’est pas vecteur propre).

— On cherche & montrer V'existence d’un scalaire A vérifiant u(z,) = Az;. Si une telle formule est vraie,
seul le scalaire A = (u(xy),x,) peut convenir. Vérifions donc que |u(x,) — Azyl| = 0, ou par passage
au carré et développement du produit scalaire :

(u(zg) — Azg, ulzg)) — Mu(zg) — Azg, 2) = 0.

Or par définition de A et grice au fait que x, est unitaire, le second produit scalaire (u(zy)—Azg, zy) est
u(zg)—Ax
Tulo)—Azo]
si bien que la question Q4 donne (y, u(x,)) = 0. Ainsi, le premier produit scalaire (u(zy)— Ay, u(zy))
est également nul (ce qui est contradictoire car u(x,) — Az, # 0). Finalement, on a bien prouvé que

u(zy) = Axg.

nul. Ou bien on a u(z,) — Az, = 0 (ce qui répond & la question), ou bien on peut poser y =

II Etude d’un opérateur

Q6. Le jury attendait un graphique, avec des axes Ox et Oy parfaitement identifiés et des coordonnées
(des points particuliers) écrites. Cette question a été bien traitée dans environ deux tiers des copies.

Q7. 11 s’agit de prouver la continuité d’une fonction, notée K, & deux variables s et t. Dans beaucoup
de copies, 'argument faux suivant a été invoqué « K est partiellement continue par rapport a chaque
variable donc est continue par rapport au couple (s,t) ». Un contre-exemple est la fonction K définie par

K(s,t) = =% si (s,t) # (0,0) et K(0,0) =0.

Certaines copies ont tenté une majoration de la forme |K(x,y)| < C|(z,y)| qui ne présente malheureu-
sement que peu d’intérét car K n’est pas linéaire.

Le jury attendait un argument de continuité par caractérisation séquentielle : si (s,,,¢,,) tend vers (s,t)
alors K(s,,,t,) tend vers K(s,t). La difficulté technique réside dans la gestion des inégalités s < t et
s > t. Mentionnons un argument original trouvé dans quelques copies : les fonctions ¢ — k,(t) et t = k,(s)

s’averent 1-lipschitziennes, ce qui permet d’écrire pour tous couples (s,t) et (s’,t") les inégalités
[K(s,t) = K(s",t)| < |[K(s,t) = K(s",t)[ + |[K(s", 1) = K(s",t")| < |s — 5[ + |t — 1]
qui impliquent immédiatement la continuité de K.

Q8. Pour montrer la linéarité d’une application, le jury attendait un calcul explicite de transfert des
combinaisons linéaires Af + ug (ou forme équivalente Af 4 g). Parfois, la stabilité par addition ou par
multiplication par un scalaire est oubliée. L’argument expédié « par linéarité de l'intégrale » semble un
peu juste. Un quart des candidats ne vérifient pas que ’endomorphisme étudié est a valeurs dans son
espace de départ. Autrement dit, il faut bien justifier que T'(f) est une fonction continue. Ce point a
malheureusement souvent été confondu avec la continuité de T en tant qu’application. Trés peu de copies
(moins d’un quart) contiennent un bon argument pour montrer la continuité de 7. Ces copies ont souvent
obtenu de bonnes notes globales.
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Q9. L’énoncé demande un calcul de 'image par I'application T'de I’élément p,.. Le mot « calcul » implique

un calcul d’intégrale. Il y a plusieurs formes pour le résultat final, par exemple #():;) ou encore
_ok+1 k+2__ . N . .

o — S5 Méme si la premiere formule est la plus compacte, le jury attendait seulement un calcul

rigoureux. Une réponse satisfaisante a été obtenue dans environ deux tiers des copies. La fin de la question
(qui nécessitait seulement d’évoquer que les mondmes p, engendrent I’espace vectoriel des polynomes) a
souvent été oubliée.

Q10. Cette question est d’autant plus facile que la réponse est donnée dans I’énoncé de la question Q12!
Environ la moitié des candidats ont pu résoudre cette question. Signalons de plus que le symbole ) est
parfois utilisé sans indice ou avec une infinité de termes (& priori non nuls) pour désigner manifestement
des polynomes.

Q11. Question tres facile et bien traitée dans la quasi-totalité des copies.

Q12. On cherche & montrer le caractére €2 d’une fonction définie par une intégrale. Voici l'erreur la plus
fréquente : invoquer un théoréme de dérivation €2 sous le signe [ alors que l'intégrande s > k(t)f(t)
n’est pas de classe ©2. L’approche la plus simple est de décomposer I'intégrale selon que s < t et s >t et
d'utiliser le théoréme fondamental de I’analyse pour constater que T'(f) est déja de classe €*. Un calcul
de dérivée montre alors que T'(f)” est aussi de classe C! et I'on finit aisément. Le jury note que beaucoup
de candidats ont tenté (de fagon légitime vu 'agencement des questions) un argument par densité des
fonctions polynomiales.

Q13. Comme mentionné dans de précédents rapports de ’épreuve, le jury attendait un rappel de la
linéarité (en I'occurrence montrée cing questions avant) pour s’autoriser & étudier le noyau de T. Notons
par ailleurs qu’une preuve d’injectivité classique (sans mention de linéarité ou de noyau) est aussi rapide
a rédiger. Signalons une erreur beaucoup trop fréquente (car sans aucun détail explicatif) :

/ Stk (1) dt = / Jk(dt =  f=g
0 0

Q14. Question trés peu réussie (moins de 10 % des candidats donnent une bonne réponse). On notera
une certaine confusion, dans certaines copies, avec la dimension finie : ainsi des candidats ont mentionné
a tort que T est surjective car injective. Signalons que la réponse, fort audacieuse, Im(T") = {T'(f); f € E}
n’a pas pu étre valorisée (puisqu’il s’agit de la définition de Im(T)).

Q15. 1l s’agit d’une question a la fois simple et difficile car la formule (Af)” = Af” est si naturelle qu’on
oublie naturellement de justifier que f est de classe 2. Or on a f = @ car A # 0 et T'(f) est de classe
€? (voir Q12). Moins de 10 % des candidats ont répondu de fagon satisfaisante.

Q16. Il s’agit d’'une question de nature tres classique : résolution d’une équation différentielle du second
ordre & coefficients constants. Cette question a été bien traitée dans moins de 10% de copies. Voici
quelques écueils rencontrés :

— oubli de rappeler que 0 ne peut pas étre valeur propre (car T est injectif) ;

— confusion entre les notions de « solution réelle d’une équation différentielle y” + %y = 0» (ce qui ne
peut que signifier une solution d wvaleurs réelles) et de « solution réelle de I’équation caractéristique
associée 1% + % = 0 ». Cela a amené parfois & l'assertion confuse « I’équation différentielle y” + %y

admet des solutions réelles si et seulement si % <0»;
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— écriture de I’expression v/ sans discussion du signe de \, ce qui a amené des oublis du cas A < 0 ou
A>0;

. 4, . . . o s 4, 1 N
— enfin, est-il nécessaire d’invoquer un calcul de discriminant pour résoudre r2 + 5 = 0 par rapport a
I'inconnue r ?

Q17. Le théoreme de Fubini est hors programme et son utilisation n’a pas été valorisée. La question peut
se résoudre avec une intégration par parties.

Q18. Environ 400 copies (sur pres de 5000) ont justifié que G est stable par T, ce qui implique la stabilité
de H = G+ d’apres la partie 1.

Q19. L’énoncé demande la preuve du caractére orthonormal de la suite de fonctions (g, ). Bien qu’un calcul
intégral était attendu, quelques copies ont utilisé le caractere symétrique de 'opérateur T pour obtenir
directement ’orthogonalité. Puisque le calcul est le coeur méme de la question, le jury n’a pas valorisé
I'usage de la calculatrice ou toute mention expédiée « en faisant le calcul, on trouve... ». Rappelons le
passage suivant des rapports 2017 et 2018 :

« Le jury souhaite préciser quelques recommandations sur 'usage de la calculatrice. Cette derniére est
autorisée mais doit étre utilisée de facon réfléchie. Si une question demande de vérifier un calcul avec
une valeur explicite, alors le jury ne peut faire aucune distinction entre un candidat ayant réellement fait
usage de la calculatrice et un candidat ayant seulement écrit « avoir fait usage de la calculatrice ». Les
candidats doivent donc comprendre que 'usage de la calculatrice ne peut étre valide dans ce contexte en
vue d’une évaluation et par conséquent qu’une démonstration mathématique est attendue. »

Dans beaucoup de copies, la fausse formule de trigonométrie 2sin(a)sin(b) = cos(a + b) — cos(a — b) a
été utilisée. On ne peut que conseiller aux candidats de tester leurs formules, par exemple pour a = b on
obtient les inégalités 0 < 2sin(a)? = cos(2a) — 1 < 0 qui ne sont pas raisonnables pour certaines valeurs
de a! De plus, primitive et dérivée de la fonction cos sont parfois confondues. Pour conclure sur cette
question, rappelons que les correcteurs lisent tous les calculs et ont pénalisé des erreurs de signe méme si
ces derniéres n'ont pas eu d’impact sur le calcul final (en l'occurrence (gy, g,,) = 0 pour k # k’).

Q20. S’agissant de la continuité d’une fonction définie par une série, le jury attendait les deux points
suivants :

— un rappel des propriétés générales du cours assurant le transfert de la continuité par convergence
normale ;

— une preuve effective de la convergence normale.

Pour le premier point, la continuité des fonctions (f, g)g, a parfois été oubliée. Pour le second point, il
faut obtenir une borne uniforme de (f, g,) par rapport & k (par exemple grace a 'inégalité de Cauchy-
Schwarz). De plus, on notera aussi que la convergence normale pour la norme uniforme a parfois été
confondue avec la convergence normale pour la norme préhilbertienne.

Q21. Comme pour la question précédente, les deux normes en jeu ont parfois été confondues. On notera
un point positif parmi les réponses obtenues : beaucoup ont exploité que les fonctions g, sont les fonctions
propres de T afin de faire apparaitre un reste de série.

Q22. Cette question a été globalement réussie lorsqu’elle a été abordée. Comme point positif, beaucoup
de copies ont invoqué l'unicité de la limite de la suite (T'(fy)) ven- dans E (& la fois & et T'(f)).
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IIT Exemples d’espaces a noyau reproduisant

I1I.LA Un exemple

Q23. 11 faut bien reconnaitre que la notation f’ aurait pu a priori étre génante puisque la fonction f”
n’est pas définie au bord des points de la subdivision considérée pour f. Le jury a donc décidé que cette
question avait seulement vocation a évaluer la connaissance de la notion de produit scalaire et a donné
un bonus a toute remarque liée au souci susmentionné relatif aux subdivisions.

Q24. En général, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est bien utilisée. Le jury déconseille I'utilisation du sigle
« CS » pour « Cauchy-Schwarz ».

Q25 et Q26. Vu la forme des deux questions, le jury a décidé de les considérer d’un seul bloc (une réponse
positive & la question Q26 pouvant résoudre de facto la question Q25). Voici la lacune la plus fréquente
constatée : l'intégration par parties doit se faire dans le cadre €'. Dans le cadre du programme, il est
donc recommandé de découper I'intégrale fol KL (t)f"(t)dt sur [0, s] et [s, 1].

Q27. Pour tout z € [0,1], il fallait justifier la continuité de V, : f +— f(z). Dans certaines copies,
on note une confusion entre la continuité de V, (en tant qu’application linéaire) et la continuité de

z = V. (f) = fz).

I11.B Un contre-exemple

Q28. 1l s’agit d’une question de fond qui a été bien traitée dans environ 20 % des copies. Le jury a décidé
de valoriser une preuve correcte distinguant la convergence quadratique et la convergence simple.

I11.C Fonctions développables en série entiere

Q29. Cette question est tres facile mais trés peu de copies 'ont abordée (sans doute pour des raisons de

temps). Voici quelques erreurs rencontrées :

— la régle de d’Alembert est invoquée et nécessite I’étude asymptotique de 2. Or la suite (a,,) peut

n

trés bien contenir une infinité de termes nuls !

— la regle de d’Alembert est énoncée comme condition nécessaire et suffisante pour déterminer le rayon

d’une série entiere, or la suite (a(’;“) n’a aucune raison de converger si tant est qu’elle soit bien

n
définie !

— la suite (a,,) tend vers 0 et donc |a, | < a? pour n assez grand (la bonne inégalité est dans I'autre
sens).

Q30. Dans cette question, voici quelques points délicats a justifier : E5 est bien un espace vectoriel et

+00
la série définissant le produit scalaire (a,b) = > a,b,, est bien convergente. Le jury note que I'inégalité
n=0
a?+b? . N S a2 +b2 . . .
la,b,| < =25 est souvent bien connue méme si I'inégalité a, b, < —25—= est parfois mentionnée sans

valeur absolue (I'inégalité est juste mais ne permet pas de conclure sans argument additionnel). Par
contre, pour justifier que E5 est un espace vectoriel (en 'occurrence un sous-espace vectoriel), beaucoup
de copies contenaient 1'inégalité suivante sans restriction sur le signe du scalaire A

(a, + Ab,)? < a? + X202 + (a2 +b?2).

Q31-32. Ces questions ne posent aucune réelle difficulté. Pour autant le jury conseille aux futurs candidats
de toujours rappeler la condition qui permet de faire converger une série géométrique.
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[11.D. Autre exemple parmi les fonctions de classe €' par morceaux
Q33. Tout comme & la question Q23, la notation f’ n’a pas semblé étre un obstacle.

Q34. 1l s’agit sans aucun doute de la question la plus difficile. Un produit scalaire convenable est donné
par la formule

[ at
(f.0) = / £ (0=

IV Quelques résultats sur les espaces a noyaux reproduisant

IV.A Continuité

Q35. Cette question est tres classique dans I’étude d’un espace euclidien F et s’écrit usuellement :

YueFE |ul| = sup |(u, w)]
Jwl=1
On notera néanmoins qu’il faut distinguer selon que u = 0 ou u # 0 pour choisir w = m
Q36. 11 s’agit d'une question assez difficile. La formule [f(x) — f(y)| < |f] x |k, — k,| (inégalité de
Cauchy-Schwarz) est souvent obtenue. Pour la suite, I'idée est de calculer

Yy

qui tend bien vers 0 si y — x par continuité supposée de K.

IV.B Construction d'un espace a noyau reproduisant

Q37. La surjectivité a souvent posé des problemes. En effet, il faut justifier que la surjectivité de 'appli-
cation linéaire 7' : £ — Im(7") implique celle de sa restriction Tyq, ). : ker(T)* — Im(T). En effet, si
p: E — F est la projection linéaire sur ker(7T') (cette projection a un sens d’aprés le programme puisque
ker(T') est supposé étre un sous-espace de dimension finie) alors on a

vfeE,  T(f)=T1(f—p(f))
avec f — p(f) € ker(T)*.

Q38. Environ une vingtaine de candidats ont répondu a cette question.

Conclusion

Le sujet est d’une longueur habituelle. La derniére partie a été trés peu abordée. Hormis une poignée
de questions difficiles (voire tres difficiles, en 'occurrence Q34), les questions des trois premiéres parties
sont abordables. Bien entendu, le jury n’attend pas la résolution de toutes les questions et la longueur du
sujet a essentiellement vocation & couvrir un large spectre du programme et trier les meilleures copies.
On notera que contrairement aux années précédentes, la théorie des probabilités est absente dans le sujet
de mathématiques 2. Pour autant, le sujet n’est ni marqué « analyse » ou « algebre » mais clairement un
trés bon mélange de ces deux composantes du programme.

Comme les années précédentes, le jury remarque beaucoup de copies trées mal rédigées. Il est anormal
qu’un graphique soit tracé sans préciser les axes et les coordonnées des points importants. Un graphique
tracé a la volée fait certes gagner du temps pour passer a la question suivante mais fait assurément perdre
des points faciles.
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Les extraits suivants des rapport 2018-2019 sont toujours d’actualité : « bien qu’une épreuve de concours
ait pour but de sélectionner les meilleurs candidats, ces derniers doivent avoir une réflexion quant a
la différence de nature entre une épreuve écrite et une épreuve orale. Lors d’une épreuve écrite, il est
impossible au correcteur d’interroger le candidat. Il est donc important que les candidats écrivent sur
leurs copies les arguments qui leur semblent indispensables. Le jury constate malheureusement que de
nombreux candidats de tres bon niveau ne détaillent pas leur argumentation. Cela expliquera sans doute
la déception de bon nombre de candidats ayant traité beaucoup de questions du sujet. »

Comme pour les années précédentes, les meilleures copies contiennent une rédaction impeccable de la
quasi-totalité des questions et font preuve d’une excellente maitrise du programme.
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