MP 2021 Mathématiques B (X) Un corrigé

Partie I

la. On a (n | X) = J,ey- (X = kn) (réunion disjointe). Ainsi

+oo
B | X) = Y P = kn) = ((5)7 Y oo = <) Clan
keN* k=1
d’ou |P(n | X) = % =n"*

1b. Soit J C N* une partie non vide. Comme les (p?j)j sont deux & deux premiers entre eux, on a

eJ

Ve e N, (Vjel, p)’ | ) <:>Hp;” |
JjeJ

Ainsi ﬂ {pj.‘j | X} = Hpj.‘j | X » or selon la question précédente, on a :
jET jed

—S

Pl 1) = (1T | =1165) " =1IP @ 1X)

i€l jel jel jel
Donc
P {p7 1X3 ) = TIP ({77 1X})
j€I i€l
On a bien montré que ‘ les événements {p{* | X}, {p5? | X},...,{pp* | X},... sont mutuellement indépendants

2a. On sait que si (Ag)gen+ est une famille d’événements mutuellement indépendants alors (B )gen+ est une famille d’événe-
ments mutuellement indépendants ou Vk € N*| By € {Ag, Ax}.
Ainsi les événements {p; 1 X} (i € [1,r]) sont mutuellement indépendants.
De plus pour i € [1,7],on a P ({p; 1 X}) =1 —-P({p; | X})

s

Ainsi avec la question 1a, on a |P (ﬂ {pi 1 X}) = H (1 fpi_s)
i=1

i=1

2b. On a par continuité décroissante et a I’aide de la question précédente : P <Q {pi 1 X}) = rLH+noo lj[l (1 —p; )
Or ﬂ {pit X} = {X =1} et P{X =1}) = ((s)~! par définition de la loi zéta.
iEN*

n

On en déduit que | ¢(s)™! = 1iIJIr1 (1-py°)
n—-+oo
k=1

3a. La variable aléatoire vp, (X) + 1 est & valeurs dans N*.
Soit m € N*. On a

Vp(X) +1=m) = (1, (X) =m = 1) = (o' [ X) N " 1 X) = ("1 [ X) \ (0" | X)

Or (pf | X) C (py*~' | X) donc avec 1a :

m—1

P (X) + 1=m) =P (pp " | X) =P | X) =p, """ = pp*™ = (1=p") (1= (1= p; "))

Ainsi | pour tout k € N*, la variable aléatoire v, (X) + 1 suit la loi géométrique de paramétre (1 - p;S) €10, 1[]
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3b.

3c.

Je note les événements E; = (vp,, (X) =n1) et E® = (upki (X)=n; + 5) pour i € [1,r] et £ € {0,1}.

i
On a remarque que E; UEED = Ez(-o) (union disjointe)
Je vais montrer par récurrence sur s € [1,r] que pour tout F € A, on a

P(E N NE;NF) =i(—1)4 > P(E§fl>m---mEg6s>mF)

=0 (e1,...,e5)€{0,1}°
e1+-+es=¢L

1
Pours=1Lona Y (1) 3 P(E(nF) =P (B nF) - (B nF)
£=0 QE{&;P
E1=

Or on a I'union disjointe : Ego) NF = (Egl) N F) U(EiNF)

1
d’ou Z(—l)e Z P (Egsl) N F) =P (E; NF) ce qui établit l'initialisation.
=0

616{0,1}1
61:£

Pour I’hérédité, on considére s € [1,7 — 1] tel que la propriété soit vraie au rang s.
Soit F € A. On a en appliquant I’hypothése de récurrence a I’événement E; 41 NF :
S
PE N NENEnnF) =Y (-1)" Y Iﬁmmmmmgmmmﬂmﬂ
=0 (1, e0)E{0,1}°
E1totea=t
or pour (e1,...,65) € {0,1}*, on a :
P@ﬁ%mummmmEHgmj:P@?anmﬁmmE;ﬂﬂﬁ—P@ﬁhmnmmmmEgmm)

donc P(E;N---NE;NEs41 NF) est égal & :

S

S
S Y B(E B NEL )+ 0T Y B(ES N nEE) NEL, F)
£=0 (€1,..,65)€{0,1}° £=0 (e1,...,65)€{0,1}°

e1+-+es+0=4+0 g1t tes+1=0+1

En remarquant que {0, 1} = ({0,1}* x {0}) U ({0,1}* x {1}), on obtient par changement d’indice :

s+1
P(E;N- NE,NEunF) =Y (-1) 3 P@f“m~«m¥“m&HmF)
=0 (e1,.s8s41)€{0,1}5F1
e1+-test1=L
Ce qui établit I'hérédité.
On a prouvé par récurrence que la propriété est vrai pour tout s € [1,7] et tout F € A
En particulier pour s = r et F = 2, on obtient 1’égalité voulue :
P (vp,,, (X) = 1n1,...,1p,, (X) = n,) est bien égal &

Z(—l)é Z P (vp,, (X) = n1 +e1,0p,, (X) Z n2 422,10, (X) =0, +e)

Pour tout m € N et p premier , on a (v,(X) > m) = (p™ | X). Ainsi selon 1b,
les événements (le (X)=ni+e1), (Vpk,z (X) = ng2+¢e2),..., (vp, (X) = n, +¢,) sont mutuellement indépendants.

donc en reprenant les notations de 3b, on a Efl), Egar"), ... B sont mutuellement indépendants et

PEiN---NE_ i NE)=> (-1) Y E%Ef”mnﬂEﬁj”ﬂE%U

(=0 (e1,00n20) E{0,1}°
e1+-tes=~L
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S
qui est donc égal & Z(—l)z Z P (Eggl) N---N Efjl’l)) P (Eges)) donc égal a

=0 (e
St tea=t
s—1 s
Sty P(E?”rm--mESj“)P(EQQ-}Z(—U”4 3 P(Ef“rﬁ~-ﬂE§j”)P(E§v
£=0 (517--4755—1)6{071}571 =1 (817“'188*1)6{071}571
e1+-tes—1=¢ €1t tes—1=0—1

En réorganisant la somme et en utilisant I'union disjointe EY =EM U Es

on trouve alors P(E;N---NE;_1 NE,) =P(E;N---NE;_1) P(Ey)

puis en procédant par récurrence P (E;N---NE;_1 NEg) =P (Ey) - P(Es—1) P(Es)
Ainsi on a montré : pour tout r € N* k; < --- < k, dans N* et (n1,...,n,) € N" que

P (Vpkl (X)=n1,...,0p, (X)=n,) =P (Vpkl (X)=n1)P (Vpk2 (X) =n2) P ( vp, (X) =n,)

On en déduit que ‘ les variables aléatoires v, (X), ..., v, (X),... sont mutuellement indépendantes‘

4a. Soit m et n sont deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux.
7 — Z
1 sid=1[4]
d — (-1 sid=3[4]
0 sid=0][2]

Je pose D(m) = {d € N* |d | m} On remarque que x4 :

et g(m) = Y xa(d) et de méme g(n) = D xa(d)
deD(m) deD(n)

D(m) xD(n) — D(mn)

(d1, dg) — dldg
On constate facilement que cette application est bien définie.
Soit (dy,ds) et (d},dy) € D(m) x D(n) tel que dids = ddj,
alors on a dy Ady =1 et dy | d{d} donc dy | dj selon Gauss
et de méme d} A dy d’ou dy = dj puis de = dy d’ou ¢ est injective
Enfin pour d € D(mn) on a (d Am,dAn) € D(m) x D(n) et p(dAn,dAm)=d
Ainsi ¢ est surjective

Ensuite je définis I’application ¢ : {

Donc ¢ est bijective d’ou

glm)g(n) = > xald) > xa(d)= > xa(dd') = > xa(e(d, d)) = > xa(d)

deD(m) d’eD(n) (d,d")eD(m)xD(n) (d,d")eD(m)xD(n) deD(mn)

On a bien : ‘g(mn) = g(m)g(n) ‘

4b. On reprend les notations du 4a. On remarque que D(p™) = {p’C |k € [0,n] } de sorte que

Sip =2, alors Vk € [1,n], x4(p*) = 0 car 2 | p* et donc g(p™) = xa(p°) +0=p(1) =1

Si p = 11[4], alors Vk € [0,n], p* = 1[4] donc g(p") = Zx4(pk) = Z l=n+1
k=0 k=0

n _ (_1\n+1
Si p = 3[4], alors V& € [0,n], p*¥ = (—1)*[4] donc g(p") = Z(fl)” = 115(1_)1;

1 sip=2,
Ainsiona|g(p”) =< n+1 sip=1[4],
L1+ (1)) sip=3[4]
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5.

6a.

6b.

Comme h(X) est d’espérance finie, alors , selon la formule de transfert,

on a existence des membres et égalité : E (h Z h(k . Par hypothése on a :

Vn e N*, Vk e N*, |fo(k)P(X =k)| < h(k)PX =k) et |f(k)P(X = k)| < h(k)P(X = k) par passage a la limite

donc les séries Z fn(RF)P(X =k) et Z f(k k) convergent absolument.
k21 k>1
D’ou les existences des espérances : Z fulk =k)et E(f(X)) = Z fB)P(X =

N* — R

N fa(bB(X = k) one

On pose alors pour k& € N*, la fonction ¢y, : {
Vn € N*, Vk € N*, |or(n)| < h(k)P(X = k)
or on vient de voir que la série Z h(k)P(X = k) convergeait

k>1

Ainsi la série de fonctions E ¢k converge normalement donc uniformément sur N* (voisinage de +00)
k>1
Je note S la fonction somme de sorte que

+oo +oo
Vn e N, S(n) =3 gu(n) = 3 fa(kP(X = k) = E (£,(X))
k=1 k=1

De plus Vk € N*, ngrfm@k(n) lim f,(B)P(X=k)=f(k)P(X=k)

n—-+oo
Ainsi selon le théoréme de la double limite : S(n P Z f(k =E(f(X))
Autrement dit llIJIrl E (f.(X)) =E(f(X))
n—-+0oo
+o0o +oo
On a ((s Z Z gm)~° par linéarité
g=1m=1
—+oo
Ainsi pour tout g € N*, la série Z (gm)~° converge et la série Z Z (gm)~*°
m2=1 g=21m=1
Comme les termes sont positifs, la famille double est sommable et on a donc ¢(s)? = Z (gm)~—?°
(g,m)EN*
En sommant par paquets on donc ((s Z Z = Z Z
neN* (g,m) eN* neN* (¢,m)eN*
qgm=n qgm=n
Or pour n € N*, on a r(n) = Card ({(q,m) e (N*)? |gm = n})
Ainsi Z r(n)n~* converge et sa somme vaut ((s)?
n>1
3
On aVn € N*, |g(n)| = |ri(n) — r3(n Zrl ) donc Vn € N*, |g(n)n~*| < r(n)n—*
=0

Par comparaison & une série a termes positifs | la série E g(n)n™?% converge absolument donc converge
n>1
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N
7a. Soit z € N*. Par décomposition de produit en facteurs premiers il existe N € N tel que =z = szp’“ (@) puis

k=1

n n
Vn>N, = py”"'(m) Ainsi T pV”’C (@) de N* dans N* converge simplement vers la fonction identité
k k

k=1 n>1

7b. Soit n € N*. Soit k € [1,n]. On a d’apres 4b, Vx € N*| ¢ (p:p’“(m)) <y (x)+1donc0<g (pzp’“ (X)) <y (X)+1

or v, (X) + 1 suit une loi géométrique (3a) donc v, (X) + 1 puis g (p:p’“ (X)) est d’espérance finie
De plus, les v, (X) (k € [1,n]) sont mutuellement indépendantes selon 3c

Ainsi les g ( v (X )) (k € [1,n]) le sont également d’aprés le lemme des coalitions

donc Hg ( voi (X )) est d’espérance finie et en utilisant 4a. on a :

HE((%”w):E<ﬁg@?mU>:EG<£¥Wav>

k=1

n

Je pose fr, iz g <szpk (x)> de sorte que (f,) converge simplement vers g sur N* (suites stationnaires)
k=1

En utilisant 4a et 4b et comme Vz € N*, Vk > x, py, > k et v, () =0, on a

e, fu = Il (o) < [T o)+ 1 < [T 00 +1 <10

Ainsi Vo € N* || f,,(2)| < r(z) et r(X) est d’espérance finie qui vaut ((s) d’aprés 6a

D’ou |E(g(X)) = ngrfoo =E(fn(X)) = ngrfoo E (g (p:p’“(x))) selon 5

8a. On suppose que p est un nombre premier tel que p = 1[4].

Onag (p"f’(x)) =1,(X)+1 (4b) et 1,(X) +1 ~ G(1 —p~*) selon 2b donc |E (g (p”P(X))) =73 l_

1+ (—QI)VP(X) (4b)

8b. Si p est un nombre premier vérifiant p = 3 [4], alors on a g (pr(X)) =

(—1)*»X) est bornée donc admet une espérance et (—1)"»X) = —(—1)1+#»(X)
Comme 1 + v,(X) ~ G(1 —p~*) selon 2b, alors selon la formule de transfert, par somme géométrique :

I (1 _ S 1—p—
E((=1 vp(X) — -1 k 1—p5 —s\k-1 - _ (1 D ) _ p
(C00) = =20 =) () o = T
) 1 1—p= 1
donc |E (g (p»™®)) = 5 <1+ 1+p—8) = T

8c. Sip=3[4] alors x4(p) = —1 et si p=1[4] alors x4(p) =1
Ainsi pour p premier impair on vient de voir (8a et 8b) que : E (g (p*»®))) =
1

Par ailleurs,on a: g (2”2(X)) =1donc E (g (2”2(X))) =1=

Avec 7b, on peut alors conclure que : |E(g(X)) = lim _
netoe LT
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9a.

9b.

9c.

10a.

On remarque que x4 (p*»®)) = x4 (p)Vp(X)
Si p =2, alors x4 (p) =0 et donc x4 (p)”p(x) — X

1-27°
Ainsi E (X4 (p)”p<x>) = 0P (1p(X) > 1) + 1P(1p(X) =0) = 1 —P(2 | X) =1-2"5 = ———
1-— X4(2)2_S
. 1 7p78 1 7p—5

Si p = 3[4] alors = —1 et on a vu en 8b que IE( VP(X)> = =

p=3[4] x4(p) q X4 (p) Thp— 1@

1—p~*°

Si p = 1[4] alors =letE X)) 2

p=1[4] xa(p) (X4(p) ) @)

1 —S8
Dans tous les cas si p est un nombre premier, | E (X4 (pr(X))) - P
1= xa(p)p~*

On procéde comme en 7b. on sait déja que E (x4 (p»™))) existe et aussi Vm,n € N*, x4(nm)) = ya(n)xa(m)

n

On pose f,, : x — x4 (szp’“(m)> de sorte que la suite (f,,) converge simplement vers x4 sur N* (suites stationnaires).
k=1

11 suffit de trouver une fonction h positive tel que h(X) est d’espérance finie et Vn € N*, Vk € N* | f, (k)| < h(k)

La fonction constante égale & 1 fait ’affaire.

n n

1—p.° - 1
Ainsi comme en 7b : E (x4(X)) = lim —k_sor lim 1—p.°%) = — # 0 selon 2b
(x4(X)) n*}+ook:1 1— x4 (pk)pk nﬁJrook:l ( k ) C(S)
s 1
donc ———— | converge et
(,}:[11 — X4 (Pr) Py >
n
ainsi | E (xa(X)) = — i f[ !
1NnS1 X4 = — m P
C(s) n—>oo L 1 — x4 (Pk) Py
Donc avec 8c et le transfert, on a
~ < xa(k)
E(9(X)) = ¢(5)E (x4(X)) = > ¢(s)xa(W)PX = k) = oo
k=1 k=1

Comme x4 (X) est d’espérance finie, la série est absolument convergente, on peut regrouper et ré-indexer (famille sommable)
donc

+0

S

“+o0
EgX)= )
k=1

k impair k pair

xalk) | i" xalh) = xan+ 1)
k g — (2n+ 1)

—1)"
On en déduit que |la série Z D" est convergente et que sa somme vaut E(g(X))
= (2n+1)s

Partie I1

2n+1
. 2 1
Soit # € R. On a e!?"+D? = (cos(0) + isin(9))?"+! = g ( n]:— )ik sin® () cos®™ 1 F(9)
k=0
En séparant termes pairs et impairs :

: " /on+1 " /on+1
i(2n+1)0 _ 2 i(—1)? si 2p+1 0 2(n—p) 0 2 —1)Psi 2p 0 2(n—p)+1 0
‘ =0 <2p+1>1( )*ein . ( )+p=0( 2p >( )?oint™(6) cos )

“~ (2n+1 n—
En prenant la partie imaginaire : sin((2n + 1)8) = Z <QZ I 1> (—=1)Psin**(6) (1 — sin*(9)) P
p=0

n
2 1
Je pose | P, = Z(—l)p (221_1

p=0

)X” (1 —X)""" de sorte que V0 € R, sin((2n + 1)0) = sin(0)P,, (sin’(0))
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10b. On remarque que P, est unique car caractérisé par les valeurs prises sur |0, 1] qui est infini.
En évaluant en § = 7/2 l'identité du 10a, on voit que P,, est non nul de plus deg (P,) < n par somme.
Soit # €]0,7/2]. On a sin(f) # 0 et (2n + 1)0 €]0, nw + 7/2] donc

km
2n+1

P, (sin?(0)) =0 <= sin((2n + 1)0) =0 < 3k € Z, (2n+1)0 = kn <= Tk € [1,n],0 =

La fonction sin est strictement croissante sur ]0, /2] et positive donc sin? y est injective.

7r
On a donc trouvé au moins n racines distincts de P,, : les sin® <2 n 1) pour k parcourant [1,n]

Ainsi | P, est exactement de degré n de racines distinctes les sin’ <

2n+1> pour k € [1,n]

X

2 km
s (2n+1>

A T’aide de 10a et comme t — P, (t) est continue et que sin(t) Koot t,on a:
—

avec i € R*.

On peut donc écrire P, (X) = MH 1-
k=1

sin ((2n + 1)6)

=P, (0) = limP,, (sin?(0)) = U =2n+1
#=Pa(0) = fmPu (sin”0)) = Jlim oy St
. - x
On en déduit que : | pour tout z € R, P, (x) = (2n + 1)H 1-—
P . 9 km
sin
2n+1
10c. On applique 10a & 8 = 7z /(2n + 1) puis 10b
n a2 ( s )
sin
et on obtient : |Vz € R, sin(rz) = (2n + 1) sin ( i > H 1 -
2n+1) 4 sin2( ke )
= 2n+1
11a. Soit k € [1,m]. A l'aide de I’équivalent de sin en 0, on a
sin” (2:;-7-1) x? X
1- 1—— et (2n+1)sin< ) T
sin2 (21@11) n—+400 k 2n+1/) notoo
S |
donc par produit fini : uy, () m kaﬂ (1 — iz) = k(jn_";;

m

EE | Y

(m)?

Ainsi il existe un rang ng tel que ¥Yn > ng, tmn(x) #0

Comme z ¢ Z, on a # 0 donc | (umn()),,, est convergente dans R*

Pour n > ng, on a selon 10c :
V() = Vi () Uy () _ sin(mx)
U, (T) U, (T)

or sin(rx) # 0 donc | (vy,n()),,~,, est convergente dans R* | par quotient
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11b. Soit n € N tel que n > m. Soit k € [m + 1,n].
20
On a par concavité de sin sur [0,7/2] : V8 €]0,7/2], 0 < — <sin(f) < 6
7r
|| km

Comme m > |z|, alors on a k > |z| et 0 < o+ 1 < 1 <7m/2

Comme t — t? est croissante sur R et sin est croissante sur ]0,7/2] & valeurs positives.

On obtient : )

in2 (i || m

S\ o1 2n+1) w22

X < 5 = 7 < 1
SiIl2 km 2%k 4k
2n+1 2n+1)w
. 2( T
sin® ( 5 +1) w202
d’on par parité de sin?, ona:1>1— i >1-— 5 >0
sin2( ke ) 4k
2n+1
n 222
Par produit de réels positifs : |1 > vy, ( H < 2 ) >0
k=m+
22
En passant au In avec des quantités > 0, on a : 0 = In (v, pn( Z In ( )
k=m+1
2,2 2,2
Comme —1In |1 — T ~ —— alors par comparaison entre séries a termes positifs
4k2 k—+oo 4k2 ’ ’
2,2
- T

la série Z In (1 — 41{:2> converge

k>m+1
Comme In est continue sur ]0,+oo[ et que v,,(z) > 0 en tant que limite non nulle de réels positifs, on obtient par

prolongement des inégalités :
= m2x?
0> In(vy(x)) = Z In (1 ~ e >

k=m+1

+oo 2,.2

T

Comme ) E 2 In (1 e > m 0 (reste d’une série convergente)
=m

Ainsi par théoréme des gendarmes : In (v, (z)) — 0 puis par continuité de exp : | lim v, (z) =1
m——+0co m—+00

n 2 n 2
11lc. Siz =0, on a sin(rz) =0 =7z lim (l—m):OcarH<1—k2):1
1

n—-+oo
k k=1
n 2

Si x € Z*, alors pour n > |z|, on a H 1—— = 0 donc sin(7z) =0 =7z lim 1- 2
n—>+ook_ k2

Si z € Z. On considére m et n € N* tels que |z] < m < n, on a sin(mx) = Upm n(T)Vm,n(x) selon 1la.
2

Par passage a la limite quand n — 400, on obtient sin(7z) = 7r:rH (1 - i) vm () selon 11a encore

2
k=1
Pour m assez grand, on a v,,(z) # 0 car lim wv,,(z) =1 selon 11b
m——+oo

Ainsi H (1 — > = m et on en déduit que (H (1 — ;)) ) converge
neN*

n 2
x
et que | pour tout = € R, sin(nx) = 7z ngl}rloo 1 <1 - k:2)
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Partie II1

n xck™! n
12. Soit n € N*. On a0 < 1+ zk~! donc In (H%) = ; (k™' —In(1 +2k™")).

_1\2
Or quand k — +oo, k=1 —In(1 + 2k~ 1) = @ +o (mk*1)2 =0 (1/k?%)
Ainsi la série Y (zk~' —In(1 + 2k~ ")) converge. On note S sa somme ainsi

E>1

n—+oo I
k=1

1 - 1
To(z) = ;e’w exp (Z (zk™' —In(1+ xkl))> —— —e %S >0

d’ott | la suite de fonctions (I',),,-, converge simplement sur |0, +oc[ vers une fonction I :]0, +o00[ — ]0, +o0]

13. Soit z €]0,+o0[. Soit n € N*. On a In (2T, (x)) = In(x) — In(z) — vz + Z (zk™' —In(1 +2k™"))
k=1

donc In (2T (2)) —In(Tp(z+ 1)) =ln(z+ 1) + v+ i (—k~' —In(1 + 2k~ 1) + In(1 + (z + 1)k 1))
k=1

ainsi In ('), (z)) —In (T (z + 1)) =In(z + 1) + v + i (=k~'+In(k+ (z+ 1)) —In(k + 2))
k=1

donc In (2T, (2)) —In (Tp(z+ 1)) =+y+In(n+ 1+ x) Z k~! aprés télescopage

d’'ott In (2T, (2)) —In (Tp(z +1)) =In(n+ 1+ z) — (Zk ' —In(n )

Comme In(n+ 1+ z) —In(n) = In(1 + (1 + z)/n) e 0 et Zk‘l —In(n) —y —— 0 (selon le rappel III)
n (o)

n—+o00
k=1

Ainsi en passant a la limite In (zI'(z)) — In (T'(z + 1)) = 0 et on a bien ’ D(x+1) =2al(x) ‘

zk™1

14a. Je note go : ¢ — —In(x) — vz et pour k € N*, g : z — In (H—xkl> =gk ' —In (1 + mk‘l)

(i) Pour tout k € N, la fonction g, est de classe C? sur ]0, +o0]
de deérivées : g 1z — —1 — *yetgk r— k~ 1_1-&_; =1 sik>0

(k+ 2 sik>0

(ii) Selon 12, la série Z gr converge simplement sur ]0,4oc[ de somme In(T")
k>0

(iif) Soit & > 0. Soit k € N*. On a g} (2)| = iy, &
—+00

et de dérivées secondes : gy : x — -5 et g; 1 T —>

Ainsi la série Z g5 () converge donc la série Z gj. converge simplement sur ]0, +oo[
k>0 k>0
(iv) Soit a < b dans |0, +oc[. On a
1

vz € [a,b], Vk €N, |gi(z)] < it a2

Or la série E k hTa? converge donc la série E gy converge normalement sur [a, b]
k>0 k>0

Ainsi la série Z gy converge uniformément sur tout segment de ]0, oo
k>0

Par théoréme de cours, avec (i), (ii), (iii) et (iv), la fonction In(I") = In ol est de classe C2 sur |0, +oo] et

—+oo
1
Va €10, 4o0[ In(I’ Zg Zm
k=0

Par composition |la fonction I' = exp o In(T") est de classe C? sur ]0, +oo| ‘

9/14



MP 2021 Mathématiques B (X) Un corrigé

14b.

15a.

15b.

16.

En reprenant les notations du 14a et la majoration Vz € [1,+o00[ Vk € N, |g//(z)| < e
Ainsi la série Z gr converge uniformément sur [1,+oo[ de somme In(T")"”
k>0
s " o
De plus Vk € N, xgrfmgk (£)=0

Alors le théoréme de la double limite nous donne 'existence des membres et ’égalité : Erf In(T)"(z) =0

Soit z > 0,0on a S(x +1) =1In ({:Eﬁﬁ;) —In (z”f(w) ) = S(z)

Ainsi ‘ S est est 1-périodique ‘

/ _ / ffle) _ flle+l) 1 fila+l) 1
Ona f'(x+1) = f(x) +zf(x) donc @) - zf@) P P § S
Ainsi In(f)(z) = In(f) (x + 1) — % d’ou In(f)"(z) = % +In(f)"(z+1)
Par récurrence immeédiate, on a Vn € N, In(f)"(z) — kio ﬁ =1In(f)"(z +n+1) > 0 par convexité de In(f)
Ainsi on par passage a la limite S”(z) = In(f)"”(z) — In(T")"(z) > 0

d’on ’ la fonction S est convexe ‘

Soit x € [3,4]. Comme S est convexe, en utilisant I'inégalité des pentes on a

S(2)
2

S(2) - S(1) _ S(x) ~S(2) _ S(4) -
2-1  °  xz-2 = 4-

donc comme S est 1-périodique alors S(1) = S(2) = S(4) puis S(z) = S(2).
Ainsi S est constante sur [3,4] d’ou S est constante sur |0, +o00[
or S(1) =1n(1/1) =0 donc S = In(f/T") est identiquement nulle d’ou
Soit @ > 0. On a I'(a) > 0 selon 12.

R
twfl

(14t)=ta

2
tajfl ) F(x+a) ]07+OO[

(i) Soit t €]0,+oo[. La fonction G(-,t) :  — G(z,t) est de classe C? sur ]0, +oo]
de dérivées successives — (-, ¢) :  +— In ( t ) ! et 62G(- t):x—1In ( )2
ozr ' 1+t) (1+t)yrte — 9z’ 14+t) (1+4¢t)=te
En utilisant le fait que pour o > 0, la fonction z — o = exp (In(a)z) est de classe C* de dérivée : = — In(a)a®.
oG 9*°G
, %(x, )) et )

+oo —
Je pose g : x — /
P I 0 ( (z,t) +—

W g(x) et G .

tI—l

(i) Soit x €]0, +o0[. Les fonctions G(z, ) (x,-) sont continues sur |0, +oo].

On a G(z,t) Yoo el et a4+ 1> 1 donc G(z,-) est intégrable sur [1, 4+o00].
1
Ou a G(z,t) o e et 1 —z < 1 donc G(z,-) est intégrable sur ]0,1]. Ainsi G(x,-) est intégrable sur ]0, 4+oo].
—

t . . . 0G 1 oG L
On aln (1_”) m) 0 par composition ainsi %(x, t) T (t““) donc a—x(x, -) est intégrable sur [1, +oo|.

1
tl—z/2

t oG 1
_— = — ~ B ~ _— = l‘/2
On aln <1 n t) In(t) —In(t + 1) Kadh In(t) donc o (z,t) Kool In(t) e In(t)t

. . . 0G 1 oG .
ainsi par croissance comparée, %(a:,t) o (tl_‘L/Q) et 1 —xz/2 <1 donc a—m(x, -) est intégrable sur 10, 1]

d’ont Z—G(x, -) est intégrable sur ]0, +oo].
x

10,400 — R
oo . - . 2 ¢
(iii) Soit a < 8 dans ]0,+oo[. Je pose : ¢ : b It t !
1+t) \1+t) t(1+t)e

La fonction ¢ est continue et intégrable sur |0, +o0o| en faisant comme en (ii).
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t
De plus comme V¢ > 0, 0 < 117 < 1, on a 'hypothése de domination (sur tous segments) :

9*G

Yt €10, 400, Vz € [, f], W(m,t)‘ < ()

Avec (i), (ii) et (iii), le théoréme des intégrales & parameétre s’applique
ainsi g est définie et de classe C? sur ]0,+oo| puis par produit f est définie et de classe C? sur 0, +oo| (e)

Soit & > 0, on a G(z,-) continue, positive et non identiquement nulle donc x — / G(z,t)dt est a valeurs > 0

Il en est de méme pour I' puis par produit
f 10, +00[=]0,+00]  (ee)

En utilisant 13, on a :

I(l+a) [T 1 B 1 o
0 ="re” | <1+t>l+adt‘“{a<1+t>a]t_o =1 (oo

. _T(@+1+a) [* t* _T(@+a) [T (z+a)t*
Soit > 0. On a f(z+1) = W/o 1+ t)x+1+adt T T /0 Wdt'

On effectue alors une intégration par parties avec des fonctions de classe C! sous réserve de validité. On a

/-‘rOO (x+a)tz & — " t—+oo /+Oo _mtz—l "
o (I+t)rtte @t o Sy (L)

Le bloc tout intégré étant nul, le calcul est valide. Ainsi

€T a +o0 r—1
flz+1)= IF(F(Z) ) /0 a i t)””"‘adt =zf(z) (eeeo0)
Enfin on a In(f)’ = J;/ et In(f)" = W

Pour établir la convexité de In(f) il suffit d’établir que In(f)” > 0.
Soit z > 0. On a In(f(z)) =In(T'(z + a)) — In(T'(a)) + In(g(x))

Ainsi In(f)"(z) = In(T)"(x + a) + In(g)" () = In(T")"(x + a) +
)" (x).
Je pose @1 1 t — /G(z,t) et w2 1t +—In (1 i t> v/G(z,t) qui sont continues sur |0, 4oo[

9" (x)g(x) — (¢'(x))?
g(z)? '

11 suffit donc d’établir que : (¢'(z))? < g(x)g’

Soit o < B dans 0, +o0[ .

Selon Cauchy-Schwarz, on a : ( ¢1<p2> (/B @?) ( ) donc
(Zfln(l (h> ( 1it>2cxx¢ﬁh> ([f(ﬂzJﬁﬂ)

Les intégrandes sont toutes intégrables sur ]0,4+00[ ce qui permet de passer aux limites o — 0 et § — +oo0.
Ainsi on a bien (¢'(z))? < g(x)g"(z)
donc In(f) est convexe (o o o)

/+°O =1 ~ I'(2)I(a)
o

Avec 15, on peut alors conclure que f =T ce qui donne T4 yrra dt = T +a)
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17.

18a.

Soit z €]0,1[. En posant a =1 —z, on a a > 0 et comme I'(1) =1, on d’aprés 16 et 12 :

+oo tm—l
/0 g tdt =T(x)(1-2)= nETOCI‘n(x)Fn(l —x)

e(r+1 z)k~ !

ﬂl—@evWleqll+mk D1+ (1—a2)k1)

n n+1 ox n -1
Lo(2)ln(1 — ) =exp< k! —7> (n))? <H2—x> <Hk‘+x> = P (S b 7)
e )

n ><exp(ZZ k7t —=1In(n) —7)

n+1l—x H(1—>

“+oo 4x—1
t
En passant & la limite & I'aide de 12 et 11c, on obtient par opérations sur les limites : / dt = —
o 1+t sin(mx)

donc

Soit n € N*. On a ' (2)T,(1 — ) =

d’ou

(@)1 —2z) =

Partie IV

Soit x €]0,1[. Soit N € N*. Soit ¢ €]0,1[. Par somme géométrique, on a :

tz_l “+oo N-1 —+o00 N-1 tN-‘rI—l
— -1 ntn-‘rw—l _ -1 ntn-i-ac—l -1 ntn+a:—1 _ -1 ntn-i-z—l -1 N
157 nﬂ( ) 2;( ) +Z%( ) Z;( ) +D 1

Comme on a une somme de N + 1 fonctions intégrables sur ]0,1[, on a

1 ya—1 N-1 1 I N 1 yN+z—1 N-1 (—1)" N 1 yN+z—1
dt = -1 thTET A -1 dt = -1 dt
/0 1+t Z( )/0 +(=1) /0 1+t Zn+x+( ) /0 1+t
n=0 n=0
Ainsi
= 1 1 tN+1}—1 1 1
- = dt < [ Nt ldE =
/0 1—|—t ;n—&—x /0 14t \/0 N+z
1
Or ——— 0 ainsi les gendarmes nous donnent ’existence des membres et 1’égalité :

N+2 Notoo

$+T— 1
/ﬁ 1+t N ()
0 =0 ner

On effectue un changement de classe C! strictement décroissant bijectif : t = 1/u; dt = —(1/u)?du. Ainsi
+oo yx—1 0 r—1+2 1 4 1—2+1-2 1 4(1—2z)-1
t 1 t 4
/ MZ/ALQL—AMZ/A——f&:/———%t
1 14t 1 1+1/u o 1+t o 1+t
Comme 1 —z €]0, 1], on peut lui appliquer (%) :

+oo yx—1 too n
t -1
j/ LRI o S et
1

1+¢ n+1l—=x
n=0

- +o00 (—1)" +o00 (—1)n
Avec la relation de Chasles, on a n(ra) nz:% ey z:% 1

On remarque que la semi-convergence des séries nous annonce que les théorémes d’interversion série-intégrale ne s’ap-
pliquent pas. On aurait pu utiliser le théoréme de convergence dominée.
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18b. Soit z € |—%,1[. On a cos(rz) > 0. A P’aide de la question précédente appliqué a 1/2 —z €]0,1[ :

—+oo

T 7r B T B (=" - (="
cos(mz)  sin(r/2 —7x) sin(m(1/2—2)) ngonJrl/?fx +§n+1/2+x

< = et donc

or pour n € N, on a 3

T
2n+1

‘ 1

1) 2(—1)" 1 2(—1)" <X IX opt1()ngp
(-1 (-1 (-1 S (-1

- - 21/(2n + 1)) =
nt1/2—z 2n+l 1-2z/2n+1) 2n+1Z;(W%"+ ) (20 + 1)r

+o0 +o0
2”“(71)”#’ 2”*1(71)”(71’)”
E t - _11 d T _
n remarquant que —x € ] 33 [, on a donc cos(77) 7;)1):0 @n+ 1)ph + (@n+ Dpit

puis pour n € N, on a
N N n
L 2P () L s 25 (1) e+ ()

= (2n + 1)p+1 N—o0 £ (2n + 1)pt1 N—-+oo £~ (2n + 1)2k+1

S22 ()P (o))

d’ou par linéarité
+0oo +00 22k+2(_1)n$2k¢ too 22(_1)n 100 00 22k+2(_1)nx2k

cos(mx) B Z Z (2n + 1)2k+1 - ;::0 (2n+1) (2n + 1)2k+1

n=0 k=0

n=0 k=1

On va maintenant montrer la sommabilité de la famille double pour utiliser Fubini.
10 52k42,.2k 2 2
2 x 8x 8z
Soit N = =
o n el ona Z (2n + 1)2k+1 422 (2n+1)3 —422(2n+ 1)
k=1 @2n+1)3(1- ————
(2n +1)2
82 82 x?

— 0
(2n+1)3 —422(2n + 1) converge car (2n+1)3 —422(2n+ 1) n—too 13 stz

De plus la série Z
n>0
400 22k+2(_1)nx2k

d’ott pour tout n € N, la série W

converge

k=1
1901 92k+2 n .2k
2 -1
et la série Z Z (271_‘(_1)216161 converge
n>0 k=1

22k+2(_1)nx2k

_— donc selon Fubini
(2n + 1)2+1 )(n,k)eNxN*

Ainsi la famille (

T _ f 22(_1)n N +00 +o0 22k+2(_1)nx2k
cos(mz) —(@2n+l) e (nt 1)2k+1
t al 1 i: Z (=" 92k+2,.2k
on peut alors conclure que = S St A
peu ure qu cos(r @n 1 1)2F+ x
2( 1)n
Remarque : on n'a pas la sommabilité de la famille indexée sur N? car la série Z o T 1 ne converge pas absolument.
n
n>0
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18c.

19a.

19b.

Soit x €] — 5, 5[. Ona z/m €] —1/2,1/2[ donc selon la question précédente :

1 +oo [/+o0 (_l)n o2 22k too [+oo (_l)n 92k+2 ok
v(r) = p Z Z (2n + 1)2F+1 2 T2k Z Z (2n + 1)2F+1 sy

k=0 \n=0 k=0 \n=0

Ainsi ‘ v est développable en série entiére sur | — 7,

i

(]

E (2k) (0 > 1) 92k+2
Soit k£ € N. Alors par unicité du développement en série entiére : 2k _ Y 0) = Z ( (=1 .

(2k)! (2k)! i 2n + 1)2k+1 | p2k+1
too 2k+1
(=" ™

d’ou = E

nz:% (2n + 1)2k+1 — 22k+2(2F)1 2

k 22k
Les séries entiéres Z (%x et Z ont respectivement pour sommes v et cos de rayons > /2.
k>0

[ :

B R (& Egpa?t (—1)Rg2mk) ) X () (S (—1)R(2n)! n
1—cos(rc)v(:v)—;)<z (22'}); TR —R)! )‘Z @n)! \ & (2n—2k)!(2k)!E2k «

k=0 n=0

Ainsi par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a pour z €] — %,

e

Par unicité du développement en série entiére, on a pour n € N*

= 2n " (=1)k(2n)!
—1)k Epp=) ——~ 7 _F, =
ona|) (-1) (%) =) @n —2k)2k) 2k =0
k=0 k=0
Par définition on a | Eg = v(0) =

Puis 0 = (—1)°(2)Eo + ( 1)1(§)E2 =1 —E, donc

et 0= (—1)° ( )EO +( ( )EZ + ( (4)E4

donc0=1-6+E4 donc

Si X est une variable aléatoire suivant la loi zéta de paramétre s = 3. Alors selon 9(c)

400 n +o0 n 2x1+1 3
(-1) (-1) T 7r
(9(X)) HZ:;) (2n+ 1)3 ;) (2n+ 1)2¥1+1 — X122 ¢ 1)1 21 T 95
3
donc |lorsque le paramétre est 3, E(g(X)) = 32
Si le paramétre est s = 5, alors
too (71)n +oo (71)n 2x2+1 5

i
El9(X)) = z% 2n+1p5 z% (@n 4 1)2720 — 92x213(3 x 21 2X2 = 95 1 41

5

Si le paramétre est s =5 | E(g(X)) = %3

14/14



