Mines-Ponts 2020 Mathématiques 2 Un corrigé

A. Préliminaires

n
1. Je note (X 4 1) Zaka Zkak ou pour k € [0,n], ap = b = <Z> selon la formule du bindme.
k=0
Selon le cours, le coefﬁment de degré n du produit (X + 1)"(X + 1)" est

Lo =261 -5 ()

k=0 k=0 k=0

2
or le coefficient de degré n de (X +1)?" = (X + 1)"(X + 1)" est < n> selon la formule du binéme.
n

n 2
On en déduit que Z < > (2n>

n
2. D’aprés Stirling, on a|n! ~ 27mn (ﬁ> Ainsi
e

<2n> _ (2n)2' N m(?gjn _ 22n
n/)  (nl)? notoo 27”1(%) vnm

domc 2n 4m
Tl ~
n / n—+oo ﬁﬁ

3. Soit a > 0. On note la fonction f: ¢t +—— 1/t qui est continue, décroissante et positive sur |0, +oo].

k41 k 2
Ainsi Vk > 2, / ’ f < f(k) </ fet/ f < f(1)=1donc
k k—1 1

gy & ndt
7\ 1 =
[CEerme [

1

A 1—a 7t=A l—«
dt t A -1
OrpourA>0,ona/ a:[ ] = —— donc
1 t l—« =1 1-—
n+r)to-1 K1 _nale-1
1—« ;ka 1—«

Sia€]0,1[,onal—a>0etn'"® — 40
n—-+o0o

donc en utilisant le théoréme des gendarmes et les théorémes généraux, on obtient :

n

1
nl-a kY n—+oo

1_
a 1

nlfa

[N . 1
d’ott &aé](),l[,onaékoéngjroo T a

Sia > 1, on obtient pour N>n>1:
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la fonction f est intégrable sur [1,+oo[ et la série étant convergente, par passage a la limite, on a :

400 +oo +o00
[ TRy mef 8
ka to
n k=n+1 n

ot
oo gt o t—4o00 Al—« 1
orl—a<0ainsipourA>1,ona/ — = =0- = donc
At I—al,_a l—a (a—1)A>"1

1 _ i:” 1 1
(a—1)(n+ 1)1 = ko = (a—1)not

k=n+1
400
C le cas précédent, on conclut que E 1 !
omme pour T n n nclu u —_— ~ ——
P P ) q Nt kQ n—too (a _ 1)71&71
=n

4. Soir z € [2,4+00]. Les fonctions f : ¢t — et g :t+— t sont de classe C! sur [2, 7] de dérivées respectives

1
In(t)

5 et g :t — 1. Par théoreme d’intégration par parties, on a donc

t(In(t))
t 1" Tdt
@)= | o) L i

2 Toodt
On a bien la relation |I(z) = ro +/ (
2

flit—

In(z) In(2) In(t))?
t 1
Par croissances comparées, tf(t) = m ﬁ +o00 donc AL (f(t)
o0 —+00

+o0o
Par comparaison de fonctions positives, la fonction f étant positive sur [2, +oo[, 'intégrale / f diverge.
2

De plus f(t) P 0 donc f(t)? DO (f(1))

Par intégration des relations de comparaison dans le cas divergent avec une fonction de référence positive, on

obtient :
x ) B x . x dt B
/2 f J:—>_+oo/2 f e /2 (ln(t))2 z—+00 o(I(z))
T 2

=I(z) + o(I(x))

In(z) In(2)

donc lorsque = tend vers +o00o, on a

doi 1(z) x 2 T "
ou I(x) ~ — or 00
In(z) In(2)  In(z)
On en déduit |I(z) ~ i lorsque x tend vers +oo
In(x)
n—1
+o00 H(a B Z) -1
9 N _ =0 : .
5. D’aprés le cours, on a |Vx €] — 1,1[, (1 +x)* = Z Tm" avec la convention H* =1
n=0 i=0
n—1
[[(-1/2-4)
Pour v = —1/2, en ayant posé a, = (—1)"*=> ' , cela devient
n!
1 =
vee]—1,1[, =1+ (—z) V2= n
Pl Ll = (0 ) =Y o
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)

Pourn=0,onaaqy=1¢et 10 zizletpourn>1
2n
V"7 LI (2n) (2: )
_ (_1\yn\ . k=1 -
o= (e L D = S = C =
=0 i)

=1
1 +o0 (Qn)

On en déduit la formule : |Vz €] — 1,1, —= = Z ot A
-z n=0 an

B. Marches aléatoires, récurrence

Je note (2, A, P) 'espace probabilisé.
6. Les suites (P(S, = 0g)1"),,cy et (P(R = n)1"), o sont bornées.

Ainsi selon le lemme d’Abel, les rayon de convergences les séries entiéres ZP(Sn = 0g)z" et ZIP’(R =
n=0 n=0

sont > 1 ie lles séries entiéres définissant F' et G ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 ‘

La somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence

donc lles fonctions F et G sont définies et de classe C* sur | — 1,1] ‘

Comme R est a valeur dans N* (J{+oo},ona Q\ (R = +o00) = U (R=n)

neN*
On a donc 'union disjointe (R # 4+00) = U (R=n)car (R=0)=10
neN
Ainsi P (R # +00) Z P(R ) en particulier la série ZIP n) converge.

n=0
Pour n € N, je note g, : x — P(R = n)z".

Pour tout n € N, g,, est continue sur [—1,1] (i) et
Wn eN, ¥z € [-1,1], |gn(x)| < PR = n)

or la série E P(R ) converge

Ainsi la série de fonctions E gn converge normalement donc uniformément sur [—1, 1] de somme G (ii)
n=0

D’apres le cours, avec (i) et (ii),

[-1,1]]

de plus |G(1) = Y P(R=n)1" =P(R # +o0)

7. Soit k,n € N tels que k < n
Sik=0,ona(R=0)=0donc (S, =04)N(R=0))
donc P((S, =04)N(R=0))=0=P(R=0)=PR =

n k _
Sik > 1, on remarque que (S,—Sg = 04) = < Z X; = 0d> et (R=k)= (Z X; = Od> ﬂ m (ZX % 0d>
i i=1 j=1
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avec la convention ﬂ2:1 *; = Q pour le cas k = 1. Ainsi

1 2 k-1 k -
B=#) = ((zxi,zx@-,...,zxi,zxo e (2 0) " » {od}>
=1 =1 =1 =1

Comme Xi,...,Xg, Xgt1,- .., Xpn sont mutuellement indépendantes, alors selon le lemme des coalitions les
n 1 2 k—1 k
variables aléatoires Z X, et (Z Xi,ZXi,...,ZXi,ZXl) sont indépendantes.
i=k+1 i=1 i=1 i=1 i=1

Dot les événements (R = k) et (S, — Sk = 04) sont indépendants donc

P ((sn —0g) R = k:)) —P ((Sn ~S =02 (R = k:)) —P(Sh— Sk =0)PR=Fk) ()

Soit €1, ..., en_r € Z%, comme (X;);en+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant
chacune la loi de X & valeurs dans Z¢, on a

n—k n—=k n
P((X1,. . Xnog) = (€1, nenp)) = [[PXKi=ei) = [[PX=e) = [[PXi =)
=1 =1 i=k

d’ou P ((Xl, . ,Xn,k) = (61, . ,En,k)) =P ((XkJrl? A ,Xn) = (61, ... ,Enfk))

donc (Xy,..., Xpn—k) ~ (Xgt1,...,Xp) ie les vecteurs (Xq,...,X,—x) et (Xgi1,...,Xy) suivent la méme loi.

Il reste & établir que S,, — S ~ S,,_x. Je vais proposer trois méthodes pour le faire. La premiére me parait plus
intuitive, la deuxiéme plus simple dans le cas présent et la troisiéme s’effectue par récurrence.

Pour la premiére méthode, établissons le lemme suivant : :

Soit Z ~ Y deux variables aléatoires discrétes sur ’espace probabilisé (Q, A, P) & valeurs dans E et f € FF

alors f(Z) ~ f(Y).

Je note A = Z(2) UY(2) qui est finie ou dénombrable par réunion finie d’ensembles finies dénombrables.
Soit A € A. 1l suffit d’établir que P (f(Z) = A) =P (f(Y) = A).

Avec la convention qu'une réunion indexée par ’ensemble vide est vide, on a :

== U z=2|U]| U @=2|= |J (Z=1) (réunion dénombrable disjointe)

f(z)=A f(z)=X F(H=A
z€A z€E\A teA

En faisant le méme travail sur Y et en utilisant qu’icelle suit la méme loi que Z, on obtient :

P(f(Z)=N= Y PZ=t)= Y PY=t)=P(f(Y)=2)

fH)=A fH)=A
tEA teA
On applique le lemme aux variables aléatoires de méme loi Z = (Xy,...,X,—x) et Y = (Xga1,...,Xp) et &
n—k
I'application (x1,...,T, ) € (Zd)n_k > Z z; € 7.
i=1

n n—=k
On peut conclure que S, — S = Z X; ~ Z X =Sn—k
i=k-+1 i=1
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d’on avec (), on a bien ’]P’((Sn =04)N(R=k)) =P(R = k)P(S,—r = 0q) ‘ dans tous les cas.

Soit n € N*. On a pour k >n, (R=%k)N (S, =04) =0 = (R =+00) N (S, =04y)
La famille ((R = k))gensufpo0) €St un systéme complet d’événements ainsi selon la formule des probabilités
totales, on a

+00 n
P(Sn = 04) =P ((R=+00) N (Sn =04)) + > _P(R=k)N (S =04) =0+ Y P((R=%k)N (S, =04))
k=1 k=1

Avec I'égalité précédente, on en déduit que | Vn € N*, P(S, = 0g) = Y _P(R = k)P(Sy_p = 04)
k=1

n—k
Z T, — Od }
1=1

L’ensemble A est fini ou dénombrable car (Zd)n_k est dénombrable en tant que produit d’ensembles dénom-
brables. Comme (Xy,...,X—%) ~ (Xg41,...,Xp), on a :

Deuziéme méthode : Je note A = {(xl, cey Xpk) € (Zd)nfk

P(Sn—Sk =0) =P ((Xpg1, -, Xn) €A) = > P((Kpgtr-- -, Xn) =N = D _P((X,..., X)) =) =P (Sp_y = 0)
AEA AEA

Encore une troisiéme méthode pour établir que (S, — Sg) ~ Sp—k : on montre un autre lemme.

Soit A et B deux variables aléatoires réelles indépendante ayant méme loi respectivement que les deux
variables aléatoires indépendantes A’ et B’ sur le méme espace probabilisé (2, 4, P) alors A+ B ~ A’ + B’

On remarque que E = A(Q) U A’(Q) et F = B(Q2) UB’(Q) sont des ensembles dénombrables.

Ensuite soit t e E4+F.Ona (A+B=2x) = U (A=a,B=2—-q)
acE
Donc par réunion disjointe et par indépendances :

PA+B=2)=) PA=a)PB=z—-0a)=)» P(A =a)P(B' =z—0a) =PA' +B =2
acE acE

On proceéde ensuite par récurrence sur m = n — k, pour conclure. L’initialisation est vraie pour m = 1 et pour
I’hérédité, on utilise le lemme.

8. Par produit de Cauchy de séries entiéres de rayon 1, on a

—+00

Vo €] - 1,1, F(z)G(z) = ) (Z P(R = k)P(Sp_i = od)> "
k=0

0
Pour n =0, 0na » PR =k)P(S,— = 04) = P(R = 0)P(Sg = 04) = 0
k=0
Pour n € N*, d’aprés la question précédente, on a

zn: ]P)(R = k)P(Sn—k = Od) = ]P)(R = O)]P)(Sn = Od) + ]P)(Sn = Od) = ]P)(Sn = Od>
k=0
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+00 +oo
donc Vo €] = L1[, F)G(z) =Y P(Sp =0g)z" = =1+ » P(S, = 0g)a" = —1+ F(z)
n=1 n=0

ot |Va €] - 1,1[, F(z) = 1+ F(2)G(z) | et ainsi Vo €] - 1,1, F(z) (1 - G(z)) = 1
1
- 1—-G(x)

doaVre]—-1,1[, 1 — G(z) # 0 et F(x)

+oo
Si P(R # +00) = 1 alors selon 6, on a Vo €] — 1,1[, G(z) < ZIF’(R: n) =P[R # +o0) =1
n=0

donc Vz €] —1,1[, 1 = G(z) = 0 or G(1) =1 et G est continue sur [—1,1], donc 1 — G(z) —— 0*

z—1-
donc | F(z) — +o0 i P(R # +0) =1
r—1—
Si P(R # 4+o0) # 1 alors selon 6, 1 — G(z) —— 1 —P(R # +o00) >0

r—1—

1

F@) S T2 PR £ 500)

siP(R# +00) #1

9. Soit A > 0. Comme la série a termes positifs Z ¢, diverge, la suite des sommes partielles diverge vers +00.

n
Ce qui nous fournit N € N* tel que Vn > N, ch > A+ 1.
k=0

N
Comme la fonction polynomiale ¢ : x — Z cra® est continue sur [—1,1] et que (1) > A +1,
k=0
N
ceci nous fournit alors o €]0, 1] tel que Va €]1 — «, 1], p(z) = Z et > A
k=0
Comme tous les termes sont positifs, on a donc
“+o0o
VA € RY™, 3a €]0,1[, Vz €]1 — o, 1], chxk > A
k=0
+oo
ce qui signifie : | lim Z cpa® = +o0
rz—1— =0

10. = : On suppose que ZIP’(Sn = 04) est divergente.

Alors la série Z P(S,, = 04)1" étant divergente, le rayon de la série entiére Z P(S,, = 04)x" est de rayon
inférieure ou égale & 1.
Ainsi avec 6, cette série entiére a pour rayon 1 de somme F or les coefficients sont dans R™

donc d’aprés la question précédente F(z) —— +oo.
Tz—1—

Ainsi d’aprés 8, nécessairement P(R # +o00) = 1.
< : On suppose que P(R # +o0) = 1.
On remarque que F(x) —— 400 d’aprés la question 8.
r—1~

Par I’absurde si la série ZIP’(Sn = 04) était convergente. Comme il s’agit d’une série a termes positifs,
N
cela nous fournirait M > 0 tel que VN € N, ZIP’(Sn =04) <M d’on

n=0
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N
Vo € [0,1], W EN, > P(S, =0g)z" <M

n=0

En faisant tendre N vers +oo & x fixé, cela donne :
+o0o
Vo € [0,1[, F(z) = > P(Sp = 0g)2" <M
n=0

Ainsi F serait majorée sur [0, 1[ ce qui est en contradiction avec la limite en 17,

On bien montré que |la série Z}P’(Sn = 04) est divergente si et seulement si P(R # +o0) =1

i—1
11. Soit i € N*. On remarque que : (Y; =1) = ﬂ (S; # Sk) donc
k=0
i—1 i—1 i
Yi=0)=JSi=st)={J | D X =04
k=0 k=0 \j=k+1
De fagons analogues a la question 7, on montre que (Xy,...,X;) ~ (X;,...,X;) puis a l'aide de la fonction

i
(r1,...2;) € (Zd)l — ij, ey Tim1 H X, | € (Zd)l on établit que
j=1

i—1 ) i 4
P(Y;=0)=P| | J| D X=0.] | =P{J[D X =04
k=0 \j=k+1 =1 \j=1
% 0 i
or [ D Xj=04]=JSe=0s)=R<)
=1 \j=1 =1

ainsi P(Y; = 0) = P(R < i) en passant aux événements contraires, on obtient : ’IP’(YZ' =1) =P[R >1) ‘
On précise que (R > i) = (R=400)J(Re{keN |k >i}).

n
Or par récurrence immédiate sur n € N, on montre que N, =1 + E Y;.
i=1
Les Y; suivant des lois de Bernoulli, on a donc existences des membres et les inégalités :

E(N,) =1 +iE(Yi) =1+ iP(Yi =1)
i=1 i=1

On en déduit que, pour n € N*: |E(N,) =1+ ZIP’(R > q)

i=1

12. On remarque que ((R > 1)),y est une suite d’événements décroissante pour l'inclusion. Ainsi par continuité
décroissante, on a :

PR >i) ——P| [ (R>j) | =P[R = +o0)

1——400
JEN*

7/14
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Or d’aprés la question précédente, on a Vn € N*,

= ZR:IP(R > 7).
=0

R E(N
A l'aide du théoréme de Cesaro, on peut conclure que | lim (Nn) =
n—-+oo n

C. Les marches de Bernoulli sur 7Z

13. Soit w € 2. On remarque que Vi € N*, X;(w) =1 [2] donc Vp € N, Sp(w) =p [2]
d’ott Sopy1(w) =1 [2] ainsi Sgp41(w) # 0
On vient de montrer que (Sg,+1 =0) =0 d’on ’P(Szn+1 =0)= 0‘

Méthode 1 pour P(Ss, = 0) (par dénombrement) : Jenote A = {(51, oo E0p) € {—1,1}2"

2n
Za?i = 0}.
i=1

Comme les X; sont presque strement & valeurs dans {—1, 1}, on a alors

(Son = 0) = <Zx_o> U (X1, Xan) = )

AEA

comme la réunion est finie et disjointe on a donc

P(Son =0) =Y P((X1,...,Xan) = )

Soit A € A. On écrit A = (e1,...,82,).
On remarque que nécessairement |{i € [1,2n] |e; =1} ={i€[1,2n] |[es=—-1}|=n
donc par indépendance mutuelle des X; qui suivent toutes la méme loi que X, on a :

P((X1,...,X2,) =) HIP’ p"q" = (pg)"

De plus pour caractériser un élément de A, il suffit de choisir la position des n « 1 » d’un 2n-uplet de

2
{~1,1}2"; ainsi |A| = <:> donc

P(Son =0) = > (pg)" = |A| x (pg)" = (2:) (pg)"

AEA

2

Méthode 2 pour P(Sa, = 0) (utilisation d’une loi binomiale) : Je note pour i € N*, Y; =
sorte que Y; ~ B(p) (loi de Bernoulli de paramétre p).

On remarque que par lemme des coalitions que les Y; sont mutuellement indépendants.
2n

Je note alors Tg, = ZYi de sorte que Ty, ~ B(2n,p). On remarque
i=1

de

2n
1+ X; Son
Ton=) —5— =n+5

donc (Sg, = 0) = (Tg, = n). Ainsi

P(San = 0) = P(Tan =) = (2 )1 2 = (2 )

n

8/14
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2
On a bien justifie I'égalité | P(Sq, = 0) = ( n) (pq)"
n

14. Soit x €] — 1,1[. On a, a I'aide de 13, en passant par des sommes partielles :

+oo ) om N +o0 (Qn) .
n=0 n=0 n=0
On a pg = p(1 —p) et p €]0,1]
or une étude de la fonction ¢ — ¢(1 — ¢), montre que V¢ € [0,1], 0 < ¢(1 —¢) < 1/4 (maximum atteint en 1/2).

Comme 22 € [0, 1], alors on a 4pgx? € [0, 1].

1
v/ 1 — 4pqz? #0
Ainsi selon 8, on a G(z) =1 — F(lrn) d'ou |G(z) =1 — /1 — 4dpga?
Selon 6, G est continue sur [—1,1] et on a :

PR # 4+00) =G(1) = lim G(z) =1—+/1—4pg=1— /1 —4p+4p> =1 — /(1 — 2p)?

r—1—

donc en utilisant la question 5, on obtient F(z) =

donc

P(R =+400) =1 —-P(R # +00) = [2p — 1]
orp—g=p—(1-p =2p-1
On a donc ’IF’(R =+400) = |p —q| ‘ Puis en utilisant 5, on a

n—1 n—1 n—1
+o0 H(1/2—i) +o00 H(Qi_l) +oo H(Qi_l m 2)
/ _ 1=0 _1\n,n =0 no__q1_ =1 - 'n,
1_x_7;) n! (=1)" _Z onpl =1 nZ::l 2nn) =1- Z:2”1 (n—1) )Z"n'

n=0

+oo (2n—2)
n

donc \/1—:1321—2 n—l

22n—1n
n=1

1l edt été sans doute plus simple de primitiver la série entiére du 5 sur son intervalle ouvert de convergence

comme 4pgz? €] —1,1[, on a alors

—+o00 2n 2 4n +o0o 9 2n—2
\/1 4])(]552 Z 22n 1%)(]) x2n — Z (n)(p%])l‘%
n=1

On remarque que R est & valeurs dans 2N* [ J{+o0} car Vj € N, P(Sy;41 =0) =0
Par unicité du développement en séries entiéres, on obtient la loi de R :

R est & valeurs dans 2N* | J{+o0} et P(R = +00) = |p — ¢| et Vn € N*, P(R = 2n) =

15. Comme p = ¢ =1/2, quand n — 400, on a P(R =2n) = ——~
2n — 2 gn—t gn—t
n—1 VTVn —1  m/n

Or d’apreés 2, (

9/14
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1 1
n—)r\—Jl-oo Qﬁn\/ﬁ ~ 2ﬁn3/2

On remarque que P(R = +o00) = |p — ¢| = 0 donc R est presque siirement a valeurs dans 2N*.
+o0o
Onapourpe N, (R>2p)=R>2p+1) = ﬂ (R = 2k) (union disjointe) donc
k=p+1

donc [P(R = 2n)

“+o0
PR>2p)=PR>2p+1)= » PR=2k
k=p+1

Ainsi en utilisant la sommation des relation de comparaison dans le cas convergent avec une série de référence
a termes positifs et avec 3, on a quand p tend vers 400 :

—+00

1 1 1
P(R>2p)=PR>2p+1)~ Z 372 3/2-1 1/2
2 2R~ B DT

T i
V[ = (2p)/2P 2 1 —(2p + 1)1/2p +1) —— 1
donc 2(p) (R > p)m et \/g(p%- ) (R>2p+ )pHJrOO
JT

ainsi par théoréme de cours Y—i'/?P (R > i) —— 1 donc
V2 i—+o0

. V2
P(R > 1) et 7\/7?2,1/2

A nouveau en utilisant 3 et les sommations des relations de comparaison, on a :

n ' Janl-1/2
;P(R > e VA1)

n
Comme /n —— +oo et E(N,,) =1+ ZIP’(R > i) selon 11
n—-+0o Pl

2v/2
On en déduit I"équivalent | E(N,,) et \Fn
n 00 T

D. Un résultat asymptotique

16. On a, par décroissance de (ay), et stricte positivité de (b,) :

n n n
1= Z agbn_ > Z anbp_k = an Z bj = a,Bp,
k=0 k=0 7=0

d’ou|a, < car B, > 0 et

m n—1 m n—1 m
1= Z agbpm—k = Z agbm—k + Z agbpm—1 < ag Z bk + an Z bin—k
k=0 k=0 k=n k=0 k=n

10/14
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17.

18.

m m—n n—1 m
oY b= byt Sbus= 3 by =By Bu,
k=n 7=0 k=0 j=m—n+1

d'oit |1 < anByn—n + 0(Bim — Bu»n) |
Pour n assez grand, on a m,, > n donc a l'aide de la question précédente et par stricte positivité de (B,), on a
1—ao(Bm, — Bm, — 1

aO( Mn mn n) < <

X Un x
anfn Bn

donc
B,

anfn

(1 - 6LO(an - anfn)) <apBp <1

B
Par hypothése on a “— (1 —ao(Bm, —Bm,-n)) —— 1

e —y n—-+4o00

1

Ainsi selon les gendarmes |a, ~ —
n—-+00 Bn

En utilisant une comparaison série/intégrale avec la fonction ¢ — n qui est continue, positive et décroissante

n
C
sur [1,4o00[. On a Z T e Cln(n) puis par sommation des relation de comparaisons, on a

B, ~ Cln(n)

n—-+00

d’ou B, e Cln(n) + o (In(n))
Je pose my, = [nln(n)] sin > 1 et mg=0.
Pour n > €2, on a my,, > 2n > n (i)
De plus pour n assez grand, on a nln(n) < m, < nln(n) + 1
donc quand n — 400, on a my, ~ nln(n)
puis my, —n =nln(n) —n+o(nln(n)) = nln(n) + o (nln(n)) donc

B, —n = Cln (my, —n) 4+ o (In (m, —n))

Or In(m, —n) =In(nln(n) + o(nln(n))) = In(n) + In(In(n)) + In(1 + o(1)) = In(n) + o (In(n)). Ainsi

Bm,—n ~Cln(n) ~ B, (i)

mMn
Et enfin B, — Bp,,—n = Z br
k=m,—n+1
) A1} C
L’équivalent, b,, ~ —,
n—+oo N

2
nous fournit A € N, tel que Vk > A, 0 < by < ?C

Comme lim m, —n + 1 = +o00 ceci nous fournit N Ntel quen > N=—=m,, —n+1>A

n—+00
Ainsi pour n > N, on a

m,
~ 2C 2Cn
0 < By, — Buy—n < o
n Mn =t Z kmy, —n+1
k=my,—n+1
. 2Cn s
Or nll)r-{-loom =0don nll)l}-looan — anfn =0 (lll)

1
" nﬁf:-oo Cln(n)

Avec (i), (ii) et (iii), les hypothéses de la question 17 sont vérifiées et donc on a bien |a
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E. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdos et Dvorestsky

19.

20.

Je considére H somme de la série entiére Z]P’ (R > k) a”
k=0
On montre comme 6, que le rayon de convergence est > 1.

+o0
Soit €] — 1,1[. On sait que Z " = (somme de série entiére de rayon 1). De plus

o 1—2
k
VEEN, Q\(R>k) =R<k) =|J(R=1) (union disjointe)
=0
On a donc existences des membres et 1’égalité :
+o0 +oo
1 G(z)
S Rrmenr s g (Srwea) ot

On a reconnu un produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayon 1.
En effectuant un nouveau produit de Cauchy puis en utilisant 8, on a

400
nzo <Z}P’ (S =04)P(R>n — k‘)) 2" =F(z)H(x) = F(z) ;ﬁ(i)G(x) =1 i o= nzzoac”

Par unicité du développement en série entiére au voisinage de 0, on a |1 = ZIP’(Sk =04)P(R >n—k)

2.0\ \ 2
Pour n =0, on a (S2.0 = 02) = (Sp = 02) = Q2 et on a bien <(400)> =1=P(Q).

On suppose désormais que n > 0.
Méthode 1 pour P(Sg, = 0) (par dénombrement) : Je note e; = (1,0) et ea = (0,1) et

2n

A= (e1,...,c00) € {e1, —e1,e2,—€a} | Y &5 =03
=0

1 2n
En faisant comme en 13, on peut montrer que P(Sg, = 0) = |A] X (4)

Pour k € [0,n], je note Ax, = {(e1,...,e2,) € A |card ({i € [1,2n] |e; = e1}) = k} de sorte que l'on ait

I’union disjointe
n

n
A={J A puis [A] =) |Ag
k=0 k=0
Soit k € [0,n]. On va dénombrer les éléments de Ay.
Pour caractériser un élément de cet ensemble, on commence par choisir les positions des ey, puis des —e;
et enfin des es ; les places restantes seront attribuées aux —es.
Parmi les places dévolues aux e, on choisit les k£ positions des ey, on en trouve (2,?) possibles.
Parmi les places dévolues aux —ey, il y en a nécessairement k également pour que la somme soit nulle, on
en trouve (an_ k) possibles.
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11 reste alors 2n — 2k places & attribuer a parts égales aux es et —eo

1l y a donc (22:?“) possibilités pour les eo. Ainsi

= () (i) - e - )< ()

donc en utilisant la question 1 :
2\ — n\\ > 2n 2n
A — =
=GB G) =)=

Méthode 2 pour P(Sg, = 0) (utilisation de lois binomiales) : Pour i € {1,2} et k € N*,
je note m; : (a1,as) € Z% — a; € Z et X,(:) = 7;(Xy). Puis je note up = X,(cl) + X,(f) et v = X,(Cl) — X,(f) de
sorte que ug et vy suivent des lois uniformes sur {—1,1}.

On remarque que ((ug,vx) = (1,1)) = (X = (1,0)) donc

P (e ve) = (1,1)) = 3 = Plug = 1) P (o = 1)
On montre de méme que
V(e,e) € {—1,1}%, P ((ug, vg) = (c,€")) = % =P(uy=¢) P =¢)

d’ol ug et v, sont des variables aléatoires sont indépendantes.
m m
Je note aussi pour m € N*, U,,, = Zuk et V., = ka.
k=1 k=1
On remarque (S2, = 02) = (U, =0)()(V2, =0)
Montrons par récurrence sur m € N*, I'indépendance de U,, et V,,.
L’initialisation a été établi pour m =1 car U; = uq et V| = vy.
Pour 'hérédité, on considére m € N* tel que Uy, et V,,, soient indépendantes.
Soit A,Be Zet a,be {-1,1}. On a

((Um’uerl) = (Ava)v (Vmavarl) = (Bvb)) = ((Umavm) = (AvB)v (um+1avm+1) = (avb))

Avec le lemme des coalitions, on a l'indépendance de (U,,, Vy,,) et de (upm+1,vm+1) fonctions respectives
de Xq,...,X,, et de X, 1. Ainsi :

P[(Uﬂwum-‘rl) = (A7 a)v (Vm,UmJ,-l) = (Bvb)] = ]P)((Uﬂ‘wvm) = (A7B)) : P((um+1,vm+1) = (a7b))

Puison a P [(Up,, um+1) = (A, a), Vi, vmt1) = (B, 0)] =P (U, = A)-P(Vy, = B)-P(ums1 = @) P (vng1 = b)
En réutilisant le lemme des coalitions, on obtient

]P)[(Uﬂ’wum-‘rl) = (A7 CL), (vavm-‘rl) = (B,b)] = P[(Umvum-f-l) = (A7a)] : P[(vavm-i-l) = (B7b)]

On a établi que (Upy, 1) et (Vin, Um+1) sont indépendantes.
Puis avec le lemme des coalitions, Up,11 = Uy + U1 €6 Vi1 = Vi + 9m41 sont indépendantes.

Ainsi on conclut que la récurrence est établie. En particulier Usg, et Vg, sont indépendantes.
Ainsi P (Szn = 0) =P (Ugn = O) -P (Vzn = 0)
)
n

En faisant comme en 13, on montre que : P (U, =0) =P (Va, =0) = I
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21.

2n 2
On bien montré que pour tout n € N, |P(Sy, = 03) = <(4nn)>

1
En utilisant la question 2, on montre que P (Sg, =02) ~ —
n—+00 TN
2n 2n
Soit n € N. D’aprés 19, on a 1 = ZP(Sk =09)P(R>2n—k) = ZP(Sgn,p = 02)P(R > p)
k=0 p=0

De plus on remarque que Vi € N, P (Sg;41 = 02) = 0 comme en 13. Ainsi :

n

1=0+> P(Son_ok = 02)P(R > 2k)
k=0

En posant a, = P(R > 2n) et b, = P(Sa, = 02)

R 1/m

A Daide de la question précédente (by,) est a valeurs dans R} de plus, on a b, ~ L
n—+oc N

On a bien (ay,) est décroissante & valeurs positives

On suppose que la suite (a,) s’annule ceci nous fournit N € N tel que P(R > N) = ax = 0.

donc Yk > N, P(R > k) =0 car (R > k) C P(R > N) donc on aurait avec 19 :

n n N
Vn=N, 1= P(Sp=0)PR>n—k) =Y P(Sn_t =0g)PR>k)=> P(Sy_p =0s)P(R > k)
k=0 k=0 k=0
donc en remarquant que S, T 0 (termes pairs et impairs), on a obtient par combinaison linéaire
P 00
N

d’ott 0 =1 ce qui n’est pas d’oit Vn € N, a, > 0.
Les hypothéses de la partie D étant vérifiée ainsi que celle de la question 18, on déduit que

1 1
PR > 2 ~ ~ -
(R > 2n) n—+oo 7 In(n) n—+oo 7Tln(2n)

1
De maniére analogue & 15, on a P(R > n) ~ ()

Puis en utilisant 11, une comparaison série-intégrale comme en 3 et & 1’aide de 4 et d’une sommation de relation
de comparaison (cas divergent), on trouve

n

E(Nn)=1+zn:(R>i)n ~

— —+oo 7In(n)
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