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2. Soient ay,...,a, > 0 tels que ag; ... a, = 1. Démontrer que H (2 + a;) > 3" et établir le cas d’égalité.
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Exercice : Un joueur de-skat connait la posmon de toutes les cartes d’une couleur, sauf trois, réparties de maniére
indéterminée dans les mains (de 10 cartes) de ses deux adversaires. Quelle est la probabilité qu’elles soient toutes
les trois dans une méme main ? Idem pour un joueur de bridge (13 cartes par main). Généraliser & n > 3 cartes par
main. Déterminer la limite de cette probabilité pour n — oo et commenter le résultat.
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Exercice 1. Une usine fabrique des pieces dont une proportion inconnue p est défec-
tueuse. On souhaite estimer une valeur approchée de p.

Pour cela, on préléve n pidces. On suppose que la population des piéces est suffisamment

grande pour que le prélévement puisse étre modélisé par une suite de n tirages successifs
avec remise.

On note X;, le nombre de pidces défectueuses obtenues.

1. Quelle est la loi de X,, ? Donner son espérance et sa variance.
2. Montrer que pour tout € > 0, P (]&L —-p| > £) <

1
X 4neZ
3. En déduire une condition sur n pour que Ll soit une valeur approchée de p 4 102
prés avec une probabilité supérieure ou egale a0, 95.
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! Exercice : Soit n > 2. Montrer que pour tout z > —1, on a (14z)™ > 1+nz par un raisonnement faisant intervenir
}, la convexité de f : 2 — (1 + z)™ définie sur [—1,+oo|.
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Exercice 1. Une usine fabrique des pieces dont une proportion inconnue p est défec-
tueuse. On souhaite estimer une valeur approchée de p.

Pour cela, on préléve n pieces. On suppose que la population des piéces est suffisamment
grande pour que le prélevement puisse étre modélisé par une suite de n tirages successifs
avec remise.

On note X,, le nombre de pi¢ces défectueuses obtenues.

1. Quelle est la loi de X, 7 Donner son espérance et sa variance.
9. Montrer que pour tout & > 0, P (| Z= —p|>e) < T

3. En déduire une condition sur n pour que Kn’l soit une valeur approchée de p & 1072
prés avec une probabilité supérieure ou égale a 0, 95.
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o
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em . Exercice 1. Un mobile se déplace de fagon aléatoire sur un axe gradué. A instant 0,
il est en l'origine. A chaque instant entier, son abscisse varie de +1 avec la probabilité p
(on parle de «pas vers la droite ») et de —1 avec la probabilité q =1—p («pas vers la
gauche »). On note X, 'abscisse du point occupé par le mobile & I’instant 7.

1. Donner X, (Q).

2. On note Dy, le nombre de pas vers la droite effectués par le mobile Jjusqu’a l'instant
n. Démontrer que X,, = 2D,, — n et en déduire, grice & la loi de Dy, celle de X,.

3. Déterminer l'espérance et la variance de X,.

4. Pour quelle valeur de p la variable X,, est-elle centrée ? Interpréter.
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Exercice 1. Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules sont

indiscernables au toucher.
On tire une boule au hasard dans 'urne, on note sa couleur et la remet dans 'urne

avec ¢ autres boules de la méme couleur, ¢ étant un entier strictement positif.
On répete n fois ce tirage suivant le méme principe, n étant un entier supérieur ou

égal a 2.
On considére les variables aléatoires X7,. .., X, définies par : pour tout 4 € [1,n],
> X; = 1 si on obtient une boule blanche au i-iéme tirage;

> X; = 0 sinon.
On définit également pour tout p € [1, n] la variable aléatoire Zp par

Soit p € [1,n]. Que représente Z, 7 Déterminer Zp(2).

Déterminer la loi de X et son espérance.

Déterminer la loi du couple (X1, X2). En déduire la loi de X3 et son espérance.
Déterminer la loi de Z.

. Soitp<mn—1.

(a) Déterminer P(Xp41 =1 Zp = k) pour tout k € Z,(2).

(b) En utilisant la formule des probabilités totales, montrez que

1+ cE(Z
]P(Xp+1 :1) = —2_+p§c—p)

o w o

Shhkoon
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Exercice 1. Un mobile se déplace de fagon aléatoire sur un axe gradué. A Pinstant 0,
il est en lorigine. A chaque instant entier, son abscisse varie de -1 avec la probabilité p
(on parle de «pas vers la droite ») et de —1 avec la probabilité ¢ = 1 — p («pas vers la
gauche »). On note X, abscisse du point occupé par le mobile & P'instant n.

1. Donner X, (Q).

2. On note D, le nombre de pas vers la droite effectués par le mobile jusqu’a I'instant
n. Démontrer que X,, = 2D,, — n et en déduire, grace a la loi de D, celle de X,,.

3. Déterminer 'espérance et la variance de X,,.

4. Pour quelle valeur de p la variable X, est-elle centrée 7 Interpréter.
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| EXERCICE 5 —  Une entreprise souhaite recruter un cadre. 7 personnes se présentent pour le poste. Cha-
cun d’entre eux passe a tour de role un test, et le premier qui réussit le test est engagé. La probabilité de réussir
le test est p €]0,1[. On pose également g = 1 — p. On définit la variable aléatoire X par X = k sile k-ieme can-

didat qui réussit le test est engagé, et X = n+ 1 si personne n'est engage.

1. Déterminer laloide X.
2. En dérivant la formule donnant x — Z x", calculer Z kx*=! pour x # 1.
k=0 k=1
3. En déduire I'espérance de X.
4. Quelle est la valeur minimale de p pour avoir plus d'une chance sur deux de recruter I'un des candidats?
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EUuoTT SV. SEMANE L2

ENONCE

2.12 Troié hotels ‘

On a n personnes & répartir dans trois hotels Hi,Hy et H3. Pour chaque personne, les probabilités d’étre
dans chaque hotel sont égales. Chaque personne fait son choix indépendamment des autres.
On note X; le nombre de personnes ayant choisi I’hotel H:.

1) Donner la loi de X;.

2) Donner la loi puis la variance de X7+ X5. En déduire Cov(X1, Xa).

3)-En déduire Cov(X1, X3) et Cov(X2, X3)

SOLJTION

Al e poEnne C JIla\E pcobc:\bxm e _g, e chowsee 2\ hotell e
Gn 1tére (oo thirme Abporien Andgpendointe n fois.
N comnpte L Nomnbore Al CETONNES. AYOIE O L' hotel B
TL vient X BN 4)-

2) Te elne | K N = B(0, 2)
| 9 | | | | |
e *‘L)(ocw o L vesiange | A Loe Soomee e 2 VG JURVIESTRSE

VRAR) = VO + VG) + 2Cou (X4, Ke)

Tone Con(¥y A = VN (Xe) NVOatR)
2 |
Azl _nAz 4 h‘i";‘

i, VOG) = v (AT2) = 2

_FNZ3 T ' E

2\ Pe mamme (O U\; . )\3\‘ = Coul}y Nz ) :".%» |
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Exercice 2 : Une urne contient 5 boules numérotées de 1 & 5. On en tire 2 au hasard. On note X le plus

petit numéro obtenu, et Y le plus grand numéro obtenu.

a) Déterminer la loi de (X,Y), puis la loi de X et celle de Y, dans le cas d'un tirage sans remise, puis dans le

cas d'un tirage avec remise.

b) Dans chacun des 2 cas, déterminés si X et Y sont ou ne sont pas indépendantes.

Selution |

A) en PoaL Z = (X 74)

.

»

) v . : 3
s te Twge ob avec reming

3 : A L2 Ex k S
A (4.0 | (HR) | (4 3) | () | (43)
9 (4,8) (gl‘)ﬂ,zj W (2.s)
e |wyley ey lew b9
b Z;'u) Gw | (54 (1w | &9
Sﬂw Q,fs)— @) (’;;S) t:,_S) (s/6)

Z(0) = [4,5)

Wiy,

C

A i<y P(Z=
P(X - A) = P(\fzﬁ) =

35

Px-2) = PM-k) = £

Plx -
Plx=L) = P(¥-2) = 2

Plx=5) = P(M=A) - £

2) -

P(¥:3) - 4

25

u\_;

25
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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire réelle ¢t a > 0.

1. Démontrer que pour tout ¢ > 0, on a
{X —E(X) > a} C {(X —E(X) +t)% > (a+1)*}.
2. En considérant la variable X — E(X) + ¢, montrer que pour tout ¢ > 0,

2 + V(X)

PO B(X) > ) <

3. En déduire I'inégalité de Cantelli :

V(X)

P(X_IE(X) = a) < m-

4. Comparer I'information donnée par cette inégalité & celle donnée par 'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev.

5. Déduire de 4. I'inégalité suivante :

2V(X)

P(X —E(X)| > a) < V)

6. A nouveau, étudier 'intérét de cette inégalité, en particulier par rapport & celle de
Bienaymé-Tchebychev et conclure.

Aot Cclhs. Yot ae € (X—E()()}/a}.
e =EK ) e 2 O =) o —EXI4E 2 atl 2 € 20

=2 (e (X HETT >,(~_,;+e)7- |
— ((x—e‘c'x)%/%,(ué/?}

ol (X EK] o) C((w(x ] }

7L € Elts-
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r~ 7N

= ELIX-E0N Y| + Btk -EX|| H (€] (Bust & €]

0 % 428 g



1 7 ; | _ g “H m
‘ r_ x| |5 .
ﬂ A | ] B -
| N
IR BER _ [\
; 1
Ali 5]
| * R X% =
N 3 { ) > SRl
/Alu .w N ul o
It d - —— \IV
i Sk
| , RS
,, a ”Mw 1 —— W |wm
/ k ) ) mm o ‘Im R
g . R || 3 N~ R | 3
/.U A”V ™ $ Iwm N~ ~
3 3 ~ % ﬁ_ /V /V
w” v Vn w ” ] Qh L+ ™
ol : NN vilh VR
<D 15 ‘ 0’ . L o M_ D ) /% ~L R \//'
IT "L ..r \ ,w ~ ] ﬂl . \IJ @ —
LS NN A LT % ] 0 NP
o . § i vy W n D
N9 > —~L Sk X [ —
| . % _ A m: N ) X ~ = T lu
N N /.\ \ \ | N ﬂ. \ E
ul s D@ < Q D L. b A N ? | d
o & I 1r 1N s + b A
NEY " 1 J N \ R 3 < T e
<3 D M + " an N -H; NE _ . — -
N 11 - n% 9§ N Ew 3] ,m = | T 3 N B
LC N No A ( Ry - F J NJ N Q
ﬂ i m Ly = o | | X n < N ~
b\ NEERE It lw L [~ ) ﬁl L . N7 N | T
& J Q > N Au »
ks 4 3 + | S RER! T | 4 |
o|® WY 2 IIRING N N (o]
e [ NS N S N IM— I.L M_ V
”ﬂ fn.__ T _ | Nb . N T /M R
= N ANY \ J% R .v N3 ; \ |
< I FRENN | ! i b ] SO WE m
nd - nm {1 | . t ) mr D P
¢ & I& 3 o
& 5 : IR SIS sl dil i)
e IR TR AR o 1 TRETTATR 1o T
L M) k , : 1
D
i ‘
AM« v




Almr T. SB’AM&G,.,&» (J(Q {

b -

33

'P(

A

N
$

§

J
X-
PUX-E

mawfzw%v @aw,.m

—— }

|
|

(x)n) +P(t’(¥) ><
£ix) w) +p|(z-x) é(-x‘) b ‘i

T"%

tw(»x) - —]

i

[

i
| 1
—
I
|
|
| I
I
| I
|

>,a)

=
e E—
5 ; —
— —
— —
|
|
\
—
| -
2 ‘au.t,dt ?‘M- l’ =
A f»‘d 4 6!%4
]
|
|
\







C&&L o\ (ﬂ !\,(,th oY

Basect' | %J& @ CodN I da owe XY

(Lod\ évw
@/v\mﬁllc e gﬂ\ QL {WW/\

):\M\k/ 1 C C~9 l}“j
K\m\ &k o\~ Ml‘ “M"'\‘\
L

P\/(w\b @U\ Xy ML“ “’“\u} |

H

1. mﬁ“ mrw 0\( M

rl., IV\'GJ\!'J\Q/\ \E‘.MS,,U}‘, ()SW\MLL,Q}L
| ‘ 0\2/\’;0\,%«& |

‘T-Fc}m\mm o ek
— vuecm 16“ «ﬁm»_g»

|
‘ ; v | \ \ ‘ | }
| 1 ! ‘ ‘ | ‘ ‘ | [ »1

|
‘ 1 i |
‘ 1 r ; : 1 \ i
| | |
| i

i i
‘

e

| WV A — I . .
NLWMN%MWWQM
== _W‘» =sE====

if%mm% dmfbmm ochw{“u\
| mwmw ohww |



M Yo \g"q“\\c;h
Nirws {( N(Ml: wECs U)B W non Ansle
@k Wu

\CJA VNS W @J&m/\/&m utl M

oly UL Lkl dline PICN
ole ool o,
e olegry” ( b o il

{\7/\' {\,SW\ U\"\N(JZ"\W\

‘V‘M\’V‘O‘l\kz, Mg\ MANIA

Folon WTN YT

Nirwi «ég Joh ek e
\Lﬁ?/“v;t ¢ Coﬂf’:}
ACE 6%“\ = M) b
'» T
Nome

4 ({”’Lw\ IR 6’L\\+M-

~M

9 ¢

O \6”@“»\) gffL.\«m

ffc\ VM T

No ?5>® qurww Linone
%%MW«R



)RNV\AN\AW @wv(»sdw.

QJ’W\—\G”’LM\*M ()

7. Yatkin &Cal b))

N g | (f (i)
: FZ_, ‘ ;
o ..M(\\‘Q\U)*w\ (; &‘M\ (:_ H&\\waA\q}\\&\
| T | L
Musedbvevn s, 6@»\ bty g
| | | 1 =

g("”\ [\,\\'\U}r w\ CO
U

[ 6(\\:\ do 2H, U 'g\z(fw >O
NN %W {/L )LC Cb H "?\M
mc Cotd = Auta M»

%m ﬁxm\« b € )“5‘“ <[ A\t;wm

N |- = Mlm S\ -o. @ -

0 8\ %\\ f - (\“\ﬁ\
W ?Sm\& &LQ}\UQ\

. I\&n \&M\ Lo | |

Do



Mb\fdﬂw“/c Eﬂ (owlovits“de K\'Z/L 6&\:67%)101
[w\ 20

I& il \a?aq,,)i 1% W( ; m,\w,\ QQQ&M im/;urm’)lw\
({)m %M m\@rm\m}l.

On Gy ~ IR
’\ML }l TS ML 1)

T

\Q’}C& ’W%WQL U}uQN\)QOQ
gw‘}ww o\{&kgu S (,}6

oy

(

o o ‘
(2 f Cum CtT Aalipe feifuo}



AN g e e ot V\w/mnw/” A cfﬂ]@ o
Prase Lo

Exercice 2. Une animalerie posséde N animauz de k espéces différentes (3 < k < N ). Pour tout i € [1;k], on
. nyg
note n; le nombre d’animauz de Uespéce numéro i, et on pose p; = —

Un samedi, n clients achétent un animal au hasard et indépendamment les uns des autres
Pour tout i € [1;k], on note N; le nombre d’animauz achetés de l’espéce i. On note aussi X le nombre d’espéces

qui n'ont connu aucun achat.

1. Pouri € [1; k], déterminer la loi de N;, son espérance et sa variance.

Pour tout (i,4) € [1;k]? tel que i # j, déterminer la loi de N;+ Nj, son espérance et sa variance, puis en
déduire leur covariance.

Ezprimer X comme une somme de variables aléatoires de Bernoulli.

En déduire E(X) puis calculer sa limite lorsque n tend vers +oo. Interpréter ce résultat

3. Comparer P(X > 1) et E(X). En déduire lim,—,_, 100 P(X = 0). Interpréter ce résultat.
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