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Exercice 1 : Soientn>1et H = {PER fP dt= 0}
~ Montrer que H est un hyper plan de Ri[X] . Determmer un supplémentaire de H dans IR,[X]
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(vou) et Im (vou) & Im v. Discuter des réciproques: Trouver aussi un cas
(v o), et un cas 01 u est non bijective et Im v = Im (vou).

Exercice : Montrer q:e Ker u C Ker
ot v est non bijective et Ker u = Ker
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Exercice 1. On considére I’application f définie sur R,[X] (n € N) par
F(P)=P(X +1)+ P(X — 1) — 2P(X). -

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X]. }
2. Déterminer le degré de f(XP) pour p € [0,n]. En déduire Im(f) et ker(f).
3. On pose G = {P € R, [X] | P(0) = P'(0) = 0}.

Démontrer que g : ]Cj : i,r?](:); ) est un isomorphisme.
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EXERCICE 1L~ Soit 7 un entier naturel non nul. Soit'application
RplX] — Ru[X]
P — XP'-P
1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer Ker(¢p). Qu'en déduire?
3. Démontrer que Im(¢p) = {P € R,[X] : P'(0) = 0}.
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fP~Y(z)) est libre.

Oet fP71 0.
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1) Montrer qu’il existe z € E tel que (z, f(z), f*(z), ...,

Soit f € L(E) tel qu'il existe un entier p tel que f?
2) Montrer que f™ = 0.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
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Exercice : Exercice : Que dire d’une symétrie qui est aussi une projection? Soit s une symétrie, parler de Ker
s et de Ker (s —Id). Soit p une projection sur un hyperplan d’un espace vectoriel, montrer que le noyau de p est
Vect(z — p(z)) pour  un point quelconque hors de ’hyperplan.
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Soient a,b,c € R3. La famille (z ~ cos (z + a), = + cos (z + b), T > cos (z + c)) est-elle libre 7
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Exercice 1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).

1. Montrer que
Im(f) = ker(f) <= f? =0 et n = 2rang(f).

2. Quelle est la condition sur F pour qu’un tel endomorphisme puisse exister ?

3. Lorsque cette condition est vérifiée, donner un exemple d’un tel endomorphisme.
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Exercice 1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
1. Montrer que @) 2
Im(f) = ker(f) <= f? =0 et n = 2rang(f).
2. Quelle est la condition sur £ pour qu’'un tel endomorphisme puisse exister ?

3. Lorsque cette condition est vérifiée, donner un exemple d’un tel endomorphisme.
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Exercice 1
Soient E un [K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E tels que :

fogof=getgofog=f.

1. Montrer que Ker(f) = Ker(g) et Im(f) =Im(g).
2. On pose maintenant F = ker(f) et G =Im(g).
(a) On suppose qu'on est en dimension finie. Montrer que E = F & G.

(b) Montrer que dans le cas général on a toujours E = F & G.
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n e N* et f € £(E).
1. Onsuppose que [ est nilpotente et on appelle p son indice de nilpotence.
(@) Montrer qu'il existe x € E tel que la famille (x, f(x), ..., f? ~L(x)) est libre.
(b) En déduire que p < n.
2. On suppose maintenant que n = p. On note % le commutant de f. Soit x € E tel que (x, f(x),..., f "1 (x)) est libre.
(a) Montrer que (x, f(x),..., f""1 (x)) est une base de E.
(b) Montrer que % est un sous-espace vectoriel de Z(E).
€ — E
g — gl
(d) Montrer que (Idg, f,..., f"') est une famille libre de €.
(e) En déduire la dimension de %. Que peut-on dire sur ¢.

(c) Montrer que I'application ¢ : { est une application linéaire injective.
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Exercice 2. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u, v deux
applications linéaires de F¥ dans F'.

1. Montrer que Im(u + v) C Im(u) + Im(v).
2. Montrer que

|rg(u) —rg(v)] < rg(u +v) < rg(u) + rg(v).

3. On suppose que E = F, que u + v est inversible et que uov = 0.
Montrer que rg(u) + rg(v) = dim(E).
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